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'f«/  PREFACE, 

ment  le^  principales  propriétés  y  Se,  pour  ainfi  âl-r 
re ,  la  nature  des  lignes  courbes  ;  &  tirer  de  là  l*idée 
•ou'*on  doit  fe  former  de  toutes  les  courbes.  Ce  hui- 
tième Livre  eft  divifé  en  trois  Parties  :  Les  ufages  de 
rAnalyfe  ,  en  n'employant  que  le  calcul  ordinaire 
de  l'Algèbre ,  font  expliqués  dans  la  première.  La 
féconde  contient  le  calcul  différentiel ,  Se.  les  ufages 
qu'en  fait  TAnalyfe.  On  fait  découvre  dan»  la  troi- 
(iéme ,  par  le  moyen  de  l'Ahalyfe ,  les  règles  du  cal- 
cul intégral ,  &  Ton  fait  voir  enfuite  les  ulages  qu'élu 
le  fait  de  ces  reglea» 


mt^' 


PREMIERE      PARTIE. 

Sur  fufige  de  VAnAÎyfe  y  en  n  employant  qj»e  lé  uIcmM 

ordinaire  de  V Algèbre ^^ 

ON  fait  voir  dans  la  première  Seâibn ,  que  rAnaFyfef 
reprefènte  les  lignes  &  les  figures  de  ta  Géométrie  par 
les  lettres  de  l'ÂlphabeL,  &  tous  lesi  rapports  (impies  £c, 
compofé»  que  peuvent  avoir  ces  lignes  &  ces  figures*  par  le 
calcul  de  ces  lettres  y&  que  par  confequent  Tes  lignes  &  les  ^ 
figures  font  ks  valeurs  géométriques  des  expreffions  littéra- 
les, &  les  rapports  der  ces  lignes  &  de  ces  figjires  font  conil 


^CL^s  Méthodes  qu'elle  donne  pour  en  refoudre  les  Problô- 
^mes',  qui  confîfte  en  ceci* 

Elle  représente  par  des  lettres  dHIerentes.  les  grandeurs-^ 
inconnues  que  l'on  cherche  ,  &  les  grandeurs,  connues  oui 
données  dans. chaque  Problème: j  élk  tirouve'par  le  calcul 
les  équations  qui  expriment  les  rapports'  connus^  emre  les^ 
grandeurs  cc^nuesSc les  inconnues ,  lèiquels, rapporcs  font 
fes  condition»  qui  déterminent  là  nature  du  Problême  :  Elle 
découvre  les  grandeurs  inconnues  ,  eiv  lés  feparant  êi^» 
grandeurs  connues ,  &  £uiant  en  forte  ^  par  des  calculs  rc^^ 
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gf^s  ^  que*  les  letctes  des  inconnues  deviennent  égales  à  de$ 
lettres  des  feules  grandeurs  connues  jointes  eniemble  par 
raddition'^:oalarouftraâdon>,.ou  la  multiplication,  &c.  Se 
c*èik  là  la  pëfoJiution  analytique  da  Problème.  Pour  avoir 
k  reiblutîojK  géométrique  qu'elle  reprefente ,  l'Ânalyfè  em- 
ployé l'a^  GecNnetrie,.  &  elle  fait  tracer  les  lignes  Ôc  les  fi. 
gures  qui  ayent  entt'elles-les  rapports^  Se  lespropordons  ex- 

grimées^  par  la^  rëfolution  analytique  ^  ce  qui  donne  le$ 
gnes  &  les  iigpres  qui  font  la  rifolution  géométrique  du. 
Problème. 

L'act  qu'on  vient  d'expliquer  e(t  mis  en  pratique  dans- 
tout  ce  huitième  Livre.  Pour  commencer  par  les  choies  le^ 
plus  faciles*,  on  l'employé  dans  la  prenûere  Seâion  à  décou. 
vrir  les  propriétés  des  triàngjies  rectangles  confîderés  feuls^. 
&  enfuite  dans  le  cerde  j  &  à  trouver  par  ces  propriétés  la. 
réfolucion  géométrique  des  équations  du  fécond  degré, 
e'e{{*^dife ,  les  lignesr  qui  iônt  les  valeurs,  de  l!inconnue  de 
ces  équations. 

Pour  faire  voir  Tutilité  de  l'Ânalyfe  dans  les  Sciences 
Phyfico- Mathématiques. V  ^n  l'employé  dans  là  féconde 
Seâion  à  découvrir  k  réfolutibn  des  Problêmes.de  L'art  de 
iptter  deS'  bombes ,  &.  de  ceux  qui  font  fur  les  centres  de  pe- 
ianteuff  &  d'ôfcillation.}^  ces  derniers  fervent*  à  donner^  la 
îufteile  aux  fiorloges: 

Les.  Commenijans  pourront  déjà  voir  dans  ces  déuxjire; 
mieres-SeâionSvle  pSir/aitt  accord  de  l'Analyie  avec  la^ueo*. 
metrie  &  avec  la<  nature  même.  Car  lorfque  L'Ânalyfe  e.x. 
prime  le  Problème  qu'on*  veut  néfoudre.  par  une  équation 
du  fécond  degfé ,  ëc  qu'elle,  donne  '  deux  valeurs  pofitives  dç 
l^ihconnue  que  l'on^  okerche  dai^s  le  Problème ,  la  .néfolor 
lioa  geonMtrique  fournit  auffî  deux  lienes^diâerentesre^ 
l^refentées  par  ces:  valeu^ps  :  dans  lesr  Problèmes,  de  l'art  dç . 
jetter  les- bombes ,  il  y  a  deux-  inclinaifbns  du  mortier  rer 

frefentéeS'par  les  deu^valeurs^analy  tiques,  qui  font, propte^ 
lui  faire  jétter  la^  bombe  par  une  même  force  de  poudre^ 
l'endroit  ou  on  la  veut  faire  tomber  ^  &  dans.lès  I^rol^lême^ 
£ir  le  centre  d'ofcill^on  d'un  pendule.compofé^il;y..a.deux 
endroits  dans  lâ  pendule,  qui  répondent  aux.  deux,  valeurs 
analytiques-,  propres  à  placer* ta  lentille,  pour  faire  que  le« 
wbxâtions.  do  p^dult*  marquent  les  fécondes.  C^nd  1er 
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deux  valeurs  analytiques  fe  trouvent  égaies  ^  les  lignes  geo^ 
métriques  qu'elles  reprefentent  le  (ont  aufli  $  les  deux  incii- 
naifbns  du  mortier  ie  reduîfent  à  celle  de  45  degrés,  qui 
donne  la  plus  grande  étendue  de  tous  les  jets  de  bombe  par 
une  même  force  de  poudre  j  &  les  deux  endroits  du  pendu- 
le où  il  faut  mettre  la  lentille  fe  réunjfTeht  au  point  y  oà 
arrêtant  la  lentille ,  on  rend  les  vibrations  du  pendule  Its 
plus  promptes  qu'il  eft  poflîble.  Quand  TAnalyfe  découvre 
que  les  deux  valeurs  font  impoOtbles ,  on  trouve  une  con. 
tradiâion  dans  la  réfblution  géométrique  ^  Pendroit  où  Ton 
veut  faire  toipber  la  bombe ,  fe  trouve  hors  de  la  portée  de 
la  poudre  j  &  l'on  trouve  auffi  qu'il  y  a  une  contradîûion 
dans  les  fuppofîtions  que  l'on  a  faites  fur  le  pendule  com:. 
pofé ,  &c.  Tout  le  refte  du  huitième  Livre  eft  employé  à 
taire  voir  les  ufages  de  TAnalyfe  dans  la  Géométrie  com- 
pofée ,  c'eft-à-dire  ,  dans  la  fcience  des  lignes  courbes  ,  &  ' 
dans  la  rcfolutîon  dçs  Problêmes  Phîfîco  ^  Mathématiques 
qui  en  dépendent. 

On  explique  dans  la  troî(îémè  Seftîon  la  manière  de  ré- 
duire les  courbes  à  des  équations  qui  en  expriment  les  prin- 
cipales propriétés  :  la  voici.  On  fuppofe  fur  le  plan  ou  eft 
chaque  courbe  une  ligne  droite  dont  la  pofitîon  eft  donnée 
fur  le  plan ,-  &  un  point  fixe  d'où  elle  part  ^  qu'on  homme 
fon  origine ,  qui  eft  auffi  donné.  Cette  droite  fe  nomme  U 
ligne  des  coupées  :  6n  fuppofe  une  infinité  d'autres  droites 
toutes  parallèles  entr^elles  qui  partent  de  tous  les  points^  de 
la  courbe  ^  &  vont  toutes  couper  la  lîffne  des  coupées ,  on 
les  appelle  les  ordonnées  >  la  partie  de  Ta  ligne  des  coupées 
depuis  l'origine  jufqu'à  l'ordonnée  qui  la  termine,  eit  la 
coupée  de  cette  ordonnée  5  & ,  pour  abréger  on  nomme 
chaque  coupée  &  fon  ordonnée  correfpondance ,  les  coof%^ 
donnée/.  Or  dans  toutes  les  courbes  régulières  il  y  a  un  rapi 
port  commun  qui  règne  entre  les  coordonnées  ,  qu'on  peut 
regarder  comme  le  rapport  commun  à  tous  les  points  de  lâ 
Ci^rbe  d'où  partent  les  ordonnées.  Ainfi  en  nommant  chaque 
coupée  par  une  même  lettre ,  qu'on  appelle  changeante , 
parcequ'elle  f eprefente  fucceffivcment  toutes  les  coupées  î 
reprefentant  de  même  chaque  ordonnée  par  une  autre  lettre 
qu'on  nomme  changeante  par  la  même  raifon  -,  marquant  auflî 
•  par  des  kctres  différentes  les  lignes  connues  qui  fervent  à  dé- 
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ttxmvhSiXt  rapport  commun  aux  coordonnées  :  l'Anal  y  ^ 
exprime  ce  rapport  communà  cous  les  points  de  la  courbe  par 
une  équation  ^  les  changeantes  des  coordonnées  y  tiennent 

lieu  de  deux  inconnues.  On  a  fait  voir  dans  la  première  ^ 

Seâion ,  que  Ton  peut  de  même  exprimer  par  une  équation 
le  rapport  commun  de  tous  les  points  d'une  ligne  droite  ^  ent 
concevant  de  tous  Its  points  de.s  droites  parallèles  tirées  â 
la  ligne  des  coupées  fur  le  même  plan  où  eft  la  ligne  droite^ 
Ceft  de  ces  équations ,  oui  expriment  la  nature  des  cour^ 
bes ,  que  TAnalyfe  déduit  leurs  propriétés  ^  &  la  refolution 
des  Problêmes  qui  les  regardent.  C*eft  de  ces' mêmes  équa. 
^ions  qu'elle  prend  la  diftinâion  àts  courbes  en  geometri» 
<^ues  &en  méchaniques  :  les  équations  des  pren^ieres  ne  con* 
tiennent  que  des  expreflîons  ordinaires  de  T Algèbre  ,  Iç 
nombre  des  dimenfions  des  changeantes  eft  déterminé ,  Se 
les  coordonnées  (ont  toujours  de  fimples  lignes  droites  :  Par*. 
mi  les  courbes  méchaniques  ^  \t%  unes  ont  des  courbes  pour 
Tune  ou  l'autre  des  coordonnées  ^  ou  pour  toutçs  les  deuX) 
d'autres  ont  des  lignes  droites  égales  â  à^%  arcs  de  courbe 
pour  l'une  ou  Tautre  àts  coordonnées  ^  ou  pour  toutes  les 
^eux.  Il  V  en  a  dont  le  nombre  des  dimenfions  des  coordon- 
nées n'eit  pas  déterminé  ^  la  plupart  ne  peuvent  s'exprimer 
que  par  des  équations  qui  contiennent  des  difFerentielles. 
£nfin  les  équations  des  courbes  géométriques  fervent  à  les 
ranger  en  difierens  ordres  qu'on  appelle  ysnr^s  ^  félon  le 
nombre  des  degrés  où  ibnt  élevées  les  puiflànces  leparces  ^ 

4es  changeantes ,  ou  félon  le  nombre  des  dimenfions  du 
produit  des  changeantes  multipliées  l'une  par  l'autre ,  quand 
f  e  produit  eft  le  feul  terme  qui  contient  des  changeantes  ^ 
ou  quand  il  a  plus  de  dimenfiobs  que  la  puiflance  la  plus 
tUet^ee  de  l'une  ou  de  l^autre  des  changeantes  ièparées. 
.:  Le^  courbes  géométriques  les  plus  fimples,  ou  du  premier 
genre ,  font  celles  qiû  s'expriment  par  des  éauatîons  où  U  - 

jplus  hapte  puiilance  des  changeantes  feparees  ne  monte 
qu'au  fecona  degré ,  ou  bien  dans  lefquelies  le  produit  de« 
changeantes  multipliées  l'une  par  l'autre ,  n'eft  que  de  deiut 
dimensions  ^  on  les  appelle  SeUims  coniques  y  p^rcequ'e}!^ 
peuvent  fe  former  par  la  fedion  commune  d*un  flan  &  d-ua 
cône^  Les  Géomètres  anciens  &  nouveaux  fefont  appliqués 
à  décrire  ces  courbes ,  à  en  decoiwrîï  hs$  po^ttésyf^  «9 


*  •  *  • 
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refoudre  les  Problèmes ,  &  à  les  faire  fervir  à  kt  refoludon  de 
beaucoup  d'autres  Problèmes  j  cela  les  a  rendues  de  grand 
ùfoge.  On  enfèigne  dans  cette  troîfîéme^eâîon  leur  forma:, 
tîbn ,  c'eft-à-dîre ,  la  manière  de  les  décrire  iur^in  plan ,  lo  ♦ 
par  le  mouvement  continu  du  point  d*int6rfe&i0n  de  deux 
règles  mobiles  -,  2  o.  en  trouvanc  ^uccceffivement  les  points 
par  où  elles  doivent  pafTer.  On  dre  de  leur  Ê^rmatioa  Jles 
équations  qui  en  expriment  la  nature ,  &  Ton  déduit  de  ce^ 
équations  les  prindpales  propriétés  lié  ces  xourbes.  On  a 
eu  foin  de  n'oublier  aucune  de  celles  ^ui  ibst  neceflaires  i 
llntelligence  de  ce  huitième  Livre ,  afin  que  les  Ledeurs 
qui  fcavent  au  moins  médiocrement  les  Elemens  d'Eud^ide, 
n*eu(tent  befdln  d'aucun  iutrie  Qi;LV;rage  pour  «atendce  ce* 

lui .  Cl,  ( 

Dans  le j  Seâions  coniques ,  (  &  c'eft  à  peu  prfcs*la  même 
chofè  dans  les  courbes  géométriques  des-geeres  plus  élevés  J 
il  y  a  une  ligne  déterminée  des  coupées  pour  chacun  -ées 
angles  que  les  ordonnées  ^  parallèles  entr'elles ,  peuvent  faire 
avec  leurs  coupées  :  cet^e  ligne  déterminée  s'appélk  le  dia* 
mètre  de  la  courbe.  L'équation  de  la  cenil^par  rapport  à 
ce  diamètre  eft  la  plus  (impie  de  toutes ,  ^c'eft-â-dire^  qu'elle 
à  le  moins  de  termes  :  mais  quand  on  prend  (ur  le  plan  de 
chacune  de  ces  cqui1>es  une  ligne  des  coupées  ài(ktp»te\d\jL 
diamètre ,  &^id  ne  ivA  eft  pas  parallèle  j  l'équation  de  la 
coyrbe  ^  par  rapport  a  cette  ligne  des  coupées ,  a  un  plus 

Î^rand  nombre  ae  termes  que  l'équation  la  plus  fimple«  Dan ^ 
a  refolutiôn  des  Problêmes  qd  fe  reduîlent  aux  Seâion^ 
coniques  ^  on  «trouve  rarement  l'équation  la  f^us  fijnple  ^ 
laquelle  feroit  diftinguer  ^fabord  celle  des  Seûions  coniquet 
â  laquelle  le  Problème  fe  rà^pporte  :  maïs  il  fp  -prefence  ordiJ 
nairement  une  équation  qui  a  plus  de  termes  que  celle  de  1^ 
courbe  par  rapport  au  diamètre  )  &;  cependant  les  changeais 
tes  de  réquanon  n'ayant  que  deux  dimenfions ,  la  courbe 
^u^elle  expi'inie  eft  l'iuîe  des  Serions  coniques.  Il  faut  donc 
avoir  dei  marques  certaines  pour  diftinguer  à  laquelle  des 
Sëâiotts  coniques  appartient  réquation  qu'on  a  trouvée  8c 
des  moyens  pour  trmiver  Je  diamètre  de  cette  Seâion  co«. 
Iiîque ,  &  les  autres  tignes  «leceflaires  pour  la  décrire  par 
la -même  méthode  dont  on  Veft  fervi  pour  décrire  une  «elle 
$ââîan  coni^ue«  On  a  oiis  pour  cela  un  Problême  dans  la 

^     .troiûéme 
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taxjîfiéme  Seûîon ,  qui  en  eft  le  fepdéme,  où  l'on  enfeîgne  à 
trotKver ,  par  le  moyen  de  Tëquacion  fimple  de  chacune  des 
Seâions  coniques  ^  l'équation  la.  plus  compofëe  de  chacune 
des  mêmes  Sedîons ,  laquelle  exprime  le  rapport  commun  à 
tous  les  points  de  la  courbe  par  rapport  à  une  ligne  àts  cou- 
pées fur  le  même  plan  de  la  courbe  qui  eft  différente  du 
diamètre ,  &  ne  lui  eft  pas  parallèle ,  &  dont  l'origine  eft  ' 
différente  de  l'origine  du  diamètre.  L'on  tire  de  ces  équa- 
tions compofées  de  chacune  des  Seâions  coniques ,  les  mar- 
ques certaines  pour  diftineuer,  dans  la  refolution  des  Pro- 
olêmes  qui  s'y  reduifent^îa  Seâion  conique  en  particulier 
a  quî  convient  l'équation  que  l'on  peut  trouver.  L'on  fait' 
voir  auffi  la  manière  de  fe  fervir  ^les  équations  compofées  de 
chacune  des  feûions  coniques,  que  donne  ce feptieme  Pro- 
blème,  pour  trouver,  dans  les  équations  compofées  qui  fe 
prefentent  dans  la  refolution  des  Problêmes,  &quife  rap- 

Î sortent  à  une  Seâion  conique ,  le  diamètre  &  les  autres 
ignés  neceflàires  pour  la  décrire.  Cela  fe  fait  par  la  méthode^ 
à^s  indéterminées ,  en  regardant  les  connues  de  chaque 
équation  du  feptieme  Problème  comme  àqs  indéterminées  ^ 
&  en  comparant  chaque  terme  de  cette  équation  avec  cha. 
que  terme  correfpondant  de  l'équation  qui  s'eft  prefentéfi 
dans  la  ijcfolution  du  Problême  :  car  l'on  détermine ,  par  le 
moyen  dies  équations  que  donnent  ces  comparaifons ,  les 
'valeurs  du  diamètre  &  des  autres  lignes  qu'il  faut  avoir  pour 
^lécrire  la  Seûion  conique  exprimée  par  l'équation  qui  refout 
le  Problême. 

En  regardant  de  près  les  veftîees  que  M'  Defcartesa  laifTés 
dans  le  fécond  &  clans  le  troificme  Livre  de  fa  Géométrie  ^ 
on  voî,t  aflèz  qu'il  s'eft  fervi  de  la  méthode  dont  on  vient  de 
parler^  (qui  eft  expliquée  dans  le  feptieme  Problême  de 
cette  troifîéme  Sf  dion ,  &  dans  les  Remarques  qui  le  fui-  ' 
vent,)  pour  diftinguer  dans  la  refolution  du  Problême  de 
Pappus^  qu'il  donne  dans  le  fécond  Livre,  à  quelles  Sedions 
coniques  le  xeduifoient  les  équations  qui  fe  font  prefentées 
à  lui  dans  cette  refolution ,  &  pour  trouver  le  diamètre  & 
les  autres  lignes  neceflàires  pour  décrire  ces  Sedions  coni- 
ques. Il  s'en  eft  encore  fervi ,  dans  la  refolution  des  équations 
qu'il  donne  dans  le  troifîéme  Livre,  pour  décrire  les  Sedions 
coniques  qui  jointes  enfemble  fe  coupent  en  des  points 
Tome  II.  *  * 
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dont  les  ordonnées  ou  bien  les  coupées  font  là  refolatîon 
des  équations.  Cependant  les  Commentateurs  de  M'  Des* 
cartes  n'ont  point  expliqué  cette  méthode  qui  auroit  éclaîrci 
ia  Géométrie,  &  Pauroît rendue  plus  facile.  M^  Craige  en 
Angleterre,  &  M'  le  Marquis  de  l*Hbfitat  en  France,  font 
les  premiers  qui  Tont  donnée  au  Public, 

On  explique  dans  la  même  troifiéme  Sedion  la  méthode 
générale  de  décrire  toutes  les  courbes  Géométriques ,  en 
trouvant  fucceffi vement  les  points  par  où  elles  doivent  pafler. 
On  y  a  mis  auffi  quelques  Exemples  des  courbes  mechani. 
ques.  Enfin ,  pour  n'oublier  aucune  des  courbes  qu'on  a  pu 
imaginer  jufqu'à  prefent ,  l*on  y  donné  une  idée  des  courbes 
qu'on  nomme  exponentielles  hi  far  courante  s. 

La  quatrième  Seûion  eft  fur  les  ufages  que  TAnalyfe  faîc 
des  courbes  j  Ton  en  explique  feulement  deux  :  le  premier 
^  pour  trouver ,  par  le  moyen  des  courbes  Géométriques , 
les  lignes  qui  font  les  valeurs  géométriques  des  équations 
déterminées ,  c'eft-i-dire ,  qui  n'ont  qu'une  inconnue  •,  ceft 
ce  qu'on  appelle  confimire  les  hquations-^  le  fecond  eft  pour 
refoudre,  parle  moyen  des  courbes ,  plufieurs .  Problèmes 
Phyfîco- mathématiques.  La  conftrufibîon  des  équadons  eft 
jine  des  belles  parties  de  la  Géométrie  compofée.  Pour 
Pexplîquer  â  fond  d'une  manière  courte,  mais  fans  obfcu- 
rite ,  on  Ta  déduite  du  principe  d'où  elle  dépend  naturelle-^ 
ment,  que  voici. 

Si  l'on  prend  les  équations  de  deux  lignes  géométrique^ 
_  où  les  mêmes  lettres  changeantes  marquent  \ts  coordon. 
ûées ,  &  que  l'on  ôte  l'une  des  deux  changeantes ,  par  exenu 
pie  la  changeante  àe%  coupées ,  dans  l'une  de  cts  deux  équa- 
rions  par  le  moyen  de  l'autre  équation  ,  il  en  naitra  une 
troifiéme  équation  qui  n'aura  qu'une  feule  changeante  ou 
inconnue.  Or  les  deux  lignes  géométriques  de  ces  équations 
étant  jointes  l'une  à  l'autre  de  façon  que  leurs  coupées  foîent 
communes  ou  parallèles  entr'clles ,  &  qu'elles  partent  d'une 
même  origine,  &  qu'il  en  foît  de  même  de  leurs  ordonnées , 
elles  fe  couperont  en  autant  de  points  qu'il  y  a  de  dimen- 
jfion  dans  la  plus  haute  puifïànce  de  l'inconnue  demeurée 
feule  dans  la  troifiéme  équation  :  Et  (î  l'on  tire  de  tous  les 
points  dlnterfeûion  de  ces  deux  lignes  géométriques ,  dei 
ordonnées  jufqu'âr  la  ligne  des  coupées  de  celle  qu'on  a 
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\z  prèmfiere  y  elles  feront  les  valeurs  geomecrîques 
de  ilnconnae  de  la  troijGléaie  équation  ^  (i  cette  inconnue 
eft  celle  à^s  ordonnées  ^  les  coupées  qui  fe  terminent  à  ces 
ordonnées  feront  les  valeurs  géométriques  de  rînconnue  de 
la  troifîéme  équation ,  fî  c*eft  Tinconnue  des  coupées  qui  y 
ibît  demeurée.  Ce  principe  répaiwl  une  lumière  iur  la.  me- 
thode  que  donne  l'Analyfe  pour  trouver  les  équations  des 
lignes  géométriques ,  qui  prîies  deux  à  deux  (bat  propres  à 
conftruire  telle  équation  déterminée  qu'on  voudra  ^  &  pour 
joindre  enfemble  ces  deux  lignes:  georoetriq.u9*nd'«ne, ma- 
nière propre  à  les  faire  couper  àths  le$  poiojts  qiiJcaMxK^nt 
Î»our  ordonnées  ou  pour  coupées  les  lignes  quiilpnt Jês  va- 
eurs  géométriques  de  Tinconnue  de  cette  -é^uatipo,  déter* 
minée  { il  répand ,  dis-je  ^  une  lumière  fur  cette  medbode  qui 
Ja  rend  claire  aux  commençans ,  quoiqu'elle  foît  très«.  courte. 
On  prend  pour  exemple  la  conftrù<$l:ion  de  toutes  les  équa^ 
ûoti$  du  ti^oifiéme  &  du  quatrième  degcé^  &  Ton  iRsiiit  voir 
la  manière  de  l'exécuter. par  l'union,  d'une  parabolie  donnée 
&  du  cercle^  &  encore  par  l'union  d'une  hyjperbole  donnée 
entre  les  afymptotes  dont  l'Angle  eft  aigu  ou  obtiis,&  du 
cercle.  On  a  mis  cette  dernière  manière  de  conftruire  tou- 
tes les  équatîonis  du  troifîéme  &du  quatrième  degré ,  parce- 
qu'elle  renferme  quelques  difficultés  qui  Wuroient  pu  embar^ 
raflèr  les  commenijans.  r 

On  pourra  encore  remarquer  en  cet  endrbit  l'exaéle 
convoiance  de  l'Analyfe  8c  de  la  Géométrie.  Il  y  a  autant 
d'interfeûion  des  deux  lignes  géométriques  employées  à 
conftruire  l'équation ,  qu'il  y  a  de  valeurs  analytiques  de 
l'inconnue  dé  cette  équation.  Quand  toutes  les  valeurs  que 
fournît  l'Analyfe  font  pofitîves  &  différentes,  les  lignes  qui 
enTforit  les  valeurs  geom etnquesTô ni  toutes  dîïFef en tes'",Tk 
du  côté  desT  lignes  pofitîves. -Lorfque  l'Analyfe  donne  des 
valeurs  négatives,  les  valeurs  géométriques  font  du  côté 
àQ'^  ligaes  négatives.  Qu^nd  le  fécond  terme  de  l'équation 
eft  évanoui,  la.  fbmme/deS^  valeurs  négatives  que  donne 
l'Analyfe  eft  égale  à.  celle  des  pofitîves  5  l'on  trouve  aufîi 
tâat^s  ta  oonflruàion  gedmetrîqùe ,  que  la  fomme'  dés  lignes 
du  côté  des  grandeurs  négatives  eft  égale  à  celle  des  lîgneis 
qui  font  du  côté  des  pofitîves.  S'il  y  a  des  valeurs  analyti- 
ques égales.  ^  l'on  trovive  ♦ucant:  dïi«$rieâip»$.  des  lignes 

♦*^ij 
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géométriques  qui  fe  rcunîflènt  enfemble.  Enfin  dans  les  cûs 
où  l'Analyfe  trouve  des  valeurs  impoflibles^  les  lignes  géo- 
métriques employées  à  la  conftruftîon  ne  fe  coupent  ni  ne  fe 
touchent  point  du  côté  que  devroient  être  les  valeurs  géo- 
métriques correfpôndantes. 

On  explique  à  la  fin  de  la  même  quatrième  Seâion  quell 
ques  ufages  des  courbes  pour  la  reiblution  des  Problème^ 
Phyficof  mathématiques.  On  fait  voir  que  les  traces  des 
bombes  jettées  à  toutes  les  inclînaîfons  poffibles  du  mortier, 
-font  des  ^patâbôlcs.  On  tire  d'ordinaire  des  propriétés  de  la 
parabole  la  refolution  des  Problèmes  de  rart  de  jetter  les 
•Dombes:  mais  comrhe  Ton  à.refoluces  Problèmes  dans  là 
féconde  ^edjon  (àtis  fe  fervrr  de  la  parabole,  on  donne  la 
refolution  de  deux  autres  Problêmes  fur  toutes  les  parabo- 
les que  peut  décrire  une  bombe  jettée  par  une  même  force 
de  poudre  à  toutes  les  différentes  înclinaifbns  qu'on' peut 
donner  au  mortier.  On  fait  voir  aufli  dans  la  même  Seâiôfi 
que  Tellipfe  &  l'hyperbole  font  les  figures  qu'il  &ut  donner 
aux  verres,  afin  que  les  rayons  qui  y  entrent  parallèles  à 
l'axe  foient  difpofcs ,  par  les  refradions  qu'ils  ibufïrent  ea 
pafiànt  de  l'air  dans  les  verres,  ou  des  verres  dans  Tair,  a  fé 
réunir.dans  un  point  donné.  Enfin  on  fait  découvrir  par 
l'Analyfe,  que  la^  cycloïde  eff  là  courbe  que  le  centre  de 
pefanteur  d'un  pendule  fimple,  ou  le  centre  d'ofcillarion 
d'un  pendule  compofé  doit  décnre ,  afin  que  fcs  vibrations 
grandes  ou  petites  foient  toutes  d'une  égale  durée:  ce  qui 
fait  concevoir  qu'un  tel  pendule  eft  ce  qu'il  y  a  de  plus  proi. 

Ere  à  modérer  le  mouvement  des.  horloges,  &  à  les  rendre 
t  mefure  exadedu^temps. 


i 
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SECONDE    PARTIE. 

•  « 

Sur  le  calcul  différentiel  y  ^  furTuJage  de  VAuAlyfr 

en  fè  ferrant  de  ce  caIcuL^ 

0|N  fait  remarquer  diin^li  première  SeAîon ,  que  ce  n'èft 
'pomc  une  chofe  nouvelle  dans  la  Géométrie  que  de 
confiderer  des^  parties  de  grandeur  d'une  fi  extrême  petitefle, 
qu'on  ne  peut  ks  Étire  entrer  en  comparaifon  avec  les  grai»*^ 
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.  ^ears  ordinaires  que  1*0»  peut  déterminer.  Les  p^lus  anciens 
Géomètres,,  comme  on  le  voit  dans  le  douzième  Livre 
d'^ucUde  9  &  dans  les  Ouvrages  d'Archimede ,  ont  pris  ces 
parties'  infiniment  petites  pour  principe  de  quelques  -  unes 
de  leurs  démonftrations.  Car  pour  démontrer,  par  ekenlple, 
que  deux  cercles  font  entr'çux,  comme  les  quarrés  de  leurs 
diamètres,  &c  deux  circonférences  comme  leurs  diamètres^ 
Hs  ont  fuppofé  qu'on  pouvoit  concevoir  dans  Tun  &c  l'autre 
de  ces  cercles  deux  polygones  Semblables  infcrits ,  ou  deux 
polygoneir.  femblabîes  qui  leur  fufTent  circonfcrits ,  dont  les 
eocés  fuflent  d'une  telle  petiteiTe,  que  la  différence  des^poly^ 
goneS'  infcrits  ou  cfrconfcrîts  d'avec  leurs  cercles  fût  moin»^ 
dre  qu'aucune  grandeur  finie  &  déterminée ,  quelque  petite 
que  pût  être  cette  grandeur.  Or  ces  polygones  étant  entr'eux 
comme  les  qparres  des.  diamètres  des  cercles ,  &  leurs  cir« 
cuits  comme  ces  mêmes  diàmecres-,  la^  fi^pofition  qu'ils 
avofenc  faite  leur  faifoit conclure  quêtes  cercles  &  les  cir- 
conférences*  avoiènt  le  même  raport  que  les  aires  &  quis  les- 
circuits  de  ce»  polygones.- 

Ce  n'a  donc  point  été  de  nos  jours  une  nouvelle  décoitv 
verte  que  d'employer  dans  la  Géométrie  ces  parties  des 
grandeurs^  entières:,  fi^petices  qu'elles  n'on^ aucun  ratforr  fini 
4vec  elles;  Ce  qyie  les  illuftres^ Auteurs  du  calcul  différentiel 
&  intégral  ont  ajouté  à  eecce  fuppofition  que  les  Anciens 
ont  prile  de  la^natore,  n'a  été  que  de  donner  des  expi:eifîons 
convenables  à  ces  petites  parties  qui  font  les  premiers  ékr 
mens  des  grandeurs  ^  &c  de  trouv-er  un*  calcul  qui  leur  fût 
tellement  propre,  qvi'oa  piii>  leur  appliquer  les  méthodes 
de  l'Analyle,  &  qu^^n^pôt  renfoncer  de  ces  parties  infiniment 

{petites  aux  grandeurs  entière^' ou  intégrales  dont  elles  font 
es  premiers  élemens.  Le  fohdement  du  calcul  difierentiei 
eft  connnun<  aux.  anciens  &  aux:  nouveaux  Géomètres.  La 
certitude  des  démonflratîôns  pofées  fur  ce  fondement  eft  la 
même.  La  manière  même  d^employer ,  dans  les  dénwnflra^^ 
fions  8£.dà(nf  !  les  ^refolùtions  des  Problêmes,  ces  parties  de) 
^rand^ur  j  plus  petites  que  toute  grandeur  qu'onp^ut  déter^ 
jtninery./dl  cpmmune  aux  uns  &  aux  autres.-  Car  comme  les 
,Anciens  ne  fuppofoîcnr  cette  diflference  infiniment  petit» 
entre  le  cercle  &  le  polygone  d'une  infinité  de  côtés  qui  lui 
4toit..iiifcriiC  ou  cîrconfcrit.  que  pour  faire  leur  dérnonflra^ 

*^  ny 
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tion  }  ou'ils  ne  la  conce voient  fubdllante  que  pefidanc'  U 
'dëmonftration  ^  8c  qu'au  moment;  qu'ils  l'avoienc  faire ,  ils 
regardoient  cette  difièrence  comme  devenant  nulle  ^  &  que 
le  polygone  infcrit  ou  ctrconfcrit  ^  qui  etoit  pour  ainfi  dire 
Tinfiniciéme ,  ne  diflèroit  en  rien  du  cercle.  Les  nouveauiç 
<jeometres  n'employent  auflî  ^es  même  différences  infini- 
ment petites  que  pendant  la  refolution  des  Problèmes  ^  ils 
ne  les  reçoivent  réelles  &  fubiiftantes  que  pendant  leur 
calcul j  Se  au  moment  qu'il  leur  a  donné  la  refolution ,  ils 
iuppofent  que  les  difïèrences  s'évanouifTent  &  deviennent 
nulles ,  &  que  les  grandeurs  qu'ils  fuppofoient  ne  differer 
à^s  grandeurs  entières  ^qu'ils  cherchoient  que  par  des  ài&j. 
rences  infiniment  petites ,  n'en  difïèrent  point  du  tout.  La 
certitude  du  calcul  difïèrentiel  doit  donc  être  au  mêmç 
degré  que  celle  des  démonftrations  des  anciens  Géomètres 
qui  avoient  le  même  principe,  Se  qui  ont  été  reçues  de  tout 
le  monde.  La  feule  différence  eft  oue  les  Anciens  ne  faifoiene 
iîir  ce  principe  que  des  démonftrations  qu'on  appelle  feY 
abfurdum ,  &  que  Içs  nouveaux  calculs  démontrent  tout 
dîredement. 

On  apperçoît  même  dîftînôement,  en  y  regardant  de 
près ,  les  fécondes  différences  renfermées  dans  la  fuppofitîon 
des  Anciens ,  quoiqu'ils  n'y  fiilènt  pas  de  reflexion,  &  qu'iU 
n'en  euflent  pas  befoin   dans  leurs   démonflradons.    Car 
dans  l'exemple  qu'on  a  pris  d'eux  fur  le  polygone  infcrit 
dans  le  cercle ,  qui  devoir  avoir  tant  de  côtés  que  la  diffé- 
rence de  l'aire  du  polygone  infcrit  daaas  le  cercle ,  fôt  plus 
petite  que  toute  grandeur  finie  Se  déterminée  -,  il  eft  évident 
^u'il  falloit  qu'ils  conçurent  celui  des  polygones  infcrits ,  qui 
ctoit,  pour  ainfi  dire,  le  dernier,  comme  ayant  un  nombre 
infini  de  côtés  5  autrement  la  différence  de  fon  aire  d'avec 
le  cercle  eût  été  finie  Se  déterminée,  ce  quiauroît  détruit 
Jeur  fuppofitîon  :  Or  l'on  conçoit  diftindement  que  la  dif- 
férence de  l'aire  de  ce  dernier  polygone  d'avec  le  cercle , 
moindre,  par  la  fuppofitibn,  qu'aucune  grandeur  finie,  étoît 
jcompofée  du  nombre  infini  des  petits  fegmens  de  cercle; 
dont  les  petits  côtés  du  polygone  étoîent  les  cordes  :  C'eft 
pourquoi  ces  petits   fegmens  étoîent  juftement  ce  qu'ofa 
Appelle  des  fécondes  différences  dans  les  nouveaux  calculs^ 
pujfqu'il  y  çp  avoit  utîç  infinité  pour  fîtire  une  prerpkrç  dife 


T'it  E  F  A  ClE  XV 

fcrence ,  qm  étoît  celle  de  Taire  du  polygone  înfcrît  d^avcc 
Taire  du  cercle. 

Après  avoir  établi  lafuppofition  des  parties  des  grandeurs 
plus  petites  qu'aucune  grandeur  finie ,  on  donne  les  expref. 
fions  de  ces  petites  parties  qu'on  nomme  différences  ou  diffe^ 
rentielles.  Uon  a  pris  les  expreffions  de  M'  Leibnîts  comme 
moins  capables  de  caufer  des  méprifes  dans  les  calculs  5c 
dans  Timpreffion  ^  &  parcequ'elles  foulagent  davantage  Ti. 
magination  :  On  met  enfuite  le  calcul  des  premières  diffé- 
rences ,  des  fécondes  différences  ^  des  troiftémes ,  &c.  C'efl 
ce  qu'on  nomme  le  calcul  différentiel. 

On  explique  dans  les  trois  Seâions  fuivantes  Tufage  de 
TAnalyfe  en  fe  fervant  du  calcul  differentiel.  Mais  comme 
Ton  s'eft  propofc  d'être  court  dans  ce  Volume  des  ufàges 
de  TAnalyfe  3  &d'y  apprendre  cependant  a  fond  aux  com« 
mençans  la  manière  de  découvrir  les  principales  propriétés 
de  toutes  les  courbes  -,  on  a  réduit  à  des  formules  générales 
les  Problêmes  qui  les  font  trouver.  Ces  Problêmes  font  de 
d  eux  fortes  ^  la  refolution  complette  des  uns  dépend  du  feul 
calcul  différentiel  ^  la  refolution  des  autres  fe  commence  par 
le  calcul  différentiel  ^  &  s'achève  par  le  calcul  intégral.  On 
fait  découvrir  aux  LeAeurs  dans  la  féconde  Sedion  les  for^ 
mules  pour  refoudre  les  Problêmes  qui  ne  dépendent  que 
du  calcul  différentiel  ^  comme  les  formules  pour  trouver  les 
tangentes ,  les  foutangentes ,  les  perpendiculaires  ^  les  fou. 
perpendiculaires  de  toutes  les  courbes ,  &  les  autres  lignes 
qui  ont  rapport  à  celles  qu'on  vient  de  nommer  j  les  formiu 
les  pour  trouver  les  ordonnées  &  les  coupées  des  points  des 
courbes  oà  les  tangentes  de  ces  points  dont  parallèles  aux 
coordonnées ,  ce  qui  comprend  la  refolution  des  Problêmes 
fur  les  quantités  qu'on  nomme  les  plus  grande  s  dt  les  moindres  j 
les  formules  pour  découvrir  dans  les  courbes  qui  font  en 
partie  concaves ,  &  en  partie  convexes ,  les  points  qui  fepa- 
xent  ces  parties ,  qu'on  nomme  lespoînts  d* inflexion  ;  &  dans 
\^s  courbes  qui  rebrouflcnt  leur  chemin ,  les  points  de  rehrouf^ 
fement.  Enfin  les  formules  pour  trouver  les  develofees  de  toutes 
fortes  de  courbes.  Ces  courbes  devclopées  fervent  à  former 
les  courbes  dont  elles  font  les  developées ,  par  le  develope* 
ment  infenfible  d'un  fil  qu'on  conçoit  les  enveloper.  L'Ex* 
trémité  de  ce  fil  >  à  mefure  qu'il  fe  develope ,  décrit  les  cour« 
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bes  dont  elles  font  les  developces.  Elles  font  devenues  de 
grand  ufage  dans  la  géométrie  compofce  &  dans  la  refblu^ 
tîon  des  Problêmes  Phyfico- mathématiques  depuis  que  M. 
Hugens  en  a  fait  la  découverte.  On  donne  des  exemples 
pour  apprendre  aux  commençans  la  manière  de  fe  fervir 
de  toutes  ces  formules ,  &  pour  refoudre  par  leur  ipoyen  les 
Problêmes  des  courbes  particulières  dq^it  ces  formules  ex- 
priment la  refolution  générale. 

On  fait  de  même  découvrir  aux  Ledeurs  dansia  troîfié- 
me  SeAîon  les  formules  générales  pour  refoudre  les  princi- 
paux Problêmes  fur  toute  forte  de  courbes  ^  dont  la  refolu- 
non  fe  commence  pajr  le  calcul  différentiel ,  &  s*achev£  par 
le  calcul  intégral  ^  comme  les  formules  de  la  reâificatioçi 
des  courbes,  c*eft-à.dire,  pour  en  trouver  la  longueur-,  celles 
qui  fervent  à  mefurer  leurs  aires ,  qu'on  appelle  leur  quadra- 
ture i  celles  dont  on  tire  là  mefure  àts  corps  fblides  formes 
par  la  révolution  descovirbes  autour  d'une  ligne  droite  prife 
pour  axe  fur  le  même  plan  j  celles  qui  font  connoître  la  mê- 
.lure  des  furfaces  courbes  de  ces  folides  j  enfin  celles  qui  font 
découvrir  les  centres  de  pefanteur  des  courbes ,  de  leurs  fur- 
faces  ,  des  iolides  qiti  en  peuvent  être  formés ,  &  des  furfa- 
ces courbes  de  ces  lolîdes.  Gto  fait  vi^îr  auffi  la  manière  d'ap- 
pliquer ces  formules  à  l'ufage  par  des  exennpl^s  particuliers. 
On  a  eu  foin  de^mettre  parmi  ces  exemples  ïeis  dijSerentielles 
particulières  de  la  rectification  pc  de  la  quadrature  des  Se- 
llions coniques ,  qu'on  appelle  tes  èicmens  de  leur  reâîficatioji 
ou  de  leur  quadrature ,  a^n  de  s'en  fervir  dans  la  troifiémc 
Partie  pour  faire  concevoir  clairement  les  méthodes  qu'oA 
y  doit  donner  pour  trouver,  dans  les  .c?ls  où  les  méthodes 
du  calcul  intégral  ne  donnent  pas  les  mtegrales  exaéles  de 
quelques  differentîelies ,  pour  trouver ,  dis -je,  dans  ces  cas 
\t^  intégrales  fiiïîes  de  ces  dîflferentielies,  en  les  reduifant  k 
Ja  redification  ou  à  la  quadrature  des  Seftions  coniques. 

Les  Méthodes  qu'on  a  expliquées  au  long  dans  le  feptîéme 
Livre ,  font  mifes  en  ufage  dans  la  quatrième  Sedion  pour 
exprimer  pai*  des  fuites  infinies  les  intégrales  des  difFeren- 
cielles  dont  les  Règles  du  calcul  intégral  ne  donnent  pa$  les 
intégrales  exaftes  &  finies.  On  aurott  pu  en  donner  une  in- 
finité d'exemples  -,  mais  on  a  choifi  ceux  qui  fuffifoient  pou^r 
;iipprpndrp  .aux  pommençans  à  js'ea  foriDerpux-jnê;nes  tAnt 

qu'il 
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qutîl  lear  plaira ,  fans  trouver  d'autre  peine  datis  TàppliGa* 
tîon  des  Méthodes ,  que  celle  du  calail ,  &  qui  pou  voient 
£n  même  temps  les  inftruire  de  chofes  neceflàires  dans  U 
Géométrie  &  dans  les  Parties  pratiques  des  Mathématiques. 
Un  de  ces  exemples  fur  la  reûification  des  arcs  de  cercle^ 
•i^it  découvrir  une  formule  générale  pour  trouver ,  avec  la 
corde  ou  le  finùs  d'un  arc  donnée  la  corde  ou  le  finus  de 
tel  autre  arc  qu'on  voudra  j  cette  formule  peut  fuffire  pour 
faire  par  de  fîmples  iubftitutions  les  tables  des  finus  ^  &  les 
Leâeurs  peuvent  trouver  des  formules  femblables  pour  faire 
It^  tables  àj^%  tangentes  -&  <ies  fecantes.  Un  autre  exemple 
fur  la  quadrature  de  l'hyperbole  équilatere  par  xaport  aux 
afymptotes  fait  découvrir  une  formule  pour  faire,  par  de 
fimples  fifbftitucions ,  une  table  des  logarithmes  hyperboli* 
<iues.  L'on  y  explique  ces  logarithmes ,  la  manière  de  les  ré- 
duire aux  logarithmes  ordinaires ,  &  la  manière  de  trouvée 
une  formule,  avec  laquelle  on   puifie,  par  le  moyen  d'un 
logarithme  donné,  avoir  le  -nombre  dont  il^  le  logarith- 
fciz.  On  explique  de  plus  les  logarithmes  des  lignes.  On 
verra  dans  la  troifiéme  Sedion  de  la  troifiéme  Partie ,  qu'ils 
ibnt  d'uiàge  dans  la  Géométrie  compofée.    Enfin  on    fait 
^^ir  que  les  mçmes  méthodes  ne  fervent  pas  ièidement  à 
trouver  les  fuites  qui  font  leis  intégrales  des  élemens  des 
courhes.,  de  leur  quadrature ,  des  lurfaces  courbes ,  &  des 
fofides  formés  par  la  révolution  des  courbes  •  mais  aufC  les 
fuites  qui  font  les  valeurs  connues  des  lettres  inconnues  qui 
entrent  ou  qu'on  peut  faire  entrer  dans  ces  élemens.  On  a 
mis  pour  exemple  le  Problème  qui  fait  découvrir  une  for^ 
mule  pour  trouver ,  par  le  moyen  d'ufi  feâeur  quelconque 
d'elly pfe ,  dont  le  fommet  eft  à  l'un  des  foyers ,  &  dont  l'un 
At%  cotés  eft  fiir  l'axe,  l'ordonnée  de  l'arc  de  l'ellypfe  qui 
eft  la  bafe  du  fedeur.  Cette  formule  donne  Ja  reiolutioft 
direde  du  Problême  aftronomîque  que    Kepler  propofa  à 
tous  les  jGeom  êtres  de  fon  temps  ^  &  dont  il  ne  put  trouver 
qu'une  «folution  indirede.  Ce  fameux  Aftroriome ,  qui  eft 
à  prefent  fort  fuivi  des  Sçavans ,  fuppofe  que  les  Planètes 
décrivent  des  ellypfes  par  leurs  mpuvemens  propres ,  &  il  le 
éprouve  en  particulier  de  Mar5  par  le  moyen  des  obferva- 
!tions.  U  fuppofe  que  le  temps  moyen  d'une  révolution  en* 
ciere  doit  fe  mefurer  par  l'aijrç  entière  de  l'ellypfe ,  qu'on 
Tome  II.  ♦*♦ 
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peut  concevoir  dîvifceen  360  feûeurs  égaux ,  lefquelspris 
de  fuite  mefurent  le  temps  moyen  des  parties  de  la  révolu^ 
tion  entière  ^  il  nomme  anomalie  moyenne  chaque  fomme  de 
ces  fedeurs  prife  de  fuite  depuis  Taxe  d*oà  il  comptoit  ces 
gommes  j  il  lui  falloit,  pour  chacune  de  ces  fommes,  ou  pour 
chaque  anomalie  moyenne ,  trouver  l'angle  que  formoieçt 
au  foyer  les  deux  côtés  du_fedeur  qui  comprenoît  chacune 
de  cesfommes,  il  appelloit  cet  angle  l'anomalie  véritable  h 
c-eft-à-dire ,  qu'il  lui  falloit  trouver  pour  chaque  lieu  moyen 
de  la  planète,  le  vrai  lieu  de  cette  planète.  La  formule 
dont  on  vient  de  parler ,  fert  à  découvrir  les  deux  côtés  du 
triangle  rectangle,  dont  l'angle,  qui  eft  l^ anomalie  véritable ^ 
eft  l'un  des  angles  aigus  :  ainfi  elle  fait  trouver  la  refolution 
de  ce  Problème ,  qui  peut  fervir  pour  les  tables  aftronomî- 
ques.    . 


TROISIEME    PARTIE- 

SurVufage  de  VAndyfe  pour  découvrir  les  règles  du  calcul 
intégral  y  &Jurl*ufkge  que  VAndyfe  fait 

de  ces  règles. 

LA  méthode  de  retourner  des  difFerentîelles  aux  gran,. 
deurs  entières ,  qu'on  appelle  intégrales ,  dont  elles  font 
les  diâèrentîelles ,  eft  ce  qu'on  nomme  le  calcul  intégrale 
Ainfî  les  principes  fondamentaux  de  ce  calcul  dépendent 
du  calcul  différentiel.  On  établit  dans  la  première  Seâion 
trois  propo{îtibns  fondamentales  du  calcul  intégral,  qui 
font  des  fuites  neceflaîres  du  calcul  diâèrentiel  ^  &  l^on  en 
déduit ,  par  le  moyen  de  l'Analyfe ,  les  règles  du  calcul  in-» 
tegral  pour  trouver  les  intégrales  exaâes  des  différentielles 
qui  leur  font  foumifes.  La  première  &  la  plus  féconde  de 
ces  propofîtions  eft  pour  découvrir  les  intégrales  des  dîfïè*4 
rentielles  qui  n'ont  qu'une  même  charfgeante.  On  enfeigne 
aux  Commcnçans  dans  les  Corollaires  de  cette  proportion 
ia  manière  de  trouver  les  intégrales  des  difFerentîelles  les 
moins  compofées,  &  de  toutes  les  grandeurs  complexes^ 
(dont  les  termes  font  diftîngués  par  les  diflferentes  puîfTan- 

ces  d'une  même  changeante  >  ).  élevées  à  une  puiflance  queU 


P  E  B  P  A  C  K  xix 

COtique  dont  rexpofant  eft  un  nombre  entier  pofîtîf.  On 
leur  fait  remarquer  qu'une  intégrale  qui  a  un  terme  conftant , 
c'eft-â-dire  fans  changeante,  donne  la  même  diflërentielle 
que  (I  elle  n'en  avoir  pas  j  &  qu'à  caufe  de  cela  une  même 
difierentielle  peut  avoir  pour  intégrale  la  grandeur  chan- 
geante dont  elle  eft  déduite ,  augmentée  ou  diminuée  de 
telle  grandeur  conftante  qu'on  voudra.  Âinfî  l'on  a  befoin 
de  la  règle ,  qu'on  explique  dans  cette  première  Seâion , 
^our  s'aflurer  dans  la  refolution  des  Problèmes  particuliers, 

l'intégrale  qu'on  trouve  eft  complette:  ou  s'il  lui  manque 
une  grandeur  conftante  j  &  pour  trouver ,  dans  ce  dernier 
cas ,  la  grandeur  conftante  qu'il  faut  lui  ajouter  ou  en  ôter, 
pour  la  rendre  complette. 

Après  avoir  apris  la  manière  de  trouver  les  intégrales 
dans  les  ^as  particuliers  les  plus  faciles ,  en  les  reduilant  i 
la  première  propofitîon ,  l'on  donne  des  méthodes  généra- 
les qui  conviennent  aux  difFerentielles  les  plus  compofées  j 
Et  comme  les  principales  difficultés  (ont  lur  les  difFeren- 
tielles  qui  font  compofées  de  grandeurs  complexes ,  c'eft-à- 
dire  qui  ont  plufieurs  termes ,  élevées  à  dés  puiiTànces  dont 
les  expofans  font  des  nombres  rompus ,  ou  des  nombres 
négatifs ,  on  rapporte  toutes  ces  fortes  de  difFerentielles  à 
des  formules  générales,  qu'on  tiommt binômes ^  quand  la 
grandeur  complexe  n'a  que  deux  termes  5  trinômes^  quand 
elle  en  a  trois,  &aîn{î  de  fuite.  On  enfeigne  à  réduire  \qs 
diflferentielles  particulières  aux  générales,  &  Ton  donne 
trois  méthodes  qui  font  découvrir  des  formules  générales 
des  intégrales  de  ces  différentielles.  La  première  n'eft  qu'un 
ufaee  de  la  table  de  la  page  410,  pour  mettre  les  diflferen* 
tielles  les  plus  compofées  en  état  d'y  appliquer  la  première 
propofition  fondamentale  :  Cette  première  méthode  eft 
facile  à  concevoir  j  cependant  les  Commençans  peuvent  la 
palTcr  dans  les  premières  ledures  de  cet  Ouvrage ,  à  caufe 
de  la  longueur  du  carlcul ,  &  s'attacher  i  la  féconde  méthode. 
Elle  donne  non  feulen>ene  tous  les  termes  des  formules  gé- 
nérales qui  fervent  à  trouver  les  intégrales  exaftes  des  dif- 
férentielles qui  leur  font  foumifes ,  mais  encore  les  termes 
qui  fervent  a  trouver  les  intégrales  finies  àts  diflferentielles 
qui  n'en  peuvent  avoir  'd'exaéles  par  les  feuls  termes  des 
formules  qui  1^  donnent  exaâes^  &  cela  par  la  fuppofltioa 
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des  reAtficâtrons  ou  des  quadratures  des  Serions  Conique»^ 
ou  du  moins  de  celles  des  courbes  plus  (impies  que  ne  font 
les  courbes  à  qui  appartiennent  les  différentielles  dont  oa 
cherche  les  intégrales  finies.  On  applique  d'abord  cette 
féconde  méthode  aux  dif&rentielles  binômes.  On  Tëtend 
enfuite  aux  trinômes^  &  les  Leâeurs  pourront  l'étendre  de 
fuite  aux  différentielles  plus  compofees.  La  troiûéme  me-i 
thode  fait  découvrir  une  formule  générale  pour  trouver  les 
intégrales  des  dffFerentielles  complexes^  qui  ayent  un:  tek 
nombre  de  termes  qu'on  voudra  -,  elle  en  fait  même  décou- 
vrir pour  les  difïerentielles  complexes  multipliées  les^  unes< 
par  les  autres.  On  donne  deux  manières  de  tjiouvec  ces  for- 
mules générales ,  qui  font  touc^Lsdeux  utiles.  Les*  formules 
<^e  cette  troifîéme  méthode  faie  découvris  convièmient 
aux  différentielles  binômes ,  trinômes ,.  &c.  en  fuppofant 
égaux  à  zéro  les  termes  de  ces  formules- qui  font  inutiles  àr 
ces  difïerentielles.  On  fait  voir  la  manière  d'appliquer  ces. 
forniules  aux  différentielles  particulières. 

On  a  miS'Versla fin  de  k  pcemiere  Seâion  lesdeux  autres 
propofitions  fondamentales  du  calcul  intégral  «^  l'une  n -efb 
que  pour  les  différentielles  qui  font  un  membre  d'une  équa^ 
tîon  dontsZero  eft  le  fécond  membre  5  l'autre  eft  pour  tro.ur 
ver  les^integrales  des  différentielles  qui  ont  plufieurs  chan- 
geantes nuiltipliées  les  unes  par  les  autres  ^  on^  donne  des 
moyens  pour  réduire  à  cette  propofition  lesdîfïèrentîélles 
qui  peuvent  s'y  rapporter  ^  mais  comme  il  y  en  a  un  grand' 
nombre  qu'on  n^y  peut  pas  réduire,,  du  moins  facilement, 
on  donne  des  moyens  particuliers  (car  on  n'a  pas  encore 
découvert  de  meuiode  générale  }  pour  fèparen  les.  ehaxï^. 
géantes,  dans  les  diStrentielles  qui  en  ont  plufieurs  multi- 
pliées les  unes  par  îes  autres ,  afin  de  les  rapporter  aux  me^ 
thodes  des.  difiEerentielles  qui  n'ont  quNine.  ièule  chan». 
géante. 
\  Enfin  on  étend,  â  la  fin  dé  Ta  premtere  Seftîbn ,  aux  fecom 

des  différences ,  aux  troîfiémes,  8cc.  les  niethodes  qu'on  a' 
données  pour  trouver  les  intégrales  des  premières  dififereoi- 
ces. 

Il  y  a  mr  grand  nombre  de  diflêrentîêUes  don&  onne^peut' 
pas  trouver  les  intégrales  exaâes  par  les  méthodes*  cle  la! 
jtremiçre  Seâion*.  On  peut  bien  tronver  des  /mtts^  in^mcs> 


<^î  eiit  foient  les  ?ntegrâles  j  mais  on  aîme  mieux  Tes  avoir 
en  termes  finis .  C'cft  ce  nui  a  fait  <:liercher  des  méthodes 
pour  avoir  les  intégrales  nnîes  de  ces  differentifelles  en  fup- 
pofant  les  reâfficatîons  oit  la  quadrature  des  courbes  plus^ 
fimples  que  ne  font  ceBes  auxquelles  fe  ra^>pbrtent  ces  dîif^ 
ferentielîes  $   &  il  y  eii  a  *n  graiarf  nomtiré  dont  on  peur 
avoir  les  îritegriiles  en  termes  finrs-,  en-  fopjtofanc  lès  reftiîï- 
cationsou  les*  quadratures  dës;  feules  Seâibnjr  coniques^.  On: 
a  mis  dans  fa  feconde'Sedîbn^lesf  Froblêmîes  quî  font  décou- 
vrir ces  integraFes  en  termes  finis.  Le  premier  ne  donmè  rien? 
de  plus  que  les  formules  de  la  féconde  méthode  dé  ht  pre- 
mière Sedîon  y  on-n-a  pas  laiifè  de  le  mettre  pour  Êiire  voir 
commenr  on- arrive  aii  même  but  par  différentes  voyes.  Le 
froifîcme Problème,  qui  enfeîgne  à  transformer  les  dîiflfe- 
rentielles  &   les  courbes   en  d'autres  drffèrentîeHes  &en> 
d*autpe$  courbes  dont  les  intégrales  &  les  afreé  foient  éga- 
les ,  eft  de  grand  ofage  pour  cntemger  les  différentielles  corn, 
piexe»  oii  tes  puiiOlances  des  changeantes  fonr  fort  élevées^ 
en  d'aueres  plus  fimples,  &poar  changer  de  même  des: 
courbes  d'un  genre  fort  élevé  en  d^àurres  phis  fimplé»,*  & 
même  pour  les  réduire  aux  Serions  coniques,  de  manière 
cjue  les  aires  de  ces  courbes  plus  fimples  foient  égales. aux 
aires-  des^  courbes  plus  compoice»  dont  eltes  font  les  tranC 
formées  :  ce  quî  rend  plus  facile  la  découverte  des  intùèra;. 
tes  des  dîflFerentielles  rorr  compofées^  On  a  mis  auflî  dans 
Ja^  feccmde  Sedion  une  mrerhocfe  particulière  pour  avoiren.» 
termes^  finis*,  en*  fuppoÊinr  là  quadrature  du*  cercle  ou  de 
hhyperboleéquilateFe,les  fntegrales  des^ différentielles? que 
ton  y  peut  reduke.  Enfin  on  donne  ckmsr  lé  quatrième  Prou- 
Blême  W  mêtilode'  de  trouver  les^  intégrales»  des  différent 
riell^ss  des  courbes  n^haniquesy  dont  tes-  oftTonnéjrt  oib 
bien  les  <:oupées*  font  égales  à:  des;  arcs  de  courbe,  côname 
^  cercle,  cfB  lai  parabole,  &c.  ou  bîèivaux  puiflaiicescimeL 
•conques  de  ces^  arc» ,  eft  fnppofani  la:  fâaification  d^ -^éS. 

arcs.  .'•'.'..  '  .       !i'       'f.;:  rtrro 

On  explique;  dans  la  troîfiéme  Seaîoâ  Te  càfcùr  dîffereni 
tîèl  &  le  calcul:  îhtegrar  qui  conviennent  âux?<ourbes^  dont 
tes  équations) contiennent  des  ex!preffions  logarithmiques  ^  ou 
kîendes  expreffionsr  exponentielles.  Cei  calcul*  dottneftt  let^ 

jaaojens)  d'appliquer  à  ces^fc)r4:es  de  côurbfes  les  formules  de: 

••• 
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L^  feconcfc  &  troîficme  Seâiqn  de  la  féconde- Partie,,  pour 
trouver  leurs  tangentes^  leurs  perpendiculaires,  les  points 
où  les  tangentes  font  parallèles  à  leurs  coordonnées ,  leurs 

f)dints  d'inflexion  on  de  rebroufiement ,  leurs  devclopëes  ^ 
eur.s  jed jiicatioAs ,  leurs  quadratures,  la  mefure  des  folides 
formés  par  leur  rcrev«plut^on  aucour  d'une /.ligne  droite,  la 
mefure  des  furfaces  courbes  de  cçs  ipUdes ,«  &  les  centres  de 
pefantèur  de  ces  courbes,  de  lç;ur5  furfaces  ,  &  des  corp$ 
formes  par  leur  révolution  :  Ton  en  donne  des  exemples  ^ 
&  Ton  explique  auffi  la  manière  de  conftruire  ces  fortes  de 
cour  be^  parle  moyen  de  la  cûurAe  logarithmique.  Les  deux 
dçrniêres  Sç<î|ion§  font  fur  rufage  du  calcul  intégral  qui  a 
été  expliqué  daaï  les  trois  premières. 

Les  principaux  ufages  du  calcul  intégral  foiULcle  faire 
découvrir  les  redîfications  des  courbes ,  leurs  quadratures  ^ 
U  mefurç  des  folides  formés  par  la  révolution  des  courbes 
ai[it.our  d'une  ligne  drpîte,  la  .mefure  des  furfaces  courbes 
de  jÇes  Xolîdes ,  &  les  centres  4e  pelànteur  de  ces  courbes , 
fleurs  aires,  de^  ialides  qui  en  peuvent  être  formes,  6c 
des  furfaces  c^rbes  de  ces  folides.  On  explique  dans  la 
quatrième  Sedion  la  méthode  générale  pour  refoudre  ces 
I?rQl3lême5,quine  confiftent  qu'en  ceci  :  Il  tautfubftituer  dans 
les  formulesdc  ces. Piroblçmes  qu'on  a  données  dans  la troî- 
liéni^  SejS^lpn  4e  la  féconde  Partie,  les  valeurs  à^%  lettres 
i^fiÇps  foripules  prîfcs.  des  équations  particulières  des  cour- 
►eï^ auxquelles  on  veut  les  appliquer.  Ces  fiibftitutiohs  rédui- 
ront les  formqles  à  être  les  elemens  de  la  rectification  de 
Ç^s  courbes  ^où  de  leur  quadrature  ^  &c.  Il  faut  enfuîte  trou.- 
y^r  j  par  les  methodje^  qp/pn  ^  données  <lafas  \ts  trois  pre- 
fPieces  Seûipijs  de  çett^^ûroî^éme  Partie,  les  intégrales  de 
ges  ilemef^^^ .  ces  intégrales  exprimeront  î  les  jreaifîcations 
^Ll'^Ifalloitcrouver,  ouïes  quadratures,  &;c. 
4  jW  cwit  m&thode  à  des  ejcemples  dans  la  qua- 

§?¥%  §e4iiojjfc^f>&tp<>ur  être.cquiît,  eo;fftiWyoîr  cepeiu 
ant^aux  Commençans  Tufage  des  principales  méthodes 
5^H'^^4  tooçe^  pQtHP)  trcwyer  Mes  intégrales ^  on  amis  un 
pj^ejpîer  rçxeçnple  qujr  e^*  jçonj:î^t  une  infinité.  L^oii  y  fait 
découvrir  la  rediiîcatiQi?^  d'une  infinité  de  courbes  com- 
,prîÇp;s  fous  l'çqviatiçn  des  paraboles  de  tous  les  degrés  à  l'in^ 
^i?  :Ay*,»t  k  di^P^verfç  des  nguye^uis  calculs  Qn:^voîiî 
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regardé  avec  admiration  l'invention  de  la  .reâifîcatîon  de 
la  féconde  parabole  cubique  qui  eft  à  la  fin  du  premier 
Volume  de  la  géométrie  latine"  de  M'  Defcartes  j  on  verra 
dans  ce  premier  exemple  que  les  nouveaux  calculs  font  ' 
trouver  la  redification  d'un  nombre  infini;  de  courbes.  Les 
Commençans  pourront  s'exercer  à  trouver  eux-niême5  la 
redificatîon  des  courbes  qu*il  leur  plaira  ^e  choifir  dans 
Tordre  de  celles  qu'on  démontre^  dans  ce  premier  Exemple^ 
avoir  des  redificatîons  exaéles  ;  car  ils  n'auront  qu'à  pren^ 
dre  dans  les  équations  des  courbes  qu'ils  auront  choifies  ^  les 
valeurs  des  lettres  de  la  formule  qui  contient  en  gênerai 
toutes  ces  reftificatîons ,  &  les  fubfliçuer  dans  cette  formule. 
On  démontre  dans  le  même  Exemple  qu-il  y. a  un  autre 
nombre  vinfini  de  courbes  comprifes  fous  la  même  équation 
de  toutes  les  paraboles ,  dont  on  peut  trouver  la  redifica*- 
tion  exprimée  par  un  nombre  fini  de  termes ,  en  fuppoianc 
celle  de  la  paraoole  fimple  3  on  donne  la  méthode  générale 
de  trouver  ces  reâifications  finies  ^  &c  on  l'applique  à  des 
exemples,  afin  qu'il  ne  refte  plus  que  la  feule  peine  du  icaL 
cul  à  ceux  qui  voudront  en  faire  eux-mêmes  tant  d'autres 
exemples  qu'il  leur  plaira.  Us  y  verront  l'ufage  des  formules 
de  la  féconde  méthode  de  la  première  Seâion ,  U  du  premier 
Problême  de  la  féconde  Seâion,,  &:  que  ces  deux  méthodes 
donnent  les  mêmes  refolntions. 

Pour  faire  voir  la  maniei:e  de  trouver  les  quadratures  des 
courbes ,  on  a  choifi  un  exemple ,  où  il  faut  fenarer  les  chan* 

feantes  qui  font  multipliées  l'une  par  l'autre  aans^Téquation 
e  la  courbe  de  cet  Exemple  5  &  il  eft  en  même  temps,  très* 
propre  à  faire  remarquer  le  jufbe  raport  de  l!Analyfe  i  la 
Géométrie  compofée.  Car  l'équation  de  la  courbe  cft  dii 
troifiéme  degré  5  elle  n'a  point ,  de  fécond  terme  t  Et  ea 
prenant  l'une  après  l'autre  toutes'  les  valeurs  déterminées 
pofitives  &  négatives  que  peut  avoir  la  ligné  des  coupées^ 
Il  ne  refle  plus  d'inconnue .  dans  Téquation  jqucceUe  des 
ordonnées.  Or  en  prenant  fucccflîvemenc  les  valeurs?  poCïd^ 
ves  que  peut  avoir  la  ligne  des^coupées ,  oà  voit  que  l'incqn* 
nue  a  trois  valeurs  ^  deux  pofîtîves  ^  &  la  tîroîfïcrae  négatîver 
qui  eft  égale  à  ta  fomrae  des  pofitives  ^  ce  qui  fait  connoîtrô 
qu'il  y  a  trois  ordonnées  5  lés  deux  pofîtîves  forment  fuccefl 
fivement  chacune  une. branche  da  lsu.couche.dtt  côté  .dea, 
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ordonnées  pbfitîves,  &la  négative  forme  une  trolficme 
branche  de  la  courbe  de  l'autre  côté ,  &  l'ordonnée  de  cette 
troifiéme  branche  efl:  toujours  égale  à  la  fomme  des  ordoti. 
nées  correfpondantes  des  deux  autres  bracithes.  Il  y  a  une 
valeur  pofitive  de  da -coupée  oàles  deux  valeurs -pofîtîves  de 
l'ordonnée  deviennent  égaies  5  ce  qui  fait  voir  que  les  deux 
branches  formées  par  les  deux  ordonnées  pofîtives  feréunif. 
jfent  au  point  oà  conviennent  ces  deux  ordonnées  égales , 
&  l'ordonnée  de  la  troifîéme  branche  eft  double  de  chacun^e 
<le  c  es  ordonnées  égales  :  fi  Von  prend  une  valeur  pofîtive 
-de  la  coupée  qui  iurpa'fiTe  ceUe  qui  convîeiu:  aux  deux  ordon- 
nées pofîtives  égales,  on  trouve  .que  les  deux  valeurs  pofitî^ 
^es  de  l'inconnue  font  impoffibles^  jBc  qu'il  ne  refte  -que  la 
ieule  valeur  négative  ^  ceqiâfait  voir  qiae  les  deux  branches  ' 
<]ue  forment  les  ordonnées  pofitivês  ne  s'étendent  pas  plus 
doin  du  coté  des  coupées  pofitivês^  «nais  que  la  branche  que 
forme  l'ordonnée  négative  continue  fon  chemin  à  l'infini. 
.Quand  on  pjpncî  les  valeurs  iiégati^^es  que  peut  avoir  la 
coupée ,  on  trouve  toujours  qu'il  y  a  deux  valeurs  împoffibles 
àç  rkiconaue  des  ordonnées ,  &  qu'il  ne  refte  qu^une  valeur 
réelle  :  Elle  fert  à  former  une  braache  de  la  couAe  du  côt^é 
jdes  coupées  négatives.  On  fait  voir.auffi  dans  le  même  Exem- 
ple Ja  ipanierp  de  trouver  les  afytnptotes  de  cette  courbe, 
pour  apprendre  aux  Commençans  comment  ils  doivent  s'y 
prendre  pour  trouver  les  afymptotes  des  autres  courbes  qui 
peuvent  en  avoir. 

La  cinquième  &  dernière  Seâion  eft  fur  Tufagc  ^que  fait 
llAinalyfè  4lu  calcul  ^dilibrentif^l  £cd\i  calcul  intégral  pour 
tfouyer  la  nature  dcs^  coiirbes^  c'eftrà- dire ^ -pour  trouveriez 
équations  qui  en  expriment  les  principales  pcoprietés.  La 
plupart  des  Problèmes  Phyfico-matheraatiqueslexeduîfent 
à  la  recherche  Ae$  courbes  qui  en  donnent  la  refolution^ 
pn  en  4  mis  pdu fleurs  Exemples  vers  la  an  de  cette  dernière 
Seiîtîon ,  \Sc  on  tes  peut  regarder  comme  en  faisant  une  fci 
conde  partie.  On  expliqué  dans  la  premîçre  Partie  .ce  qu'on 
.appelle  éa  méthode  pTBvirfk  des  tangentes  :  cette  méthode  efl: 
regardée  comme  Fun  des  -grands  avantages  que  la  Géomé- 
trie compofée  a  retiré  de  la  découverte  des  nouvjeaux  cal- 
jcuis:  voici  ce  qu'on  entend  par  cette  méthode.  On  a  donnç 

idans  la  iieipoode  JSedion  de  la  iècondp  P^rcie  la  manière  de 

trouver^ 
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tfoav^r ,  par  le  moyen  de  rëquadon  des  courbes ,  leurs  tan^ 
gentes,  fou  tangentes ,  perpendiculaires,  fouperpendiculai- 
Ks  )  &  les  autres  lignes  qui  y  ont  raport  ;  la  jnaniere  de  re- 
trouver les  «équations  des  <:ourbes  quand  on  en  a  les  tangen- 
tes données ,  ou  les  foutangentes ,  ou  les  perpendiculaires  ^ 
ou  les  fouperpendiculaires ,  &c.  efl  ce  qu'on  appelle  ia  me^ 
thode  inverfe  des  tangtntes.  Cette  naethode.étoit  inconnue 
avant  la  découverte  des  nouveaux  calculs }  M'  deBeoMne 
propofa  un  Problème  fur  cette  méthode  à  M'  Defcartes ,  qui- 
nt bien  connoître  le  befbin  -que  Ton  avoit  de  calculs  difFe<- 
rens ,  de  txux  de  l'Algèbre  ordinaire  pour  refoudre  ces  foj%. . 
tes  de  Problêmes.  Oaa  donné. quatorze  Exemples  de  cette, 
méthode  pour  la  rendre  famiUere  ^  le  Problème  de  M'  de - 
Beaune  fait  le  Quatorzième }  «lefwemîer,  le  fécond,  lefep*: 
tiéme ,  le  huitième ,  le  onzième  &  le  treizième  contiennent 
chacun  une  infinité  d'autres  Exemples ^  le  douziéxne,  le. 
treizième  &  le  quatorzième  ne  fatfant  découvrir  que  des: 
équadQns  difierentielles  des  courbes  que  l'on  jchetcbë  \  on: 
donne  li  conftruâion  de  ces  courbes  ^  pour  apprendre  au)c> 
comtnençans  la  manière  de  conftruire  les  jcouroes  dont  oa. 
n'a  que  des  équations  difïèrentielLes. 
'  On  a  mis  dansia  féconde  par  tiède  cette  dernière  feâion 
fix  Ëxemples'Phyiîco-mathematiques ,  pour  faire  voir  Tufage^ 
de  rAnaiyfè  dans  la  refolution  des  Problêmes  Phyfico* 
mathématiques  en  employant  les  nouveaux!  calculs.  M^ 
Defcartes ,  poux  faire  voir  Putîlîtè  de  ks  découvertes  pour 
ces  fortes  de  Problèmes ,  a  mis  dans  le  Second  Livre  de  fa 
Géométrie  la  conflruâion  des  couii^ès  dont  il  faut  donnqr. 
les  figures  aux  verres  ^  afin  qu'ils  raâemblent  en  un  point, 
donné  les  irayons  qui  partent  dHin  autre  point  donné,  par 
le  moyen  des  refraâions  dé  ces  ra^yons  à  Tentrée  ou  an 
fortîr  de  ces  verres.  Ces  courbes ,  quî  font  devenues  celé-, 
bjes  parmi  lesGeometies,  s'appellent /^i  Ovatesde  JVf  Dtf^ 
cartes .  il  a  caché  TAnalyfe  qui  lui  a  fait  découvrir  &  con- 
ftruire ces  ovales.  On  les  a  prifes  pour  le  prcnuer  Exeniple  j 
l'on  y  verra  combien  Hnventîon  en  eft  facile  parles  nou-, 
veaux  calculs  ^  quc.les  règles  lés  plus  fimples  /w  ces  calculs; 
font  trouver  d'abord  la  cpnftruâion-  de  ces  ovales  ^  &  <]ue 
PAnalyfefait  découvrir  par  un  calcul  très-iîmplejBc très-facile 
que  ces  ovaks  devlennsnt  d^s  ellipfes  quand  lés  rayons  j 
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«ntrent  parallèles  ^  &  des  hyperboles,  quand  ils  ieprefentent 

parallèles  pour  en  fortin 

Ce  celeore  Auteur  propojfe  un  autre  Problême  vers  la  fin 
du  même  fécond  Livre  y  &  il  laiflè  i  Ces  Leâeurs  à  en  trou- 
ver la  refblutîon  :  le  voici.  Uune  des  furfaces  d'un  verre 
étant  la  figure  formée  par  la  révolution  de  laquelle  on  vou- 
dra des  Serions  coniques  fur  leur  axe ,  trouver  la  confbru. 
âion  de  la  figure  qu'il  faut  donner  à  Tautre  furface  de  ce 
Verre,  afin  que  les  rayons  qui  partent  d'un  même  point  don- 
né ,  ou  qui  iont  parallèles ,  foient  difpofés  par  les  deux  re« 
fraâions  qu'ils  doivent  foufFrîr  à  Tentree  &  au  fortir  du  verre 
à  fe  réunir  à  un  point  donné.  On  prend  pour  fécond  £xem« 
pie  ce  Problême ,  fans  le  borner  aux  feules  Seétions  coniques  ^ 
mais  l^étendant  à  toutes  les  courbes ,  c'eft.à-dire ,  fuppofé 
que  Tune  des  furfaces  d'un  verre  ait  la  figure  de  telle  courbe 
qu'on  voudra ,  (  qui  foît  feulement  fuppolée  connue ,  )  il  faut 
trouver  la  conftruâion  de  la  figure  qu'on  doit  doxmer  i  la 
féconde  furface  du  verre,  afin  que  les  rayons  qui  partent 
d'un  point  donné,  ou  qui  font  parallèles ,  foient  diipofés  , 
par  les  refraâions  qu'ils  doivent  fbuffirir  à  l'entrée  &  au  £x^ 
tir  du  verre ,  à  fe  réunir  à  un  point  donné. 
'  On  a  pris  pour  troifiéme  Exemple  le  Problême  fameux 
où  Ton  cnercne  la  courbe  formée  par  une  chaîne  compofée 
de  petits  anneaux  égaux  lorfqu'elle  eft  attachée  par  fes  deux 
feules  extrémités  fur  un  plan  vertical.  L'illuftfe  Auteur  des 
nouveaux  calculs  a  donné  la  conflruâion  &  de  beaux  ufàges 
de  cette  courbe  dans  les  Journaux  des  Sçavans  &  dans  les 
Aâes  de  Lipfic ,  mais  il  a  tupprimé  l'équation  de  la  courbe 
&  l'analyfe  de  fa  conftruâion.  On  fait  découvrir  dans  ce 
iroifîéme  Exemple  l'équation  de  cette  courbe,  l'on  en  donne 
«rois  conftrudions ,  dont  la  troîfîéme  eft  celle  de  M' Leibnits  y 
&  on  les  fait  découvrir  toutes  trois  par  TAnalyfe. 

Les  trois  derniers  Problêmes  ont  été  propofés  par  M* 
BernouUi  i  prefent  Profefleur  à  Bafle.  Les  Mathématiques 
lui  ont  de  grandes  obligations,  &  à  feu  M'  Bernoullifon 
fref  e ,  des  nouvelles  découvertes  qu'ils  ont  faîtes  fur  les  noo- 
veaux  calculs^  &  de  l'émulation  qu'ils  ont  excitée  parmi  les 
iSçavans  en  leur  pfopofant  des  Problêmes  qu'ils  avoîenc 
ftfolus^  nfiais  dont  ils  tenoîent  les  refblutions  cachées,  afin 

que  les  autres  eoilènt  le  plaîfif  de  les  trouver  eux  -  mêmes  : 


ce  qaî  nous  a  donné  la  refolution  d'un  grand  nombre  de 
Problèmes  nouveaux  &  utiles.  M'  le  Marquis  de  rHôpîtal 
eft  celui  qui  a  le  plus  enrichi  les  Mathématiques  des  relolu- 
tions  complettes  de  ces  Problêmes ,  quelque  difficiles  qu'ils 
fuflènt:  il  a  donné  celle  des  trois  Problèmes  qui  finiflent 
cette  Seâion,  mais  il  a  entièrement  fupprimé  i'Analyfe  du 
premier  ,.&  il  a  fupprimé  une  grande  partie  de  celle  des  deux 
autres^  par  les  mêmes  motifs  que  M''  Bemoulli. 

Le  quatrième  Exemple  eft  le  Problêm^e  où  il  s'agît  de 
trouver  la  courbe  fur  laauelle  n  faut  qu^un  corps  pelant  fe 
meuve  librement  pour  aller  le  plus  promptement  qu'il  foit 
poflible  d'un  point  donné  à  un  autre  point  donné ,  en  iîip* 
pofànt  que  ces  deux  points  donnés  ne  font  pas  dans  une 
même  ligne  verticale.  On  fait  découvrir  par  rAnalyfe  fans 
y  mêler  aucune  fynthefe ,  que  la  cycloide  eft  la  courbe  qui 
xefout  le  Problême. 

Le  cinquième  exemple  eft  le  Problême  où  il  faut  trou* 
ver  la  courbe  dont  la  révolution  autour  d'une  ligne  droite 
donnée ,  forme  la  furface  courbe  ou'il  faut  donner  à  la  partie 
d'un  Vaifleauqui  eft  dans  l'eau ,  ann  ou'il  trou  ve  en  voguant 
dans  la  mer  là  moindre  refiftance  ae  la  part  de  l'eau  qui 
ibît  pofiible.  On  fait  découvrir  par  l'Ânalyfe  l'équation  de 
cette  courbe ,  &  la  cônftruâion  que  l'on  en  donne. 

Enfin  Ton  cherche  dans  le  fixiétne  Exemple  quelle  eft  la 

courbe  fur  laquelle  un  corps  pefant  defcendant  par  le  feui 

mcHivement  qu'il  recevroit  de  fa  pefanteur ,  il  la  prefièroic 

en  chaque  point  avec  une  force  precifément  égale  à  celle 

de  fa  feule  pefanteur  lorfou'îl  eft  en  repos ,  ou  avec  laquelle 

il  tireroit  un  fil  auquel  il  fèroît  attacné  en  repos.  On  fait 

auffî  découvrir  par  Analyfe  l'équadon  de  cette  courbe,  que 

l'on  trouve  être  une  couroe  géométrique.  Mais  ce  Problême 

fuppofant  les  {«'opofîtions  qui  regardent  ta  chute  des  corps 

par  le  feul  mouvement  qu'île  reçoivent  de  leur  pefanteur , 

au  lieu  de  les  mettre  ^n  fùppofîtions ,.  on  les  a  démontrées  » 

tant  celles  qui  regardent  les  chutes  perpendiculaires ,  que 

celles  qui  font  fur  les  chûtes  inclinées,  &fitr  les  chûtes  qui 

fe  font  par  des  courbes  5  afin  que  les  commençans  viiTenc 

clairement  la  refolution  que  Kon  donne  en  la  deduifant  des 

premiers  principes ,  fans  avoir  befoîn  d'aucun  autre  ouvrage 

pour  entendre  a  fond  c«lui  -  ci 


xxmiif  F  R  E  F  A  CE. 

Ils  auront  dans  les  fepc  premiers  Livres ,  dans  h.  premîcne 
Seâion  de  la  féconde  Parcie  du  huitième  où  eft  expliqué  Je 
calcul  différentiel ,  &  dans  les  trois  p/emieres  Seftions  de  ia 
troificme  Partie  du 'huitième  Livre  où  l'on  amis  les  Règles 
du  calcul  intégral,  les  méthodes  ^ui  leur  font  neceûàires 
pour  refoudreles  Problêmes  des  Mathématiques,  jScils  trou- 
veront dans  Je  huitième  Livr£  entier  ce  qu'il  leur  faut  0^. 
voir  de  Géométrie  compofée.  Car  on  leur  fait  connoitre 
toutes  les  courbes  que  peut  coatmir  cette  fcience.  On  leUr 
fait  découvrir  par  Analyfe  les  principales  propriétés, des 
courbes  les  plus  fimples-qui  &nt  les  Sections «oniques.  Oa 
leur  apprend  àfeduîre  les  courbes  aux  équationsqui  en  ex^ 

f>rîment  la  nature.  On  leur  enfeigne  à  tirer  de  ces  équations 
es  propriétés  de  ces  courbes,  ^  onleura  mis  des  formules 
générales  qui  leur  feront  découvrir  cplles  de  ces  propriétés 
qui  font  les  plus  confiderables  Se  les  plus  utiles,  par  de 
iimples  iubftÎDUions.  On  leur  a  auffi  appris  par  beaucoup 
d'Exemples  la  -maniiere  d'appliquer  les  méthodes  Àe  l'Ana» 
lyfè  â  la  refoludon  des  Problèmes  Phyûco -mathématiques, 
£nân  on  a  eu  ibin ,  dans  tout  l'Ouvrage ,  &  dans  Les  refolur- 
dons  les  plus  compofëes ,  -de  marquer  jufqu'aux  moindres 
démarches  de  l'efprit  pour  arriver  i  ces  refolutions ,  afio 
qu'ils  ne  fiiâènt  arrêtés  nulle  part ,  &  qu'ils  devinllènt  ea 
ctat  d'entendre  toutes  les  nouvelles  découvertes,  2c  de-fa^rc 
fax  -jnêmes  celles  <|v'iU  ypud^-ont  entreprendre- 
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X  Analyse    bemontre'e; 

pas  rîmagîoation ,  &  qui  laifle  à  refprîc.rctendue  dont  ilft 
befoin  pour  découvrir  aifémenc  tout  ce  que  ces  Sciences  peo* 
venc  contenir  déplus  difficile, &  pour  pénétrer  )ufqu*à  Tinfinî. 

Pour  exciter  la  curiofité  des  Ledeurs ,  &  pour  faire  voir 
l'utilité  de  TAnaiyfe^  qui  étoic  regardée  par  ceux  qui  ne  la 
fçàventpas  comme  contenant  de  pures  spéculations ,  on  a 
m^lé  dans  ce  huitième  Livre  plufieurs  Problêmes  des  Scien- 
ces phyfico  *  mathématiques  ;  comme  ceux  oui  fervent  â 
donner  au^:  pendules  à  fécondes  toute  la  ^ufteffe  poffible 
pour  les  rendre  la  mefure  exaâe  du  tems^^  ceux  qui  fërvenc 
à  Tart  de  jetter  les  bombes,  pour  les  faire  tomber  exaâ:e* 
ment  où  Ton  voudra,  ceux  qui  fervent  à  faire  connoître  les 
figures  que  l'on  doit  donner  aux  verres  pour  raflèmbler  en 
un  point  les  rayons  de  lumière  y&c. 

On  s*eft  feulement  propofé  de  faire  connoître  les  ufages 
de  TAnalyfe  &  la  manière  de  s'en  fervir  dans  la  réfolution 
des  Problêmes  qui  s'expriment  par  des  figures  -,  &  non  pas 
de  faire  un  corps  de  Géométrie  dont  toutes  les  parties  fuf- 
fent  liées  par  la  dépendance  mutuelle  àts  propofîtions  qui 
feroienc  déduites  les  unes  des  autres.  Cependant  on  a  tâché 
de  mettre  de  Tordre  dans  les  matières  qu'on  y  traite ,  de 
manière  que  les  plus  fimples  précedaffent ,  autant  que  cela 
fe  pouvoir,  les  plus  compofées,  &  qu^elles  fervîflent  â  s*é- 
claîrcir  mutuellement  j  &  l'on  a  pris  foin  pour  rendre  tous 
les  Problèmes  que  Ton  réfout  clairs  &  faciles  aux  Lefteurs 
qui  commencent ,  de  mettre  du  moins  en  fuppofîtîons  (  n'é* 
tant  pas  ici  le  lieu  de  les  démontrer  )  tous  les  principes  d'où 
ils  dépendent,  &  quil  faut  avoir  en  vue  pour  en  concevoir 
clairement  la  réfblution. 

On  partagera  ce  huîriéme  Livre  en  trois  parties.  On  ex- 
pliquera dans  la  première  la  manière  de  fe  fervîr  de  l'Anal  y  fe 
dans  la  réfolutîon  des  Problêmes  de  Géométrie  &  des  Scien- 
ces phyfîco-mathematîques ,  en  n*employant  dam  les  ope- 
rations  que  les  calculs  de  TAlgebre  ordinaire.  Dans  la  fe- 
conde  Partie  on  enfeîgnera  les  ufages  de  TAnalyfe  dans  la  ré- 
iblutîon  des  Problêmes  des  mêmes  Sciences,  en  y  employant 
le  calcul  diffèrentieL  On  fera  voir  dans  la  troîfiéme  Partie 
comment  TAnalyfe  fait  trouver  les  Règles  du  calcul  înte^rah 
&  on  expliquera  enfuîte  Tufage  de  ces  Règles  dans  la  réfolu- 
tion  des  Problèmes  de  la  Géométrie  ôc  des  Sciences  phy ficou 
mathématiques^ 
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PREMIERE  PARTIE. 

De  l'ufkge  de  VAndyfe  dans  U  réfolumn  des  Problèmes 

de  U  Géométrie  &  des  Sciences phjyfico-mathematiques^ 

enfi/ervantdesfiuls  calculs  de  V Algèbre  ordinaire. 

PREMIERE     SECTION. 

Oà  ton  fait  voir  comment  les  calculs  de  VAnalyfe  expriment 

tous  les  raforts  des  liftes  ^ 'des  figures  ^  en  font  découvrir 

les  frofrietez^  (^  réfoudre  les  Problèmes^ 

Première  suppos-ition  ou  demande. 

1^7.  POuK  exprimer  par  les  calculs  de  rAnalyfe  les  raports  fio.K 
&  les  proprîetez  des  figures  de  la  Géométrie,  il  faut  mar- 
quer les  lignes  de  ces  figures  par  les  lettres  de  l'alphabet  ^ 
par  exemple  dans  la  première  figure  on  nommera  a  le  côté 
j4B  du  triangle  -^^ff  5  *,  le  côté  £Hi  Cy  le  côté  AHi 
&  de  même  des  autres  figures.  On  marque  ainfi  ces  déno- 
minations,  AB  =s=  a  î  BH  :=i  6i  AH  esBzci  ou  bien 
A  B  (a)  sic. 

Quand  il  y  a  dans  les  figures  des  lignes  égales ,  on  les 
nommera  par  une  même  lettre;  de  même  quand  une  ligne 
eft  double,  triple,  &c.  d'une  autre  ligne  déjà  exprimée  par 
la  lettre  ^^  on  la  nommera  la^  ^a,  &c.  quand  elle  en  efl: 
la  moitié ,  le  tiers ,  &c.  par  \a^^a,  &c. 

x69.  Il  eft  évident  que  l'addition  &  la  fouftraâîon  des  lettres 
qui  expriment  les  lignes  des  figures,  marquent  que  ces  lignes 
font  ajoutées  enfemble,  ou  retranchées  les  unes  des  autres  5 
par  exemple  aAKsssd^UABsssai  lafouftradîon  a — d  j,çjj 
marquera  que  AKdï  retranchée  de  ABi  par  confequenc 
a  —  ^=  KB.  U  en  eft  de  même  de.  l'addition. 

iS^.  L'expreifion  f  marque  le  raport  de  la  ligne  AB  (^)  à  lar 
ligne  BH{lf)yCQ  qu'il  faut  remarquer  dans  Texpreffion  de 
tous  les  autres  raports  des  lignes. 

Ijyo.  La  multiplication  des  grandeurs ,  par  exemple  de  la 
grandeur  a  par  la  grandeur  i^  que  l'on  marque  par  ces  let- 
tres jointes  enfemble  ai^  ou  par  4  x  ^^  eft  une  proportion 

Aij 


4  Analyse    demoktre'e. 

dont  le  premier  terme  eft  l'unité ,  le  fécond  &  le  troi(îém« 

Font  les  grandeurs  a  ic  h  i  multiplier  Tune  par  Tautre ,  & 


premiers  termes  qui 
les  deux  grandeurs  multipliées  l'une  par  Tautre.  Par  exem- 
ple dans  la  première  figure ,  fuppofé  que  ^K  fbît  l'unité 
ainfî  ^iC=  I  j  que -^^=5^,  ^ilf  ss^î  Ton  a,  en  fup- 
pofant  KM  &  ^ ff  parallèles ,  cette  proportion  ^K{i). 
jlB{a)\iAM{e).  ^ff=^,  ou  fimpIemenr/^^  =  ^/f s 
parcequ'on  peut  toujours  fous-entendre  Tunité  ibus  un  pro- 
duit ,  ou  fous  une  grandeur  fans  la  marquer.  L'on  voit  donc 
que  le  produit  de  deux  lignes  A£{a)  ic  j4 M  {e)  t{k  une 
autre  ligne  AH^=^a€  y  qui  eft  la  quatrième  proportionelte 
à  Tunité  AK&c  à  ces  deux  lignes  A£{a)6c  AM{e). 

En  fuppofant  que  les  triangles  AKMy  ABHy  (ont  fèmk 
blables,  que  ^K=i,  AB=^ay  KM=:ky  SH=^hi 
BH  eft  auifi  le  produit  de  KM  ( k  )  par  AB  (  ^  )  j  puîfqu'bn  a 
cette  proportion  AK{i)  .  KM  {k)  ::AB{a).  BH  {h 
=  ak). 

D*où  l'on  voit  que  quand  on  a  deux  lignes  données  KM{k) 
ic  AB  {a)'y  pour  trouver  la  ligne  BH{hzs:zak)y  c\ui  c6: 
}eur  produit  ^  il  n'y  a  qu'à  faire  les  deux  triangles  fembla- 
blés  A  KM  y  ABHy  où^iCfoit=i,  KM=^ky  AS 
ssnayic  Ton  trouvera  BH = aL 

17 1  •  Le  produit  de  trois  lignes  aefy  marque  deux  proportioiis  ^ 
par  la  première ,  l'unité  eft  â  la  ligne  a  y  comme  la  ligne  e 
eft  â  la  ligne  aey  qui  eft  la  quatrième  proportfoneire ,  à  Tu- 
nité  Se  aux  lignes  a&c  a  par  la  féconde  proportion  l'unité 
eft  à  la  ligne  aCy  comme  la  ligne  /  eft  au  produit  des  trois 
aefy  qui  eft  une  ligne  quatrième  proportîoneïle  â  l'unité 
&aux  lignes  ^f  &cf. 

D'où  l'on  voit  que  le  produit  de  quatre  lignes  aefg, 
marque  trois  proportions  j  le  produit  de  cinq  lignes  aefyj, 
marque  quatre  proportions ,  &c.  &  que  dans  ces  propor-. 
tions  le  produit  total  n'eft  qu'une  ligne  qui  réfulte  de  toutes 
ces  proportions. 

*7^'       Quand  les  produits  font  compofèz  de  lettres  égales , 
comme  i ,,  a  y  aa^  a\  a\  4^  &:c.  il  eft  évident  que  les  pro. 
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portions  des  lignes  qui  donnent  ces  produits  font  continues, 
&  qu'aind  tous  ces  produits  pris  de  fuite  font  une  progref. 
fion  géométrique  de  lignes ,  dont  la  première  après  Tunité  * 
eft  repréfentée  par  la  lettre  a  ^  qui  eft  la  racine  de  tous  ces 
produits ,  ou  de  toutes  ces  puiflances. 

,  La  divifion  d'une  grandeur -^2Tr(^f) par  une  autre ^Jkf(^),  fi«.i, 
que  Ton  marque  ainfî  ^^  =  f ,  ou  Amplement  a^  eft  une 
proportion  inverfe  de  la  multiplication ,  dont  le  premier 
terme  eft  AH  {ae)  ou  la  grandeur  â  divifer  j  le  fécond  ter. 
me  eft  le  divifeur  j4M{e)  j  le  troifîcme  terme  eft  le  quotient 
AjB  (^  =3^)j  le  quatrième  terme  eft  Tunitc  ^^(1)5  ou 
bien ,  en  faifant  en  forte  que  les  trois  premiers  termes  de  la 
proportion  foient  les  trois  termes  donnez ,  la  divifion  eft 
une  proportion  dont  le  premier  terme  eft  le  divifeur  A  M  {e)y 
le  fécond  terme  eft  la  grandeur  à  divifer  ^if  (^^}  j  le  troi- 
£éme  terme  eft  Tunité  AK  (  i  )  >  ^^  quatrième  eft  le  quotienc 

D*ou  Ton  voit  que  le  quotient  d'une  divifion  n'exprime 
qu'une  ligne  qui  eft  le  quatrième  terme  d'une  proportion 
dont  le  divifeur  eft  le  premier  terme  ^  la  grandeur  â  divifer 
le  fécond ,  &  Tunitc  le  troifiéme. 
*  De  même  en  fuppofant  les  triangles  AKM  ^  jiBH  fem- 
blables,  &que  AB^=^ay  £H z=rz  h=s^  akh  KM=^ky  & 
AK=^  i  i  la  ligne  KM  (^)  fera  le  quotient  de  BM{ak} 
dîvîfce  par  AB  (a)^  puifque  AB  {a).  BH{ak)  t:  AK{i):, 
KM{k). 

D'où  il  eft  évident  que  quand  on  a  deu?t  lignes  données 
BH {ak  onh)y&i  AB  (a)  ^  pour  trouver  la  ligne  KM  {k)y 
qui  eft  le  quotient  de  BH  (ak)  divifce  par  AB  Ça) ,  il  n'y  a 
qu'à  faire  les  deux  triangles  femblables  ABHy  AKM  y  ou  , 
BH^ako\xh,AB^a,AK^iyU  la  ligne  KM {k) 
fera  le  quotient. 

L'on  voit  auffi  que  fi  la  ligne  à  div^er  étoit  repréfentée 
par  le  produit  de  plufieurs  lettres  aefg^  qui  marque  que 
cette  ligne  eft  le  dernier  terme  d'une  proportion  précédée 
de  plufieurs  autres,  l'on  ppurroit  parla  divifion  en  repaffanc 
par  toutes  ces  proportions,  revenir  à  la  première ,  dont  le 
dernier  terme  ne  fèroit  exprimé  que  par  deux  lettres ,  com« 
me  ae. 
!ï74.     Quand  l'expreffion  de  la  grandeur  ou  de  la  ligne  à  divi^ 

A  ii  j 
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fer  ^H^  n'a  aucune  lettre  commune  avec  l'expreffiotf  du 
4ivifeur  A£^  que  AH  eft,  par  exemple,  exprimée  par  c, 
U  AS  par  ^3  la  divifîon  fe  marque  ainfi  ^5  &  fuppofanc 
que  AK  ^^  runité3  Ton  a  toujours  la  même  proportion 
AB{a).  AH{c)i:AK{i).  AM^^. 

iyj.      D'où  il  eft  vifible  que  ^  (^) ,  qui  eft  Texpreffion  du  ra^ 

port  de  ^  Jf  à  ABy  eft  la  même  chofe  que  ^^-fl]  .  \t% 

raports  égaux  exprimant  des  grandeurs  égales,  &  Ton  voie 
auflî  qu'on  peut  toujours  fous-entendre  Punitc  écrite  fous 
une  grandeur  entière  ou  rompue,  comme  étant  le  dénomi- 
nateur de  la  fradîon  dont  cette  grandeur  eft  le  numérateur^ 
fans  que  cela  en  change  la  valeur. 

R   £    M    A   R   Q^U   E. 

i7^.  O  N  doit  remarquer  que  dans  les  comparaisons  des  lignes, 
Tunité  eft  ordinairement  arbitraire  ^  c'eft-à.dire ,  qu'on  peut, 
prendre  une  des  lignes  données  pour  l'unité ,  en  raportant 
toutes  les  autres  à  cette  ligne  comme  à  leur  unité  :  Mais 
quand  on  a  ainfî  déterminé  Tunité ,  on  ne  doit  plus  dans 
toute  la  queftion  que  Ton  veut  réfoudre ,  prendre  d*autre 

Fjo^L  ligne  pour  Tunité  ^  ainfî  fuppofant  dans  \ts  deux  triangles 
femblables  AMK,  AHB ,  que  AK=^a,  AB=^by  AH 
S5s^,  AM^s=siC\  fi  l'on  prend  la  ligne  AK  {a)  pour  l'unité 
l'ejcpreffion  ^=zAH{d)  marquera  le  produit  des  lignes 
AB{è),AM{c),quictï  AH^^.    . 

Quand  on  a  ainfi  déterminé  une  des  lignes  d'une  queftioa 
comme  a  pour  être  Tuniré,  on  y  trouve  ces  deux  commo- 
ditez.  i®.  On  peut  TefFacer  des  produits  où  ellefe  trouve,- 
ce  qui  abrège  Texpreflion  de  ces  produits,  fans  en  diminuer 
la  valeur,  l'unité  ne  changeant  rien  dans  la  valeur  des  pro« 
duîts  où  elle  fe  trouve  j  ainfi  aabc^=sLbcy^z=zhcd.  %o.  On 
peut  dans  une  équatign  rendre  tous  les  termes  d'un  même 
,  nombre  de  dimenfions ,  en  multipliant  chaque  terme  par 
Tunité  répétée  autant  de  fois  qu'il  lui  manque  de  dimen^ 
fions  pour  égaler  les  dimenfions  d^s  autres  termes ,  ce  qui 
les  rendra  homogènes.  Ainfî  on  rendra  tous  les  termes  de  x^ 
f^px  — r  ^rrf  ==  o ,  homogençs,  en  écrivant  xJ  h-  apx  — ^  kd 
tsszo  'y  Q\x  bien  en  divifant  les  termes  qui  ont  le  plus  de 

fiiipeiifions  par  l'unité  répétée  autant  de  fois  quil  manque 
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îde  dîmenlïons  aux  autres  pour  les  égaler.  Par  exemple ,  on 
peut  rendre  homogènes  tous  les  ternies  de  xx  —  Akx  —  ccdd 


o ,  en  écrivant  xx  —  ^^^^-'^^^  g—  o. 


>77*  Les  extradions  des  racines  dans  les  calculs  de  TAnalyfe, 
que  Ton  marque  par  les  fignes  radicaux  v^,  ^,  ^,  &c.  çomtpe 
i?atj  ^abc  y  ècc.  Se  par  les  grapdeurs  mêmes  qui  font  les 
racines  ^  quand  cela  le  peut,  comme  ^  eft  la  racine  quarréjs 
étaa/blz  racine  cubique  de  b\  &c.  font  les  expreifions  des 
Problêmes  ou  des  figures  que  l'on  fait  dans  la  Géométrie, 
pour  trouver  les  lignes  qui  font  moyennes  proportionelles 
entre  d'autres  lignes ,  ou  entre  Tunité  &  d'autres  ligpjes» 
Par  exemple^  ^ab  marque  la  ligne  qui  eft  moyenf^  propior^ 
tionelle  entre  la  ligne  ^  &  la  ligne  bi  ^abc  exprima  la  prer. 
xniere  des  deux  lignes  moyennes  proportionelles  .  entre,  1^ 
ligne  qui  eft  prife  pour  Tunité ,  &  la  Jigne  qui  eft  exprîmçç 
par  le  produit  abc  des  trois  lignes  a^b^aix,  ainft  des  au,tre$. 

C  o  R  o  L-X.  AI  H'  B      I;  ^\'         \l-   -^ 

L  eft  évident,  après  cb  que  Ton  yient, d'expliquer /i|uç 
tous  les  calculs  de  1* Anaîyfè  peuvent  être  reprcfentez  par  les 
lignes  &  les  figures  de  la 'Géométrie ,  par  le  moyen  des  trian- 
gles femblables  &  des  proportions  des  lignes  ^  &  que  çou^ 
les'raports  de  cts  lïgnes  qui  forment. les  figures  dd  la  Geo- 
jfnetrîe ,  peuvent  être  marquez  par  lès  epipreffioris  &  les  caU 
culs  de  l'Analyfe.      -  ^^   ^   ^   ;      •  ;       \  ^ 

Corollaire     IL 

L  eft  de  même  évident  que  l'on  petit  chan^y  pourf» 
commodité  du  calcul,  des expreffions  çompoféesen a^airçre* 
plus  fîmpïes,  &  dès  expreffîôris  embai^ff^tes.èri d'autres  plui 
faciles ,  fàris  en  changer  la  valeur.    .^  '  ^    ,  -^^^    '  ^ 

Par  exièmpre,  en  nommkhr  ^îa  îîgnèîjtîîe';^  l'unité^ 
en  peur  réduire  les  produits  Içis  plus  cotnpbfex  à;  une  feule 
lettre.  Si  Ton  a  bcde^  i^.  faifant  a.,b;:  ç:^y  qu'an  fuppofera 
:±=  w,'  V^fl  aura'am:=r:z'bt,}\Sc  fubffituaî;it  am  au  lieu  de 'bc^ 
on  aura  4mi^e  ':==^  bxde:  i^.  Faifant  pnfaite  a-,  ni  :;r  d.  » ,'  l,^oit 
aura^»^>^^^fôBftrtuant  cèrteS^stlctir  de  pidr^inf  amde ^ 
en .  aura  4ape  ==  bcde^  y:  Fai  font  'enfin  ^iit::  e.^^  on  airrar 
ap  ^==L7ieï  l6c  fubftitùant  cette  Valeur  de  ne  dans  aàne^  on 
aura  i^p  ==  bcde  i  oH  fupprimant  runftc  ^,  on  aura  /  =?  bcde^ 


>   c     ,, 


jj  Analyse     demomtr  e^'e. 

Si  Ton  avoit^,  on  trouvcroic  d^fzs=ibcde,  &  aaq^sssfgh^ 
&  l*on  auroit  ^'/^'  =  ^  =  ^s  enfuice  faifant  ^-  f  ::a{i)\  r, 

on  auroît  |  =  ;^  =3=  r. 

Si  l'on  avoic  une  fraâion  dont  le  numérateur  &  le  déno^ 
minateur  fuflcn*  complexes }  c'eft-â-dire  ,  conrinfTent  plu- 
(îdurs  produits  joints  par  -h  &  — ,  on  pourroît  abréger  de 
même  Texpreffion  de  cette  fraé^îon  complexe. 

On  peut  auiE  abréger  Texpreffion  des  fraûions  dont  le 
numérateur  &  le  dénominateur  contiennent  le  produit  de 
pludeurs  lettres  comme  -^fj^  en  faifant  en  forte  que  la 
même  lettre  fe  trouve  au  numérateur  8c  au  dénominateur^ 
ce  qui  la  fait  évanouir  ;  car  faijfant  a.  b::  cffi^  on  aura  a  m 
sàesècy  Sç  aécd^^aamd^^ins  faifant  comme a.m::  d.n^  od 
aura  a^td  =s  aaan  ;  faifapt  de  même  pour  le  dénominateur 
^^  ^  ;•/•  /j  on  aura  af=ief,  ^  ^/g==^V/gJ  faifant  çn- 
fuite  a»  f  :  :  g ,  q^  on  aura  aq  =/g  î  ainfî  ^fg  ï^^s  aaq^  &  ^^ 
PBs  ^=  ^3  enfiiji  faifant  q.  a  zm.r^  on  aura  r=«-^. 
,.  Si  Ppn  avoit  bc — de^  en  trouvant  m  moyenne  propor* 
tîonçijé  entre  b  ^  c^ècn  moyenne  proportioneUe  entre  d 
&  f  3  Pori  changeroit  Texpreffion  bc-^de  çn  mm^^^nn  qui 
lui  fer.oîc  égale. 

11^  a  beaucoup  d'autres  manières  de  changer  ainfi  les  ex-** 
preffepns  en  d*autres,  fans  en  changer  la  valeur  que  Ton  tire 
ats  triangles  femblables ,  &  des  autres  fîgurçs  dç  1^  GçQ*^ 
metrie  ordin.^ire. 

■     « 

Seconde  fiêppojition  ou  demande. 

%%o.  |3 ^^s  les  proportions  de  Géométrie  où  il  s*agît  de  \% 
lurface  dés  figures,  ies  produits  des  calculs  de  TAnalyfç^ 

jFi6. 1.  expriment  les  aires  des  figures  j  par  exemple  nommant  a  U 
bafe  GF  4}^q\xaLvxé.GH^  &  ^  la  hauteur  GJ^  aaeiï  Tex*' 
preflîon  de  l'aire  du\quarré  GJf-  Dç  même  nommant  a  h 
pafe  ^£  du  triangle  redangle  ABH^tc  fa  hauteur BH^bi 
\ab  fera  Pexpreflîon  de  l'aire  jdu  triangle  ABH,  ^uppofant 
âuflî  dans  le  redanglç  ÇFBC^  fa  bafe  GjF  =-^,  fa  nauteur 
GC  i=:zbi  le  produit  a  ^  fera  rexptc|Hpn  de  l'airç  de  cp 
redangle.  Il  pn  eft  aînfî  des  autres.       * 

Dans  les  propofitions  qui  regardent  les  corps  folides  ^  Ie$ 
produits  des  opérations  analytiques  e^cprimçnt  la  fblidité 

'        '  dci 
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des  corps  )  par  exemple  ^  nommant  aa  le  quarré  GJF/;  fi 
Ton  conçoit  le  cube  dont  ce  quarré  eft  la  bafe  ^  a)  fera  Tex^ 
preffion  de  la  fblîdité  de  ce  cube  ^  de  même  abc  fera  l'ex. 
preffîon  d'un  prifme  dont  la  bafe  efl  repréfentée  par  le  pro^ 
duk  des  lignes  ^  &  ^^  &  la  hauteur  jpar  c  s  \abc  fera  Texprefl 
iion  d'une  piramide  qui  aura  la  même  bafë  &  la  même  hau« 
teur  que  le  prifme  précèdent.  Il  en  eft  ainfl  des  autres. 

L'addition  &  la  foufbraâion  des  produits  qui  repréfentenc 
des  furfaces, expriment  que  ces  furfaces  font  ajoutées  les  unes 
aux  autres^  ou  retranchées  les  unes  des  autres  :  c'eft  la  même 
chofe  des  produits  qui  expriment  des  folides« 

Troijiéme  fuffojition  ou  demande  fur  Pufage  des  fiffies  -H  ^  — 

far  rafort  k  la  Géométrie. 

%%i.  Supposant  que  les  deux  lignesD^£^  entrecoupent  rio.ii^ 
â  angles  droits  au  point  A  ^ia  que  les  lignes  parallèles  â 
Tune  &  â  l'autre  qui  font  dans  les  quatre  angles  droits^  com« 
me  RM,  KM,  0L,j40,KL,  ON,  PN ,  RQ^  QP,  Uc. 
foient  comprifes  dans  un  Problême ,  quand  on  a  beibin  de 
distinguer  entre  les  parallèles  â  AB,  celles  qui  vont  vers  la* 
droite  de  celles  qui  vont  vers  la  gauche,  &  entre  les  paraU 
leles  â  DAE,  celles  qui  defcendent  de  celles  qui  vont  en 
montant,  on  nomme  parmi  les  premières  qui  vont  vers  la 
droite  ou  vers  la  gauche ,  les  unes  pofîtives  &  Ton  mec  au 
devant  le  fîgne  -h  ,  êc  les  autres  négatives  £c  l'on  met  au 
devant  le  fîgne  —  ^  on  fait  la  même  chofe  pour  diflinguer 
entre  les  parallèles  â  DAE^  celles  qui  defcendent  de  celles 
qui  montent.  Il  efl  libre  au  commencement  de  l'opération 
de  prendre  pour  pofîtives  lefquelles  on  voudr^a  entre  celles 
qui  vont  de  gauche  à  droite ,  ou  de  droite  â  gauche  j  &  de 
même  entre  celles  qui  defcendent  &  celles  qui  montent: 
Mais  fî  Ton  fe  détermine  à  mettre  le  fîgne  ^  devant  celles 
qui  vont  de  gauche  â  droite ,  comme  AB,  BH,  EF  >  celles 
qui  vont  de  droite  â  gauche,  comme  AC,  BJ ,  EG,  &c. 
doivent  avoir  le  £gne  -*^.  De  même  fî  l'on  fe  détermine  i 
mettre  le  fîgne  -4-  devant  celles  qui  defcendent ,  comme  AE^ 
BF  j  CG ,  &c.  on  doit  écrire  le  figne  — r  devant  celles  qui 
vont  en  montant ,  comme  AB,  BH,  CI^  &c.  Le  terme  où. 
commencent  Jes  po6tive$.&  l^s  négatives  de  gauche  à  droite, 
i)u  de  droite  à  gauche^  eft  la  ligne  BAE  î  le  cerme  où  com. 
Tome  IJ%  B 


lo  Anaitse    semonthe^e: 

mencent  les  poficîves  qui  defcendent  6c  les  négatives  qtti 

montent,  eft  ta  droite  CAB. 

Appellant  Tangie  EAB  le  premier^  BAS  le  fécond, 
CAE  le  troifiéme,  &  DAC  le  quatrième^  les  lîgnes'  da 
premier  feront  toutes  pofitives)  entre  tes  lignes  du  fécond,, 
celles  qui  font  vers  la  droite  font  pofîtives ,  &  celles  qui 
montent  font  négatives  ^  dans  le  troifîéme,  celles  qui  vont 
d  gauche  font  négatives ,  &  celles  qui  defcendent,  pofitives  ^ 
&  dans  le  quatrième ,  les  unes  &  les  autres  font  négatives, 

Suppofant  ^Oî=s-i-^=^i^  OZ=s=-i-^,  ^£=s-i-r^ 
ron  aura  dans  les  triangles  iemblables  OAL^  EAF  ^  AO 
f^-^ou-Hi).  OL{^b)tiAE{^c).  EF=z^iSi  d'où 
J*on  voit  ccmiment  -h  multiplié  par  ^y  donne  un  produit 
qui  a  H». 

Faifant  ^0==-^^  =  -i- i,  AEss^c^  0?r^=s^^d, 

Ton  aura  dans  les  triangles  femblables  OAN^  EAG ,  AO 
(j^aoxi^i).AE{'hc)::ON{'—d).£G=z  —  ^^ 

Comme  auffi  en  nommant  AK  {^e),  on  aura  à  caufe 
des  triangles  femblables  0A2/  ,  KAM,  AO  (  -4-  ^  ou  -h  i  ) . 
ON{--d)  iiAK{^e\.  iCitf  a=— 41.  d'où  Ton  voit 

comment  -1-  multiplié  par— ^  ou —  par^  ^  donne  un  pro- 
duit qui  a  — . 

SuppoÊtnt  enccMre  AR^sat^^f^  Von  amra  à  caufe  des 
triangles  femblables  OAZ,  QARy  AO{^d  ouh-  i  ). 
0Z(4-*):r^it(— /).  R(l^^  â/.  d^où  Ton  voit  en. 
core  comment  •jr  par—,  ou*-  par  ^,  donne  un  produit 
qui  a—. 

Enfin  i  caufe  des  triangles  femblables  OATî^  RAM, 
Ton  aura  AO{^a  ou^-i).  ON{^d)ii  AR{---f). 
RMissss^  ^j  d\)ù  Ton  voit  comment  —  par  — ,  donne 
un  produit  qui  a  -h. 

De  mêmenJans  les  furfaces  le  reâangle  AJ^  fait  du  pro^ 

duit  de -I-  ^£  par -H  AB,  fera,  pofuif. 

.  Le  reéfcangle  AH  fait  de — AD  ^^ABy  fera  négatif. 

.  Le  reftangle  AG  fait  de  -h  AE  par —  AC,  fera  négatif. 

Mais  le  rcftangle  A/  fait  de  —  AD  par —  ACj  fera 

pofîtif  ^  &  du  côté  oppofé  au  reftangle  négatif  AH  fait 

de  —  DA  par  -i-  AB.  L'on  fuppofe  dans  tous  les  produit* 

l'unité  pofitive. 
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D*où  Ton  voie  que  les  aires  qui  font  dans  les  cotez  op« 

pofez  de  la  ligne  qu'on  a  priiè  pour  terme  entre  les  gran-.  :. 

oeurs  pofitiv.es  &  les  négatives ,  font  l'une  poitti ve,  &  l'autre 

négative. 

On  peut  aifément  appliquer  ceci  aux  produits  qui  exprir 

ment  la  iblidité  des  corps. 

CO    KOLLAIILE. 

*8^-Le$  deux  mêmes  lignes  BABy  CAB ^  fe  coupant  au  Fio.t 
point  A  â  angles  droits ,  ou  en  faifant  enfèmble  au  point  A 

au 

voudra  :  Concevant  ces  lignes  prolongées  à  l'infini ,  &  quç 
par  cous  les  points  T^AB  on  mené  des  lignes  comme  D/« 
S.Û^  OLy  EFi  &c.  parallèles  à  la  ligne  CABy  jufqu'à  la 
rencontre  de  FAI,  &  de  même  par  tous  les  points  de  CAS 
des  parallèles  à  DAE ,  jufqu'à  la  rencontre  de  la  même 
ligne  FA  7,  comme  PQ^  CI,  KL ,  BF^  &c.  On  fuppofera 
la  ligne  AO^ss^-^a ^  OZss<4-^j  on  nommera  aum  -^x 
chacune  des  lignes  comme  AE  depuis  A  en  defcendanc 
prifes  fur  AOE,  jufqu'à  la  rencontre  de  chaque  parallèle, 
comme  JEJFi  on  nommera  •«•  v  chaque  ligne  comme  EF 
menée  par  ce  point  E ,  parallèle  à  AB  >  mais  on  nom. 
mer  a  —  x  chacune  des  parties  ^^,  ^D  delà  ligne  AD, 
qui  vont  en  montant ,  &  qui  fe  terminent  aux  parallèles 
RQ^DJyi  CBA,  &  ces  parallèles  RQ^  DJ  feront  nom- 
mées— y. 

Cela  fuppofé ,  il  eft  évident,  i  cau(è  des  parallèles ,  que 
AOi-^a).  OZi-^b)  -.-.AEi-^x).  EF  (^-j^)î&pai* 
confequent  -t-  ^x  ss^^^,  &  -f  /  »  -t-  ip  :  :  Et  de  même 
AO(^a).OZ{'^h)'.:AD{'^x).  DI{--y)i  d'où  l'on 
aura  — hxsst-^ay,  &  — y^^m  —  i^. 

Il  eft  évident  que  l'équation  jr  as  if  convient  â  chacune 
des  parallèles  menée  de  chacnn  des  points  de  AOE  jufqu'i 
la  ligne  ALFiàt  forte  qu*en  déterminant  la  grandeur  de 
chaque  x,  comme  ^  JS^  la  grandeur  àt  EF{y)  qui  lui  rér 
pond  eft  déterminée.  Il  faut  entendre  la  même  chofe  de 
l'éâuation-^^aat—.  4?-par  raport  nuac  parallèles  ^ /2^  D/ 

de  rautre  côtér 


\\ 


12  Analyse  demontre^e; 

D'où  Ton  voit  que  l'cquacion  itulcterniînëe  yseslf^ 
convenant  i  toutes  les  parallèles  y  par  raport  aux  x  qui 
leur  répondent ,  &  en  exprimant  la  grandeur  par  raport 
â  ces  X  correfpondantes  j  elle  détermine  le  lieu  de  tous  les 
points  de  la  ligne  droite  j4F  qui  paffe  par  toutes  les  extrê- 
mirez  des^^  &  elle  détermine  ce  lieu  de  la  ligne  droite  ^J^. 

fiar  raport  à  la  ligné  y40E.  Cela  eft  caufe  qu'on  nomme 
'équation  j^=:  ^  le  lieu  k  la  ligne  droite,  ou  Inéquation  à  la 
ligne  droite  y  &  la  ligne  droite  u4F  eft  la  ligne  à  qui  convient 
cette  équation ,  qui  étant  prolongée  en  u4I  eft  auflî  la  ligne 
à  qui  convient  l'équation  — f  =  —  -^ ,  qui  eft  k  même 
que  la  précédente. 

Dans  un  lieu ,  par  exemple ,  exprimé  par  ^  =  i£  ^  & 
conftruît  géométriquement  parla  figure  EAT ^BAI ^  on 
nomme  le  point  Ao\^.  commencent  les  x  pofîtîves  prîfes  fur 
AEy  &  les  X  négatives  fur  AB^  t origine:  fa  Kgne  AE  &  AB 
fur  laquelle  fe  prennent  les  x,  fe  nomme  la  ligne  des  coupées 
ou  des  abcij^es  ;  les  lignes  AEy  AD  y  nommées  x,  s'appellent 
les  coupées  oxx les  ^^r/^/;  les  parallèles  EF,  OL^  &c.  qui  font 
les  jr,  fe  momment  les  ordonnées  y  &  encore  les  appliquées  v 
chaque  abcifle  x  &  fon  ordonnée  correfpondantej,  fe  nom- 
ment les  coordonnées  :  la  ligne  CAJS  menée  par  l'origine  ^ 
{parallèle  aux  ordonnées ,  s'appelle  la  ligne  des  ordonnées  5  & 
*on  peut  concevoir  que  les  y  le  prennent  fur  cette  ligne,  & 
taporter  le  lieu  JAF  â  cette  ligne  CA£  par  le  moyen  des 
parallèles  KZ  ^rQ;^tcc.  à  la  ligne  I>AEy  car  Ton  aura  AK 
=  OZ(H-*).  KZT=AO{a)  ::  AJB^  EF  {y).  BF 
s=  A  E{x}  ;  d*où  Ton  déduira  BF  ( x )  =  -^  ;  Ton  trouvera; 
de  même  P(lo\x  CI( — x)=  —  ^. 

Dans  une  équation  comme  j^==:-^,  qui  exprime  le  Heu 
d'une  ligne  les  x,  &  de  même  les  j^  marquant  des  lignes  qui 
vont  en  croiffant  fucceffiven^ent,  ou  en  diminuant  fiicceflT- 
vement}  on  les  appelle  grandeurs  changeantes  ou  variables,. 
&  les  grandeurs  détermmées,  comme  AO  [a  )^  OZ  (^>3  fer 
«comment  grandeurs  confiantes^ 

D'où  l'on  voit  que  dans  \ts  Problêmes  de  Geomerrîe,  il 
faut  diftinguer  le,s  grandeurs  variables ,  les  inconnues ,  les 
indéterminées ,  &  les  déterminées  ou  connses.  l.ts  variables 
ibot  celles  qui  dans  une  figure  vont  en  croiilant  ou  en  dimi. 
Huant  fuccefllvement^aufquelles  convient  un  même  rapore^ 
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te  elles  font  marquées  par-des  inconnues  x^y^  &c.  Les  rn- 
connues  font  les  grandeurs  qu'on  cherche  pour  la  réfolution 
d'un  Problême.  Les  indéterminées  font  les  grandeurs  qu'on 
met  pour  en  repréfenter  d'autres,  comme  dans  x",  Texpo- 
fant  n  repréfente  les  grandeurs  qu'on  peut  mettre  à  la  place 
de  cet  expofant ,  comme  i ,  i ,  3  »  t^  i>  ôcc.  on  avertît  quand 
les  grandeurs  font  indéterminées  j  Ton  a  vu  dans  les  livres 
précedens  des  exemples  des  indéterminées.  Les  grandeurs 
déterminées^qu'on  nomme  auffi  données  &  connues,  &  qu'on 
nomme  confiantes  dans  les  Problêmes  on  il  y  a  des  variables, 
font  les  lignes  ou  figures  déterminées,  comme  font  les  trois 
cotez:  d'un  triangle  donné ,  comme  font  des  angles  donnez; 
des  triangles,  des  quarrez  connus,  &c. 

Quand  une  ligne  eft  fuppofée  tracée  fur  un  plan,  fi  elle 
tft  indéterminée,  on  dit  qu'elle  eft  donnée  de  fojitiom  &  R 
de  plus  fit  longueur  eft  déterminée^  on  dit  qu'elle  eft  donnée 
de  candeur. 

J^xempU  de  tufa^ge  des  calculs  de VAnaly fi  pour  découiariw 

les  propriété:^  des  Figures. 

AVERTISSEMBNT. 

L'A  N  A  L  Y  s  E  fîippofe  les  plus  fimples  proprietez  des  figu- 
tes  démontrées  parla  Géométrie,  comme  les  proprieter  des 
perpendiculaires^  des  parallèles^  des  angles y£c  celles  qu^ 
ne  contiennent  pas  de  raports  ou  de  proportions^-,  mais  elle 
fert  à  démontrer  toutes  celles  où  entrent  tes  raports  &  les 
proportions,  fi  ce  n'eft  la  feule  propoficion  qui  eft  le  principe 
de  toutes  les  proportions  des  lignes  &  des  figures,  fçavofr 
que  dans  tous  les  triangles  ièmblables ,  les  cotez  bppotez  aux! 
angles  égaux,  qu'on  nomme  cotez  relatifs  ou  homologues^ 
font  proportionels. 

Exemple  L  sun  les  tmângles  rectangles. 
.AEB  eft  uQ  triangle  reAangle  en  JB,  fon  hypothenufo 
^ j?,  eft  le  diamètre  <fc  la  circonférence  AE£  qui  pafle  par 
le  fommet  E  de  l'angle  droit  v  MB  cft^  une  *>ejpeodiculatre 
tirée  du  fommet  E  ^v  AS.  Pour  découvr^  w  ptoç^eteB 
de  ce  triangle  ,  on  fuppofera  ^  £=:  *«  j  J5  ^  ^  ^  , .  /  5  =«  *  % 
^2) ssBX,  ce  <iui  donnera  ^i)ss</^j^       >^^'*. 


a» 


% 


•#> 
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aS}*        i^  Les  triangles  femblables  ^£^\^£iJ,  donneronc 

la  première  éqwsLtion  dd  ^^  dx  osa  aa.  Parles  triangles  Tenu 
blables ^e:B,  EDB,  Ton  aura  AB(d)  .BE{b)xxBE{b). 
BB  {x)i  d'où  Ton  déduira  la  féconde  équation  dx^s^ii. 
Ajoutant  enfembie  la  première  &  la  féconde  équation^  l'oa 
trouvera  dd^^aa^  hh^  c'eft-â^dire,  le  quatre  de  Phypothenufe 
efi  égal  k  lafomme  des  quarrexj^s  chtesi^,  qui  eft  la  propriété 
des  triangles  reâangles. 
184»  2^.  Les  triangles  femblables  ABE,  EBD,  donnent  auffi, 
.  en  fuppofant  DE^s^c^  AD{d^x).  DE{c)  ::DE{c). 
DB  (  X  )  j  d'où  Ton  aura  dx  —  xx  =»  f^  s  c'eft.à*dire  le  quarrl 
de  DEy  qui  eft  moyenne  froportiûneUe  entre  les  deux  parties  AD^ 
J)B  de  thypifthenufe  ou  du  diamètre  AB  coupées  fat  laperpen-^ 
diculairt  JÛE^  eft  égal  au  reSiangle  des  deux  parties  du  diamètre^ 
^ui  eft  une  autre  propriété  des  triangles  redangles. 

Corollaires  qn*ii  faut  fe  rendre  familiers.  ' 

I. 
:» 8 5.  L*H YPOTHENUSE  A£ ( d) d'uïï triangle reftangle, peut 
s'exprimer  ainfi  u4J}  ( </)  =5=  v'JP  -t-  b^  ( VÔa^^Jf) 

II. 


»86.       Le  côté  ^E(a)  «v'^B^—îi*  {Vdd  —  hi)i  I9 


côté  £B{&)^VW-^lt{)/dd'^aa.) 

ÎIL    

187.  La  perpendiculaire  ^D  { c  )  «  V^D  x  D£  (  Vdx-^xx)  $ 
&  fuppofant  que  le  milieu  de  ^£  (d)  efl:  au  point  C,  &  que 
Çj)t^jti  l'on  aura  -*^D  se» ^C ^  CD *«  {d-j^x,  «c 
DS^mBC'^CB^^f*\d-^x-y  ce  qui  donnera  MJ>  (f)  =^ 
y/j4D  X  DS  ^  Vi^dd'-^xx,  Sll'on  fuppofe  AD^se,  DB  =s/; 
£D^e,  l'on  aur*  JÔ'  {cc)^AD>iD£^ef,  Ucs^ 

m  8  8.  îl  eft  démontré  dans  la  Géométrie  qu'en  tout  cercle  ^EB^ 
fi  l'on  tiré  de  l'extrémité  A  du  diamètre  ^£  une  corde  i 
^û  poior  quelcon<juç  £  dç  i;l  circonférence ,  U  une  aucrflf 
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Corde  ES  de  ce  point  E  à  l'autre  extrémité  B  du  diamètre, 
le  triangle  j4E3  eft  toujours  reâangle  en  Ei  ainfî  les  ex- 
preflîons  précédentes  conviennent  à  ces  lignes  du  cercle  j 

fçavoir  ~ÂB  (U)  sa  "ae  ^"bÎ^mo^ hb  ;  &  AB  (d) 
csi^y/aa^hbyix.  AE  (a)  «  v'25*  —  «£*  «  y/JTZTbi',  & 


BE  (b)^ssyJW — 2£*s5sv'^ — rf<*.  De  même  £i)  ^f<y> 
Bsa-*^D  X  DB^=dx — xxy  &  EDfcJssaVdx  —  xxi  mais 


auffi  EB  s=ED-k^  DB  =s  «6c  —  xx  -*-  xx  »  ^x  »  c*eft 
pourquoi  Ton  aura  BE  =ss  ^dx. 

D'où  il  fuit  que  fi  deux  cordes  égales  BE,  fit  font  en 
4eux  difièrens  cercles^  nommant  dans  l'un  le  diamètre  AB, 
d,  &  DB,  Xy  &  dans  l'autre  le  dianietre  />,  &  la  ligne  qui 
répond  i  J?D,  ^ ,  l'on  aura  ^dx  =»  v'/^  j  &  par  con^quenc 
<Jjc  =ss  J^l,  d'où  Ton  déduira  d.  J^  :  :  | .  x.  

Si  l'on  fuppofe  CB=ssx,  l'on  aura  EB  (c)  s^y/AD  x  dj» 

^y/-rj:^x>^^^d'^^^y/\dd-'Xx,icAD{\d-^x)^'^ 


/Ld x) 

*Si  l'on  fuppoiê  EB^m,  AB^d,  ic  DB^x,  Ton 
aura  DB(x).  EB  (m)  -..EB  (m),  AB  (d) i  d^où  l'on 


-1  X 

^  /mm\     Sir    ^1f/J) ^^/mm' 


Il  faut  fe  rendre  toutes  ces  exprëffions  familières» 

V. 
L'on  peut  concevoir  de  tous  les  points  E  de  la  demi-  x?^^ 
circonférence  BEAy  en  commençant  au  point  B  &  allant 
de  fuite  de  J5f  par  E  jufqu^à  rextrêmitc  À^  des  perjpendicu* 
laîres  comme  ED  wr  le  diamètre  ABiia  fuppolant  AB 
8=s  dy  cbaoue  perpendiculaire  EI>  :=:y^  &  chaque  diftance 
JBD  du  point  ^^  jufqu^à  la  rencontre  D  de  chaque  perpen-» 

diculaire  y  égale  à  x  ;  il  eft  évident  que  chaque  DE  (yy)  ièra 
égale  au  reaangle  qui  lui  répond  àzs  deux  parties  du  dîa* 
mètre  BD  x  DA  s^  dx  —  xxy  ainfî  Téquation  y^  sa  dx 
-.XX  convient  i  chacune  de  ces  perpendiculaires  DE^ 
Les  extrêmîtex  E  de  toutes  ces  perpendiculaires  ED  &>vït 
dans  la  circonférence  ^  c^eft.à-dire  y  la  circonférence  pafle 
par  tous  les  points  £i  ainfî  Téquation  jr^  as  ^/x  •-— xx  mar- 
que le  lieu  de  la  circonférence  par  raport  au  diamètre  ABi 


V 


\6  Analyse   de  montrées. 

&  en^décermiDant  la  valeur  de  x  telle  qu'on  voudra,  pourvti 
qu'elle  foie  moindre  que  le  diamètre  ^J3  y  on  trouvera  la 
valeur  de  y  qui  lui  répond  ^  &  de  même  en  déterminanc 
telle  valeur  de  y  qu'on  voudra  ,  pourvu  qu'elle  n*exccde 
pas  \  d,  on  trouvera  la  valeur  de  x  qui  lui  répond ,  par  la 
f  7^.  réfolution  des  équations  du  fécond  degré.  "*  Cela  eft  caufe 
qu'on  nomme  l'équation  yy  ^=s^  ix -^  xx  ^  o\x  xx^—àx  ^yy 
=^  G ,  l'équation  au  cercle  ^  ou  le  lieu  d»  cercle.  \jt%  abciflès  x 
font  fur  le  diamètre  BA ,  &  ^  eft  leur  origine  j  &  les  i)£  (y)^ 
font  les  ordonnées. 

VL 
Suppofant  toujours  AB^=^ày  ED^ssiy^  fi  l'on  fuppo{e 

chaque  CH  =zx^  l'on  auraD£  (yy)  =  AB  x  BB  =aa 
^d-i-x  x\À — x^=z\dd — xxiaînfijfyr=liW— rxx,ou  xx 
-J^yy  —  ^  ^^=  G ,  eft  audî  P équation  du  cercle ,  ovl  le  lieu  au 
cercle.  L'origine  eft  au  centre  Cî  les  abciflès  CB(x)  font  fur  le 
demi  diamètre  CB  ou  CA^  &  les  EB  (y)  font  les  ordonnées. 

VIL 

*90.      On  peut  par  le  moyen  du  troifiéme  Corollaire",  changer 

l'expreflion  d'un  reâangle  ab  en  un  quarré  çc^  fans  en  cfaan- 

;er  la  valeur  j  il  n*y  a  qu*à  mener  une  ligne  droite  AB  égale 

la  femme  des  lignes  AB  (a)  -f-  BB  (b) ,  tracer  une  derni^ 

circonférence  dont  AB  foit  le  diamètre,  &  élever  au  point  B^ 

où  elles  fe  joignent,  la  perpendiculaire  BEy  qu'on  nomme* 

ra  c  jufqu'â la  circonférence  j  &  Ton  aurai^£  (cc)^=.AB'k 
B^  (ab) .  P*où  Toij  voit  que  fi  l'op  ayoit  xx=saby  on  trou- 
veroit  de  la  même  manière  la  valeur  de  x,  car  faifant  AB 
5=^,  &  BB  =  ^j  BE  fera  égale  à  x,  étant  moyepne  pro- 
portîonelle  entre  AB  (a)  &  BB  (b). 

Si  l'on  avoir  xx^=^aa  —  bb^  on  trouveroît  de  même  la 
valeur  de  x ,  en  faifànt  AB  =  ^  h-  ^ ^  &  BB^=^a — b^  car 
BE  feroît  égale  A  x^  puifque  BÉ(xx)^=stAB  x  BB^asiaa 
T-  bby  &  x=^y/aa  —  bE. 

}L^i.  On  peut  itocore  trouver  àç  cette  autre  manière  la  valeur 
de  X  dans  l'équation  xx^szaa^^  bb.  U  faut  faire  AB  ^ssa, 
tracer  «un  demi  icercle  fur  le  diamètre  AB  (a)i  &  après 
avoir  ouvert  le  compas  de  la  grandeur  de  la  ligne  AE^ 
^u'on  fuppofe  égale  i  byU  mis  une  des  pointes  fur  l'extrê- 
UÛcé  Af  il  fduic  marquer  le  point  E  où  Taocre  pointe  coupe 

la  demi^ 
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la  demi. circonférence,  &  tirer  EB y  ce  fera  la  valeur  de  xî 
car  E£  (xx)  ^ÂS(aa)  —  "ae  (bb)i  &  x  ^y/aa  —  bb, 

292.  Quand  on  a  Téquation  xxssaa^tà,  on  trouvera  la 
/     valeur  de  x^  en  faifanc  un  angle  droit  ^E£  des  deux  lignes 

^Ey  EB,  dont  on  fùppofe  la  première  égale  â  ^^  &  la  féconde 
égale  a  ^;puis  tirant  Thypothenufe  uiBi^zt  les  extrémités 

ji  Byàt  ces  lignes ,  j4B  fera  la  valeur  de  a:  j  car  j4B  (xx) 

8=  Â£(aa)  -i- EB'(tb)i &  x «=  yûa^HiS. 

V  1 1 1. 

Réfilution  géométrique  des  équations  du  fécond  degré. 

Première     manier  £. 

293.  TOuT  E  S  les  équarîons  du  fécond  degré  peuvent  fe  refou- 
dre géométriquement  par  les  Corollaires  précedens  ^  c'eft-. 
à.dire^  on  peut  trouver  les  deux  valeurs  en  lignes  de  Tin-l 
connue  de  ces  équations  ^  car  toutes  ces  équations  peuvent 
ïè  réduire  à  cette  formule  xx  '±:dx  -±2  ce:=ssiO'y  d ^ Cj  e, 
repréfcntent  des  lignes  données  dans  les  Problêmes  de  ces 
équations.  Or  il  faut  réduire  le  terme  connu  ce*iun  quarré  ^  190* 
^^,  &  la  formule  fera  xx  ±:  ^jc  i:  ^^  =  o.  Il  faut  faire  éva- 
nouir le  fécond  terme,  en  fuppofant  x  =  zj+^^di  &  l'on 

aura  la  transformée  z^=» jddlr66y  6c s^^=i '±iy/^dd^bb. 
On  trouvera  la  valeur  de  j^par  le  fepciéme  Corollaire,  à 
laquelle  ajoutant  la  ligne  =:|-^/j  quand  le  fécond  terme 
a  — ,  &  en  retranchant  [  ^^  quand  le  fçcond  terme  a  -4-| 
Ton  aura  la  valeur  de^x» 

Seconde      manière. 

-94'  Po  u  R  rendre  cette  réfolutîon  plus  diftinfte ,  on  réduira 
toutes  les  équations  du  fécond  degré  d  ces  quatre  formules, 


• 

U 

=ip.    x  = 

première  lacine. 

• 

La  Seconde  raane. 

!"•,  XX— rfX W  = 

^J-i-V^dd-i-bb.    Xs 

_       Ld^y/i.dd-^bb. 

2%  XX  ^dx  —  ^^  = 

=  0.     X3== 

X.^\d^\/^àd^bb.   X  = 

^^Ld^y/Ldd-k-bb. 

3%  XX  —  dx^6b= 

=  0.  xs;; 

yd^y/Ldd~-bb.  xï 

=>       i'^—y/^dd-^bb. 

4%  XX  ^dx^66:s: 

=0.  x=- 

■^-^U^V^dd-^bb.  *= 

^f-id-'V^dd'^bb. 

Tome  IJ. 

C 

i8  Analyse    demontr e*e; 

Pour  trouver  Iqs  valeurs  géométriques  des  deux  racine* 
de  la  première  &  de  la  féconde  formule  y  dont  Tune  eft 
f  10.11.  pofitîve,  &  Tautre  négative ,  i^  on  tirera  la  ligne  CD  égale 
a  là  moitié  de  la  liene  repréfentée  par  d  dans  les  Problêmes 
exprimez  par  ces  deux  équations  j  c*eft-à-dire^  on  fera  CD 
^z\d.  x^.  On  élèvera  la  perpendiculaire  DE=»b.  30.  Du 
centre  C  avec  l'hypothenufe  CE,  on  tracera  la  demî-cîr- 
conference  AEB  ^  &  on  prolongera  CD  de  côté  &  d'autre 
jufqu'à  la  circonférence  ^  &  AD  fera  la  racine  pofîtive  de 
la  première  formule,  &  DB  fa  racine  négative.  Et  au  con- 
traire  DB  fera  la  racine  pofîtive  de  la  féconde  formule ,  & 
AD  fà  racine  négative.  , 

C^r^  AD  ^=zCD{^\d)  ^CA  ou  CE  y  ouy/—"-^—^ 

{}/^dd^6é)i  ainfiy^D  ^jd^^d-^Vldd-^éi'.&cDB^r: 
—  CJ5  0U  — C£^  on^V—'-^—^i^\/^ddTTf)^CD 

(^.|^).aînfi  DB=^x::^^id-^V\dd^66yicvourlx 
féconde  formule,  il  faut  prendre  la  racme  négative  du  côté 
deD>^,&ronaurax=~>I)^  =  — DC(— 1^)  — C^ 
ou  —  CjB  (  — v^i^^T?)^  &  la  pofîtive  x=sH-jD-S=d 

4.  C^  ou  *  CE  {^V^dd^U  )  ^  CD  (— è^). 

Pour  trouver  les  valeurs  des  deux  racines  de  la  troifiéme 
&  de  la  quatrième  formule,  1^.  Il  faut  faire  le  diamètre  AB 
de  la  demi-circonference  AEB=s:di  aînfi  CA  ou  CE  ou  CB 
^sss{d.  1^.  Il  faut  élever  BF  perpendiculaire  fur  AB  à  Tex- 
trêmité  B  i  &  faifant  BF  =  b ,  mener  par  F  la  ligne  FE 

{)arallele  iBA.  3°.  Abaiflèr  par  le  point  E  où  elle  rencontre 
a  demi-circonference ,  la  perpendiculaire  ED  au  diamètre 
qui  le  rencontrera  en  un  point  D  >  AD  fera  la  première 
racine  pofîtive  de  la  troifîéme  formule  j  DB  fa  féconde  ra- 
cine pofîtive.  De  même  AD  fera  la  première  racine  néga- 
tive de  la  quatrième  formule,  &  DB  fa  i^  racine  négative 

CzT  x^  AD  =  AC  {^kd)  H-  CJD  ou  H-  v^— ^_— ^ 
{^y/\dd^bJ)s  &  x=^^DB^^CB  {^kd)  ^CD 
^^  —  "^ct—EDi —  y/^dd  —  bb).  Pour  la  quatrième  for* 
mule,  la  première  racine  négative  eft  x=: — AD=: — CA 
(  — 1^)  .-Ci)  ou  — v^^^3:j^(  —  v^ii^-.^^l>&  la 
féconde  racine  négative  x=5— -  DB  ^si'^  ^^  (  —  1^) 


l  i  v  il  b    viii.  i^ 

Remakc^ce. 

tjj,  QUand  dans  la  réfolution  des  deux  dernières  formules 
JSF{S)  furpalTeC^d^/)  la  parallèle  ^^  ^^  diamètre  ^^  (^) 
ne  peuc  pas  rencontrer  la  demL  circonférence  j  &c  dans  ce 
cas  le  Problême  eil  impoffible,  c'eft-â  dire  il  renferme  con. 
tradiâion  ^  ce  qui  fait  voir  le  parfait  raport  de  rAnalyfè  à 
la  Géométrie }  car  dans  ce  cas  où  t  furpa(Ie^</^  6i  furpaflè 

i^;  &  Vjdd — ié  eft  une  grandeur  imaginaire  j  ainfî  dans 
ce  cas  les  deux  racines  de  la  troifiémefic  de  la  quatrième  for- 
mules font  imaginaires. 

Dans  le  cas  où  5 JF  (^)  =:  CD  (|i/),  la  parallèle  FEnt 
rencontre  la  demi  -  circonférence  qu'en  ce  point  E ,  d*où 
menant  la  perpendiculaire  ED{i)y  elle  tombe  au  centre  Ci 
alors  les  deux  racines  font  égales ,  éc  valent  chacune  j4C  {jd)  ^ 

dans  ce  cas  V^dd  —  ^^  =  03  &  chaque  racine  efk  égale  i 

Exemple      II. 

x^6.  jiBDE  eft  un  quadrilatère  infcrît  dans  un  cercle,  pour  Fx«.nr, 
y  trouver  des  triangles  femblables  qui  faffent  découvrir  les 
proprietez  qui  lui  conviennent  ^  il  faut  tirer  les  diagonales 
j4D,  BE,  &  la  ligne  BF  qui  falTe  au  point  D  Tangle  EDF, 
éeal  à  Tangle  ADBi  &  Ton  aura  1°.  le  triangle  AD£  fem* 
blable  au  triangle  EDF  î  car  l'angle  ADS  eft  égal  par  la 
fuppofitîon  â  Tangle  EBF  ^  &  les  angles  BAB^  BEF  font 
égaux  9  ayant  chacun  pour  mefure  la  moitié  de  Tare  BB^ 
%^.  Les  triangles  ABE^  BBF  font  auflî  femblables,  parce- 
que  les  angles  ABE,  BBF  font  égaux ,  contenant  chacun 

les  angles  BBA^  EBF  égaux  par  la  fuppofition  j  &  de  plus 
Tangle  commun  FBA,  &  les  angles  BAB^  BBF  font  auffi 
égaux,  ayant  chacun  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  BE. 
.  Suppofant  à  prefent  AE^=s^a^  AB^=sihy  BB^ss^c^  B£ 

cszdy  ABtsse,  BEz=ify  FEassxi  par  confequent  BF, 
s=  BE  (/)  —  FE(x).  L'on  aura  à  caufe  des  triangles  fem- 
blables ABBy  EBF,  AB  {e).BE{d)  :;  AB(h).  EF  {x)i 
d*où  l'on  déduira  cette  première  égalité  ex^ss^bd.  L'on  aura 
auffi  i  caufe  des  triangles  femblables  ABE^BBF ,  BF 
</—  k).  AE{a)\xBB\c).  AB ( ^) î  d'où  l'on  déduira 

.     Cij      / 


lo  Analyse    demontre'e. 

cette  féconde  égalité  ef — ex^=ac.  Ajoutant  ces  deux  éga- 
litez,on  xvoxxvq  AB  x  BE{ef)^ssiAExSD{ac)^  AB  x 
DE{bd)  ;  c'eft-à-dîre  quUn  tout  quadrilatère  infcrit  au  cercle^ 

le  reHangle  des  diagonales  AD  x  BE  {ef)yefl  égal  k  la  fom- 
me  des  re^angles  des  cbtex^oppofex^  AE  x  BD  '^  AB  x  DE 
{ac-^bd)^  qui  eft  une  propriété  de  ce  quadrilatère  qui  ferc 
dans  la  trigonométrie* 

Exemple     II  L 

^  FiG.iv.P  A  R  T  A  G  E  R  une  ligne  donnée  AB  (^)  en  deux  parties 
297.  ACy  CB^  en  forte  que  la  partie  ^C  foit  moyenne  propor- 
tionelle  entre  la  ligne  entière  AB  &  la  partie  CB. 

Soit  la  partie  inconnue  que  Ton  cherche  AC=iXy  aînfî 
CB^=a  —  AT  5  &  par  les  conditions  du  Problème  l'on  aura 
A  S  {a).  AC{x)  ::  AC{x).  CB  {a^x)i  d'où  Ton 
déduira  Téquatiôn  aa  —  ax  =  xx^  ou  xx  ■+■  ^x  —  ^^  =  o» 

^  On  trouvera  la  valeur  pofitive  dex  =  -^Y^*»-v^^^^-H^^> 
ou  —  i^  -4-  V{aa^  en  faifant  (  iîg  x.)  CD  ==  i  ^^  la  perpen- 
diculaire DE  s=  a  3  traçant  du  centre  C  avec  Thypothènufe 
CE  prîfe  pour  rayon  Tare  BE^  &  prolongeant  CD  jufqu'à 
farcen^^carD^ferarsxss-i-CS  ou ^- CE (-i- y/^aa -1- aa) 
_  CD  (  —  î ^)  =  -^C'  (  fig-  4.  )  que  Ton  cherchoît. 

Avertissement. 

QjEs  Exemples  fuffifent  pour  faire  voir  Tufàge  de  TAna- 
lyfe  dans  la  Géométrie  fîmple  3  il  fera  plus  utile  de  faire 
voir  Tufage  de  TAnalyfè  dans  les  fciences  Phyâco-mathe- 
matiques  qui  fervent  â  perfeâionner  les  Arts^  &  dans  la 
Géométrie  compofée  ^  c'eft^àrdire ,  dans  la  fcience  des  hgnes 
courbes.        * 


LivreVIII.  xi^ 


SECTION     IL 

Oè  Ton  fait  a/oir  tufage  de  VAnAlyfe  dans  les  fiiences 
.   phyfico^mAthemAtiques  qui  fervent  k  perfeBionner 

les  Arts. 

yfage  de  l'Analyfè  pour  réfoudre  les  Problèmes 

de  l'arc  de  jetcer  les  Bombes. 

^       Principes  que  ton  frpfofefris  des  traitexjiu  mouvement. 

Définitions, 

I. 

a 9 8.  On  fuppoferala  maflè  du  mobile =1»,  fk  yîcefles»t;,  la 
longueur  parcourue  =s/,  le  temps  employé  à  parcourir  cette 
longueur  = /^.  Quand  il  y  aura  difFerentes  mailès^  viteflès, 
longueurs ,  temps ,  on  marquera  les  maflës  différentes  par 
des  m  difFerentes,  &  de  mêitie  lès  vitefTes,  les  longueurs 6c 
les  temps. 

IL 

x^$.  La  quantité  du  mouvement  eft  le  produit  de  la  maflè  par 
la  vitefleyc*eft-à-dîre  mui  mais  pour  ne  pas  multiplieriez 
diffîcultez ,  on  ne  confiderera  dans  la  fuite  qu'un  même 
mobile  y  ainfi  la  quantité  ou  la  force  du  mouvement  fera  fa? 
viteflè. 

,    I  I  L 

^  00.  ^  Le  mouvement  égal  ou  uniforme  eft  celui  dont  la  vftefle 
demeure  la  même  pendant  la  durée  du  mouvement.  Le 
mouvement  acaUré  efl  celui  qui  à  chaque  infbint  de  fa  du« 
rée  reçoit  une  nouvelle  augmentation  de  vitefTe^  le  mouve^ 
vement  retardé ^  celui  qui  perd  à  chaque  inftant  une  partie 
de  la  vitedë  qu'il  avoit  :  Le  mouvement  uniformément  ou 
^  également  accéléré  on  retardé^  celui  qui  à  chaque  inftant  re* 
çoit  une  égale  augmentation  ou  perd  une  égale  quantité  de 
ia  vitefle.  Comme  on  ne  parlera  ici  que  du  mouvement  ac^ 
celeré  ou  retardé  de  cette  dernière  manière ,  on  le  nom- 
mera amplement  mouvement  acQ^leré  ou  retardé.. 

C  iiji 


xz  Analyse   dimontke'e. 

Suppositions  qtj'il  faut  se  rendre  familières, 

I. 

pour  cçmfdnr  enftmble  les  mcMwmens  un^ormes. 

301.  D  A^N  s  les  mouvemens  uniformes  la  vkefle  eft  égale  d  la 
longueur  parcourue  divifée  par  le  cemps  employé  â  la  par-^ 
courir,  «  =  75  par  confequenc  /=:i.,  &/==/»• 

50X.  Par  confequenc  quand  les  mouvemens  uniformes  fbnc 
difïerens,  V.  u::  ^.  -f:;  Lt.  iTiUT.  t::^.  ^..Zu. 

Ir  :r  f .  ^}  &Z-/  ;:  TF'.  tu::  '^.  ^. 

303.  II  fuît  de  là,  i*.  que  quand  ^  =  «  5  ^  =  i,  &Z. /;; 
T ,  r ,  ce  qu*il  faut  bien  remarquer ,  &  que  Zt=.  IT. 

304.  1^.  Que  quand  T^=^ti  Z.l  ::  V.  »,  ce  qu'il  faut  bien 
remarquer,  &  que  Zu  =  IV. 

305.  3^'Que  quand  Z  =  /î  V.  %  ::  t.  T,  &  que  VT:s=iUU 

IL 

Sur  la  fefanteur. 

30^.  La  pefànteur,  donc  on  n'examinera  point  ici  la  caufe ,  faîc 
qu'un  corps  pefanc  en  defcendanc  libremenc  depuis  le  repos^ 
acquière  à  cous  les  inftans  de  la  chute  d^s  degrez  égaux  de 
vicefTe.  L'on  n'aura  ici  nul  égard  à  la  refiftance  de  l'air  ^ 
l'expérience  faifant  connoitre  qu'elle  n'apporte  pas  de  chan* 
gement  confîderable  a  un  corps  très  pefant  comme  l'eft  une 
bombe.  C'eft  pourquoi  on  fuppofera  que  les  degrez  de  vi* 
tefTe  que  le  corps  pefant  acquiert  pendant  chaque  inftanc 
de  fa  chute ,  fe  confervent  entiers  dans  les  inftans  fuivans 
de  la  chute ,  pendant  lefquels  le  mênie  corps  en  acquiert 
toujours  de  nouveaux.  De  forte  que  partageant  la  durée  de 
la  chute  en  trois  temps  égaux ,  dont  chacun  foit  ass  / ,  le 

f Premier  degré  de  viteflè  s'acquiert  depuis  le  repos  jufqu'i 
a  fin  de  it^ia  il  efl;  tout  acquis  â  la  fin  de  ir/&  il  demeure 
entier  dans  les  deux  temps  fuivans  ^  pendant  le  fécond  temps 
le  corps  pefant  acquiert  un  fécond  degré  de  vitefTe  égal  au 
premier^  &  ce  fécond  degré  efl  tout  acquis  â  la  fin  de  %ti 
&  le  mobile  a  deux  degrez  de  vitefle  acquife  à  la  fin  de  zt. 
Le  troifiéme  degré  de  vitefle  s'acquiert  pendanc  le  croifiéme 
cemps  3  &  il  tîk  tout  acquis  à  la  fin  de  3/^  &  alors  le  corpi 
pefanc  a  crois  degrez  de  vîtef][è  acquijfe. 


LivileVIII.  ï^ 

III. 
Sur  les  meuvtmens  acceUrex^ 

ioy.  LEs  longueurs  parcourues  par  un  même  corps  qui  defcend 
librement,  prifcs  chacune  clepuis  le  repos,  font  entr'elles 
comme  les  quarrez  des  temps  employez  à  les  parcourir  j 
elles  font  auflî  entr'elles  comme  les  quarrez  des  viceflès 
Acquifes  à  la  lin  des  temps  employez  à  parcourir  ces  lon- 
gueurs. 

Par  exemple  un  corps  pefanc  tombant  librement  depuis  fio.v* 
le  repos  ^,  parcourt  ^£  pendant  1 1  ;  AC  pendant  1 1  i  AD 
{tendant  5/;  ^£pendanc4/.  La  viteflèacquifcàlafinde  it 
efts;  àlafin  de  z/,elleeft  i«}  à  la  fin  de  3/,  elle  efl:  3»j 
à  la  fin  de  4 j,  elle  eft  4». 

AB.AC'.t  \n.  4/<  ;:  i««.  ^u.Xi^-^hmt  AC.  AD  i: 
^tt.$tt.::^u.  9«».  De  même  ^D.  AE::  9/r.  i6tf::9au. 
i6uu.  De  même  .«^C.  AE::  ^tt.  \6tt::^u.  i6«r»,  &c. 

Ainfi  nommant  Z  une  longueur  parcourue  depuis  le  re- 
pos  j  Tj  le  temps  employé  â  la  parcourir }  ;^,  la  vitcllè  acquife 
d  la  fin  de  ce  temps  j  Sx.  l  une  autre  longueur  parcourue 
depuis  le  repos j  t,K  temps  employé  à  la  parcourir^  «^  la 
vitefle  acquiiè  â  la  fin  de  ce  temps  j  on  aura  cette  expreffioa 
générale  de  la  troifiéme  fuppoficion  X .  /  :  :  TT.  ft  :  :  VF'.  ««. 

•  Corollaire. 

508.  J)'OÙ  il  fuit  que  dans  les  mouvemens  accélérez  K.  «.-.VZ 
»y/l  ::T .  t.  Par  confequent  dans  les  mouvemens  accélérez 
on  peut  exprimer  les  viceiTes  par  les  racines  des  longueurs 
parcourues  depuis  le  commencement,  ou  depuis  le  repos  j 
on  peut  auin  exprimer  les  temps  par  les  racines  des  mêmes 
longueurs  j  puifque  ces  vitefîès  (ont  entr'elles,  &  ces  temps 
entr'eux  comme  les  racines  de  ces  longueurs  ;  ainfî  f'ss  VX^ 
»=V/,.&demême  T^VZ,  t=siy/T. 

IV. 
Sur  les  mouvemens  retarde!^ 

509.  Un  corps  pelant  qui  eft  pouïTé  verticalement  de  bas  en 
haut  avec  une  vicefle  quelconque  toute  acquife ,  perd  à  cha- 
que inflant  de  la  montée  un  degré  ^g  fa  vitefle  égal  à  celui 
qu'il  acquiereroit  à  chaque  inftant  -«  iefcCi^^*^^  ?  jufqu'à 


\ 


££  Analyse  DEMONTR e'e. 

ce  que  l'aûîon  de  la  pefanceur  lui  aie  faic  perdre  au  dernier 
înftant  de  fa  moncée  le  dernier  degré  de  la  vitefle  avec  la- 
quelle il  a  voie  été  poufTé  en  haut  ^  après  quoi  il  recombe  libre* 
ment  par  Taûion  de  la  pefanteur.  Les  longueurs  que  les  vî- 
tefles  qu'il  perd  (en  partageant  en  temps  égaux  la  durée  de  la 
montée  )  Tempêchent  de  parcourir ,  priles  depuis  le  com- 
mencement, lont  entr'elles  comme  les  quarrez  des  temps, 
&  auflî  comme  les  quarrez  des  viteflès  perdues  j  c*elt-à-dire, 
nommant  —  Z  la  longueur  prife  depuis  le  cômmencemenc 
de  la  montée,  qu'empêche  de  parcourir  la  viceflTe  perdue* 

—  /^  au  corps  pefant  pouffé  en  haut ,  pendant  le  temps  T^ 
cft  à  une  autre  longueur  —  /  prife  auflî  depuis  le  commen- 
cement qu*empccne  de  parcourir  la  vîceilè  perdue  —  u 
pendant  un  autre  temps  t^  comme  TT  itty  fie  comme 
yy  i  uu\  ainfi  — ^,  — l ::TT .tt ;:  W .uu\^  —  •X, 

—  V^/;:  — V .  — u  ::  T.  t. 

J^our  comparer  la  mouvemens  acceler^r:^  é*  retardeK^ 

avec  les  uniformes. 

3  lOt  C/N  corps  pefant  étant  defcendu  depuis  le  repos  pendant 
un  temps  quelconque  T  de  la  longueur  L  en  acquîerant  la 
vîteffe  V^i  fi  dans  le  même  temps  T,  il  eft  mû  uniformé- 
ment félon  une  direftioa  quelconque,  foit  verticale,  foît 
horizontale  ou  inclinée  avec  la  même  vîteflè  V^  toute  ac- 
.  quîfe,  il  parcourera  une  longueur  iZ  double  de  la  première 
Z.  On  peut  appliquer  la  même  propofîtion  au  mouvement 
retardé. 

Co&OLLAIKES^ 

I. 

3 1 1,  jP  P  U  R  réduire  les  mouvemens  accélérez  pu  retardez  au^ 
uniformes ,  il  faut  prendre  les  viteffes  des  mouvemens  accCr 
lerez  toutes  acquifes,  &  \qs  concevoir  comme  demeurant 
uniformes  j  &  fî  l*on  prend  les  mêmes  temps,  il  faut  doubler 
les  longueurs  parcourues  par  Ja  vitefle  qui  s*acquîeroit  dans 
le  mouvemjent  accéléré.  Ainfî  dans  le  mouvement  accélère 
la  vicefle  V  qui  s*acquîerpît  faîfoît  parcourir  la  longueur  Z 
dans  le  temps  Ti  pour  le  réduire  à  Puniforme,  il  faut  con- 
cevoir que  la  même  vîteflè  f^  toute  acqnifè  fera  parcourir 
»Z  dans  le  même  temps  T. 

Par 


IL 

jîi  1.  Par  confequent  la  même  vitefle  J^  toute  acquife  fera  pan. 
courir  la.  même  longueur  Z  dans  le  mouvement  uniforme 
idans  la  moitié  du  temps  T  i  c'eft-â*dire,  dans  le  temps -L  T3 
elle  fera,  dis-je,  parcourir  la  même  longueur  Z  qu'elle  fe- 
roit  parcourir  dans  le  mouvement  accéléré  pendant  qu'elle 
s'acquieroit  dans  le  temps  entier  T.  XDar  puifque  la  viteflè 
acquiiè  ^dan6  le  temps  T'feroit  parcourir  2Z  dans  le  mou^ 
vement  uniforme  ^  dans  le  même  mouvement  uniforme,  elle 
fera  parcourir  Z  moitié  de  iZ  dans \T^  qui  n'eft  que  la 
moitié  du  temps  T^  pendant  Jequel  la  même  longueur  Z 
feroit  parcourue  dans  le  mouvement  accéléré  pendant  que 
la  vicefle  P^  s'acquiert. 

Il  faut  s'appliquer  à  concevoir  clairement  ce  fécond  Co- 
rollaire ,  &  le  le  rendre  bien  familier  pour  n'être  pas  em. 
-  barrafTé  dan^  la  fuite  :  carx:'eft  celui  qui  n'étant  pas  bien 
xonçu^fecoit  de  la  diffiotké  au  Ledeur, 

IIL 

313,  Si  un  corps  pefant  en  defcendant  librement  depuis  le  rè-  i^o.Vâ 
»os  au  point  ^ ,  &  parcourant  la  loneueur  ^£(Z),  acquiert 

vitefle  f^dans  le  tems  T'^&qu'iîfoit  repouflé  en  haut 
de  E  vers  -/^ -avec  la  même  vitefle  toute  acquife  ^,  il  efl: 
évident  que  ù.  pefanteur  lui  fera  perdre  dans  un  temps  égal 
au  premier  T  fit  vitefle  ^,  &  que  cette  vitefle  f^  (èra  détruite 
paf  raâion  de  la  pefanteur  preciiément  i  la  fin  du  temps  T. 

î  y. 

3 14.  ^uppofé  qu'ira  corps  étant  defeendu  par  le,  mouvement  fi#.v. 
accéléré  de  la  pefanteur  depuis  le  repos  en  u4j&c  ayant  par- 
couru  la  longueur  AE{Z^  en  acquérant  la  viteflè  P^  dans 

le  temps  T^  (oit  repouflc  de  JE  vers  ^  avec  la  même  viteflè 
toute  acquife  /^,  &  remonte  par  un  mouvement  retardé  à 
caufede  iâ  pefanteur^  il  remontera  precifément  à  la  même 
hauteur  dans  le  même  temps  T  qu'il  avoît  employé  à  dcl^ 
cendre,  c'eft.à-dire,il  parcourera  en  remontant  precifément 
la  niême  hauteur  JE ^^  (Z)  dans  le  même  temps  7*3  &  il  ne 
fçauroit  remonter  plus  haut.  Car  avec  la  viteflè  P^  toute 
aoquife  il  re'monteroit  iZ  dans  le  temps  7"  *,  fi  elle  demeuroîc 
uniforme ,  &  que  le  mouvement  jie  fût  pas  reta%^  par  la 
pefanteur  j  mais  la  viteflè  P^  dans  le  temps  T  étant -entière-, 
inept  détruite  par  le  Corollaire  précedjent,  la  viteflè  perdue 
Tome  II.  D 


^ 


flO. 


7.6  AWAtYSÏ     demontre'e.  ^ 

Hans  le  temps  T  eft  —  y  cgak  à  la  viteflè  pofîtîve + JP%  & 
la  Jongueur  —  /  que  la  vîtefle  —  J^  empêche  de  parcourir 
en  ib  perdant  par  le  mouvement  retardé  y  efl:  à  la  longeur 
fJhZ  que  la  viicSh  ^J^  feroit  parcourir  en  s^acquierast  par 
le  mouvement  accéléré ,  comme  te  quarré  du  temps  /  dm 
mouvement  ret^dé  au  quarré  du  temps  7*  du  mouvement 
accéléré  5  &  encore  comme  le  quarré  de  la  jÎKiSs  «^  /^  au; 
?j«7-  quarré  de  la  vîtefle^JT.*— /.^Z--;tt-  TT::W.  Wi 
ic  comme  les  vitefles  font  égales  ^  les  temps  le  ibnt  aufli  ^ 
ic  —  l=^^Z:  Par confequent  paiique le  corps  en  remon^ 
tant  avec  la  vîteflê  acquife  ^^  parcourerok  iZ  ou  %£u4  dans* 
le  même  temps  T,  fi  le  mouvement  demeuroit  uniforme,  il 
ne  parcourera  que  Z  ou  EA  dans  le  mouvement  retardé  y 
puifqu'n  faut  ôter  —2  de  ^v-ïZ,  c'eft-à-dîre  — -^  J5^  de 
•4-  1  £^  >  &  fa  vitei}e  f^  étant  entièrement  détruite  par  1^ 
pefanteur  à  la  iîn  du  temps  T^  il  ne  oeut  pas  remonter  plus 
haut  que  EA  (  Z  )  >  d'où  il  étoit  descendu. 

y. 

$  I  si  Un  corps  pouâe  par  un  mouvement  uniforme  fuivant  telle 
direûion  qu'on  voudra  avec  la  vitefle  f^  qu'il  aurait  acquifef 

F16.  Vt  en  tombant  de  la  hauteur  ^E  (Z  )  dans  le  temps  T^  parcou* 
rera  iZ  dans  le  même  temps  Ty&c  4Z  dans  %Ti  &  dan^  le' 
mouvement  retardé ,  s'il  eût  été  pou  (le  en  haut  avec  la» 
même  vîteffe  ^,  il  n'auroit  remonté  pendant  le  temps  T 
que  la  hauteur  Z^àc  eniuite  retombant  par  la  peÊineeur  dan» 
le  fécond  temps  T  égal  au  premier ,  il  auroit  parcouru  1^ 
même  hauteur  Z^  &Teroit  arrivé  a»  point  d'où  oif  Tàuroir 
poufTé  en  haut }  c'eft-à-dire  qu'avec  cette  même  viteiTe  f^ 
dans  le  temps  T  de  la  montée  Z  du  mouvement  retardé  y 
le  corps  parcourera  deux  fois  Z  par  le  mouvement  unifor-r^ 
^  me  5  &  dans  le  temps  de  la  montée  &  de  la  defcente  du  mou^* 
v^ment  retardé  &  accéléré  ^  il  parcourera  quatre  fois  Z  p.aar 
le  mouvement  uniforme: 

S I X I  B*  M  £    Sut  Tgo  s  ir  i  o^. 
Sur  Us  mûÉÊvamens  Cûfnfo/és^ 

î  ï  ^.  U  N  corps  A  eff  pouflë  en  même  temps  par  d^eux  forces; 

ixG^vL  runefoîviwt  la  direûion^^^  l'autre  fuivant  ^D,  qui  fonr 
Tangle  quelconque  BAl>y  de  manière  que  U  vitefle  que 
donne  }a  première  ibit  i  la  viteUe  que  donne  la  iècotule  dan» 
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le  même  temps ^  comme  ^B  eft  à  ^D  ;  fi  l'on  achevé  le 
parallélogramme  £jD^  &  qu'on  tire  la  diagonale  ACy  cette 
diagonale  jiC  marquera  le  chemin  que  tiendra  le  mobile , 
la  liCHlgueur  qu'il  parcourera  dans  le  m^me  temps ,  &  la 
^it^c  qu'il  aura  reçue  des  deux  forces  ;  c'èft  à^ite  j4£  eft 
à  AC  comme  la  viteflè  fuivant  AB  eft  â  la  vitellë  Taivanfc 
jiC^  &  de  même  la  vkejûle  fuivant  AD  eft  â  la  vitefTe  fiii«*  . 
vant  AC^  comme  AD  ou  fon  égale  JBC  eft  â  AC^  &  il  par* 
coureroit  chacune  de  ces  trois  lignes  en  de$  temps  égaux 
i^yw  la  viteiTe  relpeâive  qui  leur  convient. 

CO&OLLAIILES.. 

517^.  QUand  un  corps  A  parc<mrt  l*hypothenufe ^C  d'un  fî^.vnt 
triangle  reâangle  ABC  d'un  mouvement  uniforme,  fà  vitef^ 
fe  peut  iBtre  regardée  comme  venant  de  deux  forces  qui  lui 
^lonneroiMit  des  viceiles  fuivant  les  deux  côtés  qui  feroiene 
«ntr'eUes  comme  AS  &  JBC^  &  qui  lui  fcroîcnr  parcourijf 
iêpafi6meiic  ces  cocés  dans  le  m£me  temps  qu'il  parcoure 
AC. 

l  I. 

518.  Qjiafid  im  corps  A  va  rencontrer  obliquement  un  plan  fio^vii, 
ou  une  ligne  ^Cau  point  Cfuivant^C^en  tirant  d'un  poînt^^ 
pris  fttr  AC  h  perpendiculaire  AB  à  BC ,  $c  prenant  AC 
foM  exprimer  la  force  totale  ou  la  vitefle  totale  du  mobile  ^^ 
AB  esiprimerâ  Tefiort  de  ce  mobile  contre  BCj  ou  la  viteifë 
^avec  la(|aeUe  il  pouCe  BC. 

PROBLEMEL 

iff^  Le  côté  ^^ (^) du  triangle  redangle^^^C  étant  fuppofé  Ft«.vn, 
»ertîcitJ,^C.ôeé5C(^)  horizontal, &  l*hypothenufe^C(f) 
^ncKnéefar  l'horizontale  ^JC.-foppofant  qu'un  mobile  foit' 
gonfle  d^  A  eu  B  avec  U  vitefTe  qu'il  auroic  acquife  par  le 
mouyemeat  accderé  en  tombant  depuis  le  repos  de  la  hau- 
teur BA  dans  le  temrps  Tj*^  parcotirre  d'un  rHouvement? 
uniforme  AB  avec  cette  vîteflè  acquife aec ^AB *{M  ^^^^  *  î««-^ 
le  temps ir*:  Trouver,  I^  de  quelle  hauteur,  qu'on  nom-  •  511. 
mera  x ,  îl  devrdt  tomber  pour  acquérir  la  vîteiTc  v'x*,  avec  *  ps. 
laquelle  il  parcourera  dfun  mouvement  uniforme  te  côté 

BC{lt)  da«s  ie  temps  l  T- 1\  De  quelle  hauteur^ 

D  î  j 


%S  ANAjyffB   .  D  EU  ON  T  RE'e. 

qu'on  nommera  y  y  il  devroit  tomber  pour  acquérir  la  vîteflt 
»  30S.  Vy  *  avec  laquelle  il  parcourera  d'un  mouvement  uniforme 
rhypothenulè  AC{c)  dans  le  même  temps  ^  T^ 
Réfolution.  Le  temps  cunt  égal,  c'eft^à-dire^T',  i<>.  ^^  {a)^ 

&  X  =  ^  =  ^^J^/^ .    C^  f  «'//  /ii//^/>  premièrement  trouver. 
•jof.  «^  ^JÎ(^)/-^C(r)  ::  v^y^5(V^),  v>*.  Dbnc  ^vyrssfV'^^ 
&^^5—  L^&jf  =  ^=  -^—^^  Ce  qu'il  fallait  fetondemenr 
trouver. 

tio.  VII.      Réfolution  géométrique.  Il  faut  mener  par  le  point  C,  CH 

perpendiculaire  i  j4C^  &  le  point  H  où  elle  rencontrerai 

^x%%.  AB  prolongée,  déterminera,  i^.  J/f =*££^  =  i^=;^,. 

C    O    K    O    F    L   A   I    R    E; 

3  2X).  Si  1*01^  tire  dans  un. demi  cercle  ACEGH^  dont  le diameî 
Ix«.  VIII.  tre  HA  eft  vertical ,  de  tous  les  points  C,  J£.,  G  de  là  demi^ 
circonférence  des  perpendiculaires  CJS^  MV^GJF  &c.  au 
àiametre  f/-^^  &  les  cordes  CA  ^  CHy  EAy  EH  y  ÇA,, 
GHy  &c.  de  chacun  de  ces  points  aux  extrêmitez  du  dia- 
mètre,, on.  aura  autant,  de  triangles  reûangles  qu'il-  y  a  de 
points  dans  la.  demi^circonference  ^  &  ce  que  Ton  a  dit  du 
triangle  reâangle.^^C^,  convient  â  chacun  de<:es  triangles^^ 
Ainfî  nommant  d  le  diamètre  HA'>  x, .chacun  des  cotez- 
ver  ticaux,  ASy  AU  y  A  F  y  &c.  de  tous  les  triangles  le  refte. 
du  diamètre  iï^5,  HB  y  HFy  &c,  fera  =ssi/ — x  3  chacune 

•i88.  des  hypothenufes  ACy,AEy.AG^  &c.  fera = v^^x  *  jchacun; 

fx%7,  des  cotez  horizontaux  SCy  DEy  FGy  Sic.  krz^^Vdx — xx.* 
La  viteâè  acquifepar  le  mouvement  accéléré  dans  le  temps  T 
pour  faire  parcourir  chaque  côté  vertical  x  d*un  mouvement 

»  ^lu  uniforme  dans  le  temps  ^  Ty  ftra  Vx  *  j  Vd — x  fera  la  vitefle 

frour  faire  parcourir  chaque  côte  horizontal  Vix  — xx  dansr. 
c  même  temps ^Tî  &  v^rffera  la  vitefle  pour  faire  parcou^ 
rir  dans  le  même  temps  ^T  chaque  hypothenufe  Wx. 

Application  di  ces  principes  à  Part  dé  jettes^  Ics-  Bombes.^ 

D    £    M.  A.  N    D    B. 

^11.  Si  une  Bombe  était  jettée  verticalement  par  un  mortier 
%\%.Nm^  fuivaat  la  lig^ne  verticale ^^K avec  quellç  force  de  poud 
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^n  voudra,  il  eft  évident  que  quand  la  bombe  feroic  montée 
^u  point  le  plus  haut  où  Tadion  de  fa  pesanteur  lui  auroit 
entièrement  fait  perdre  la  vite(£b  de  fbn  impulfîon  ,que  Ton 
£ippofb  êt>«  le  peine  Hi  elle  retomberoit  de  cette  même 
hauteuD  Mjétyttclhc  auroic  acquit  par  fa  peiànteur  en  arrîi. 
vant  àijt  point  j4  d*oi\  elle  éeoit  partie  precifément  la  même 
vitefle  avec  laquelle  elle  avoit  été  poufTce  par  la  force  de  kt  ; 
poudre  qui  Ta  voit  fait  monter  de  !k  en  H. 


D   £    s    I    M    I    T    1*0    N.' 


y  2:2:.  O'N  prendra  pour  U  mêfure  de  la  forte  de  la  pnSre  ou  de  la  Fia*  vinfr 
vitefle  qu'elle  donne  â  une  bombe  fuivant  quelque  direâiod 
AGy  AE  y  AG ,  &c,  que  ce  puifle  être,  la-  hauteur  HA  d'oùr 
fl  faudroit  que  la  bombe  tombât  librement  depuis  le  repo^ 
pour  acquérir  par  cette  chute  une  vitefle  égale  â  celle  airec 
laquelle  elle  efl:  pouflee  par  la  force  de  la  poudre»  Oa  rap:^ 
pelle  aufli  la  foru  du  jeu 

C  o  ti  o  L  t  A  ï  *:  if.' 

5^3.  £N  prenant  le  diamètre  HA  (  qu'on  fuppofe  vertical  )  du-  fi^  Via;' 
demi  cercle  HGECA  pour  reprélenter  une  force  quelcon-^ 
que  de  poudre ,.  toutes  les  cordes  ACyAEyAG^  &c.  menées 
à  tous  les  points  de  la  demi.circonference,.repréfenteronb 
toutes  lès  inclinaifons  qu'on  peut  donner  au  mortier  fur 
Thorizontale  AKyis,  par  conféquent  les  diredions  de  tous» 
les  jets  obliques  qu'on  peut  faire  par  cette  force  de  poudre. 
Nommanr^/  la  hauteur  HAi  x^lc  côté  vertical  AB^  AD^ 
AFy  &c-  des  triangles  redangles  ASCyABE^  ô6g.  quiont 
pour  hy pothenufes  les  jets  obliques  AC^  AE,  AG^  &c.  faits 
par  une  même  force  de  poudre  HA  3  les  reftes  du  diamètre 
SHyBH^FHjUc.  feront  exprimés  par  ^—x  3.  les  côté* 
horizontaux  dès  triangles  comme  £0^  BE^  EG^  êcc.  paj^ 

fdx  —  XX  ;  &  les  corder  .*^,  AEj  AG^  &c.  par  ^dx. 

La  vitefle  que  la  force  de  la  poudre  donne  par  chacune^ 
dès  cordes  .rfC^  AE^  &c.  eft  ^HA\^£)x^\  demeure  uni- 
forme  fuivant  la  direâion  delà  corde  pendant  tout^e  jeC  .  . 
Et  commt  cette  vitefle  unifbrrhe  eft  fuivant  Thypothcnufe 
\fdx  d'un  triangle  reftangle,  *  elle  peut  être  regardée  comme  *  517,. 
venant  de  deux  forces  qui  imprimeroient  â  la  bomfbe  Tune 
une  vitefle  uniforme  fuivant  le  côté  veïtkal  du  triangle  quf. 


I 
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c():  repréfentc  par  x^  &  l'autre  une  viccflè  auffi  uniforme  fuS, 
vant  le  c6cc  horizontal  ^dx — xxyic  ces  deux  vî t$ffes ,  pour 
faire  parcourir  chacune  leur  côté  da«s  le  m^mp  i^nip^  ^ 
doivent  iêtrç  ^une  à  Tautre  x:on}meces  p^té$,^eft4rd^re^ 
comme  x  çft  ii/dx-^xx.  Afin  que  ces  deux  vitefles  ayent 
entr'elles  ce  raport  des  cotés ,  la  viteflè  uniformf^  p9^r  |e  côté 
vertical  Xy  doit  être  égale  à  celle  que  ta  bombe  auront  acquife 

»  jij.  en  defcendant  depuis  le  repos  de  la  hauteur  x  %  aînfi  la  vîtcfle 
uniforme  par  le  côté  x  eft  ^ale  à  %/x  >  &  demeurant  unifor. 
me  par  ce  côté  x ,  elle  doit  le  faire  parcourir  dans  la  moitié 
du  temps  T' que  la  bombe  cmployeroit  à  tomber  de  lafaau^ 
f  eur  X  ;  &  la  vîteilè  uniforme  par  le  côté  horizontal  ^dx  r^-  xx, 
doit  être  égale  i  celle  que  la  bombe  auroit  acquife  en  tom- 
bant depuis  le  repos  de  la  hauteur  du  refte  du  diajxietre 

#51^  d — x*:ainfila  yiteflfe  uniforme  qui  fera  parcourir  le  çà%i 
horizontal ,  fera  exprimée  par  y/d —  x, 

La  vitelïè  ^d  fera  donc  parcourir  la  corde  ^dx  3  dans  1« 
même  temps  que  Ja  viteffe  y/x  fera  parcourir  le  côté  yertî- 
cal  Xy  &  que  la  vîtefle  y/d-^x  fera  parcourir  le  côté  hori^ 
zontal  y/dx  -mt  xjT,  en  les  fuppofanjt  toutes  trois  uniforipes^ 
&C  que  le  temps  pendant  lequel  elles  font  chacune  parpojurir 
les  trois  lignes  qui  leur  conviennent,  eft  1^  moitié  du  cemps 
que  la  bombe  eniployeroîc  4  defcendre  4?puis  ie  repos  de 
la  hauteur  du  côté  vertical  x.  Par  ponfequent  dans  ce  temps 
entier  ces  trois  vitefles  feront  parc&urîr  par  un  mouvement 

f  }co.  uniforme  le  double  des  lignes  du  triangle  reâiangle"^,  fie  ea 
deux  fois  ce  temps  entier,  le  quadruple  de  cps  mêmes  li. 
gnes  j  c^ed-i-dire  dans  le  te^ps  d^  la  chûtje  accélérée,  ou 
de  la  montée  retardée  par  x ,  elles  feront  parcourir  par  ua 
mouvement  uniforme  ie  double  de  ce$  trois  lignes  j  &  dans 
le  temps  de  ta  montée  &  de  la  chiite ,  le  quadruple  de  ces 
mêmes  lignes.  On  doit  fc  rendre  ces  chofes  familières  pou|^ 
entendre  facilement  les  Problêmes  fuivans^ 

P  RpB  ^.ÉME   Ih 

3^4*  La  force  delà  poudra  H^  étant  donnée,  par  exemple; 

f  u.Viii.  ^^  4<^o  toifes  j  trouver  pour  telle  înclînaîfon  qu'on  voudra 

donner  au  mortier  qu^on  fuppofe  au  pointa,  i^.  La  diftancs 

^0  Tur  l'hor^zQotajle  ^K  qui  eft  depuis  le  mortjkr  ^  jufqu'aa 
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^oînt  6  qui  eft  dans  la  verticale  OMN  où  la  bombe  eft 
pendant  le  jet  au  point  le  plus  élevé.  \^.  Trouver  la  diftance 
ho^rizk>]Ka]fe  ^iC  depuis  le  pointa  jufqu'au  point  JC  où  la 
lk>Mbe  retombera  fw  rhorîzontale  AK* 

Fouir  réibtidre  c6  Problème ,  je  remarqua,  t^.  Que  la  force 
^xx  pt  écanC  donnéef ,  MA  ((sf)eft  connue  5  &  concevant  HA 
divilëe'  err  40Ô'  partiQs  égales ,  elle  repréfentera  h  force  da 
fit.  Prenant  une  iilcliûaijfbn  du  lîiortîcr  déterminée  comme 
l'angle  CAK  que  ftât  le  mortier  avec  Hiorizori  AK^lx 
pofîtiotï  de  la  corde ^C  eft  donnée,  &  par  eonféquent  le 
point  C  où  etle  reiïcontre  la  demi  *  circonférence  ^  ainfî 

le  côté  yertîcal  AB{b),  rhorîzontal  SC{^db^bb.)  ITiy. 
pothenufe  AC[y/dh)  du  triangle  rcâangle  ^C^,  font  don- 
nés, i^  Qie  la  viteflepair  l*bblîque  ACt{k  s/ H  A  (Vd)y  qui 
demeure  uniforme  pendant  l6  jet  ^  que  fa  vitefle  par  Thori^ 

atoritale  JBC on  Vdb^bb,  eft  ^^HA^BA  [yfi^by,  & 

que  kl  vitefle  par  la  verticale  AB  ou  h^  eft  ^^AB  (v^^).  5».  Que  ' 
la  moitié  \  T  du  temps  T  que  la  bombe  employeroit  à  def- 
eendre  AB  par  fc  mouvement  accéléré,  ou  à  monter  AB 
dans  le  mouvement  retardé,,  cette  moitié  y  dîs.^e^|  T  eft  le 
temps  pendant  leqtfeï  dans  le  mouvement  uniforme  ces  trois 
Kgnes  du  triangle redangle  ^^Cfont  parcourues  parles 
titeifes  qui  leur  conviennent  j  ainfl  dans  le  teofps  entier  T 
de  k  montée  de  la  bombe  â  Tèndroit  le  pht^  uixst  du  jet  ^ 
les  flfêmes  viteflë^  feiront  parcourir  le  double  de  ces  trois» 
lignes  par  le  mouvement  uniforme  j  &  dans  le  temp&  %T  dtf 
fa  montée  &  de  la  de(cente  de  la  bombe  aiï  pomt  K  de 
l'horiïonta^e'  y  ellesfeiront  parcourir  le  quadj^upte  de  ces  trois^ 
lignes'. 

Rèfoktion.  Soie  la  diftance  iiïcoâtfue  AÙ^^i^^t^  diftance 
Inconnue  ^Jl  ss;: / ;  Ton  aura,  i\la  longueur  horiz;ontaltf 
inconnue  AO  (O  eft  à  la  verticale  iBA  {vb),  toutes  deu« 
parcourues  par  un  mouvement  utiiforme  dans  le  temps  eur 
fier  7^  qui  eft  celui  où  la  bombe  doit  monter  au  point  le 
plus  élevé  du  jet  ^  comme  la  vitefle  par  Thorizontalèqui  eft: 

V^— '^3  efV  à  la  vîtefTe  par  la  verticale  qui  eft  y^b.  Von  aura 

donc  %^b^=^xbii'^bh  par cônfeqtietft^a f O  ==  r^db^^bk 
81»*  %ÉC.  L*bn  aura,  r*.  la  dïftance  horizontale  inconnue  *ij4 
AK  (  X  >  eft  â  la  verticale4^^  (4^).  parcourues  l'une  &  Tautre 
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d'un  mouvement  uniforme  pendant  %T  qu'il  £auc  dla  bonfbe 

pour  monter  &  enfuîte  retomber  au  point  Kh  comme  \% 

viteflè  par  Ja  première  qui  eft  ^d — b  ^  eft  à  la  vjçfiflè  par  U 

féconde  qui  eft  v^^.  Donc  ^^  iss^jjx^à -^  ^  9.& ^  ^ss^j^m---^ 

En  marquant  >f  J  par  une  indéterminée  jçy<uxaMi:a  ^O  (^ 


C  o  Ji  o  X  L  ▲  I  Ji  s  s;, 

315.  D'Où  Ton  voit  que  la  diftance  horîzontale  ^K  depuis  le 
mortier  ^  jufqit'au  point  K  où  tombe  la^  bombe  de  chaque 
jet  (  ce  qu'on  nomme  rétendue  du  jet)  eft  toujours  quadruple 
du  côté  horizontal  £Cy  cfvt  DE^  ou  1^<?,  &c.  dti  triangle 
redangle  qui  répond  â  ce  jet  ^  &  que  la  diftance  ^40  fur  1& 
même  horizontale  jufqu'a  la  verticale  qui  pafTe  par  le  point 
le  plus  haut  de  chaque  jet,  eft  double  jde  ce  .même  côté  hoi^ 
rizontaj. 

11. 

316.  Par  conféquent  dans  le  demi  cercle  HGECA ^  le  dia#.' 
f  XG.  viiïp  mètre  HA  étant  pris  pour  une  force  de  poudre  quelconque; 

•toutes  les  perpendiculaires  C£^  ED^gP^  &ic.  menées  de« 
cordes  AC^  AEy  AG ^  &c.  qui  marquent  toutes  les  di- 
redions  du  mortier  x  ces  perpendiculaires ,  dis- je ,  feront 
•chacune  le  quart  de  l'étendue  du  jet  .qm  lui  convient  paç 
xaport  à  cette  même  force  de  poudre ,  &  elles  feront  la  moî^ 
tîé  de  la  diftance  horizontale  qui  eft  depuis  le  mortier  juf^ 
«qu'i  la  v^rtic^e  .qui  pafTe  par  le  point  je  plus  haut  du  jet. 

5,17.  Comme  le  demi  diamètre  DE  eft  plus  grand  qifaucune 
des  perpendiculaires  BC^  JFG,  &c.  &  que  DE  convient  an 
jet  fuivant  la  corde  AE  qui  fait  Tangle  d*inclinaifon  EAK 
de  45  degrés  j  de  tous  les  jets  qui  le  peuvent  faire  par  la 
môme  force  de  poudre,  celui  qui  fe  fait,  4e  mortier  étant 
incliné  de  45  degrés  fur  l'horizon,  a  la  plus  grande  éten- 
due, c'eft-a-dire ,  a  la  plus  grande  portée  ;&  cette  étendue 
étant  quadruple  du  demi  diamètre,  eft  double  du  diamc^ 
tre.,  cîeft-à-dire.,  la  force  HA  du  jet  e<l  la  moitié  de  l'éteo» 
«i^e  du  jet  de  45  degrés. 

te 
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Et  comme  les  perpendiculaires  FGy  £C,  qu'on  fuppofe 
cgalçment  éloignées  du  centre  D,  font  égales  ;  tous  les  jets 
poffibles  <ju*Dn  peut  faire  avec  la  même  force  de  poudre ,  *  ' 
ont  deux  à  deux  une  égale  étendue,  Tun  au-deflbus  de  4j 
degrés ,  &  Tautre  autant  au-deffus  de  4  c  degrés  que  le  pre- 
mier eft  au-deflbus.  Il  n'y  a  que  lé  jet  de  45  degrés  qui  a  la 
plus  grande  étendue ,  qui  foit  unique. 

PROBLÈME     III. 

318.  JLJn  mortier  qu  un  canon  étant  pointé  de  but  en  blanc,  îig.  viii. 
c'eft4-dire  dans  Une  dîredion  ^Chorizontaleau-deifus  d'une 
tour  dont  la  hauteur  repréfentée  par  AB  {h)  foit  connue 
par  exemple  de  ro  toifes  au. deflus  d'une  ^plaifle  horizontale; 
repréfentée  par  AO  >  fuppofè  qu*on  tire  une  bombe  bu  un 
boulet  avec  uiie  force  donnée  de  poudre  repréfentée  par 
fi  A  (<:/)j  trouver  la  diftançe  horizontale  AQ{zd  ûù  toin- 
bej?a  1^  bombe  pu  le  boulet  £ur  Thorizon.  i  /'  v  v  /  •  .. 
\a  vitelTç  du  jet ,  Veft-à-dire \^  viteffe  de  la  i>pnibe  paç 

J*hori2ontale  JBC  {y/db^-^  hb)  .e^kicx  v'^*j  la ivitéffe: verticale  *  jio, 
qu'acquîerera  la  bombe  par  fa  pefanteur  en  tombant  peiû- 
dànfc  ie  jet  de  la  hauteur  AB  {h) ,  eft  y/bi &  cette  vitelie  lui  . 
ieroit  parcourir  dans  le  teipps  Tvùx  le  mouvement  uniforme 
%A^B  (.1.^).  On  aura  donc,  la  viteffe  du  jet  v^^eft  ^  la  viteffe  ver- 
ticale i/^'acquife  par  là  defcénte  de  la  bombe  dé  la  hauteur 
BA  daos  le  temps  7*;  comme  la  longueur  horizontale  par- 
couruepar  Le  mouvement  uniforme  avec  laiviteflè  V^/ykquelle 
longueur  eft  ^0(;^),  eft  à  lAB  (li)  qutcft  la  hauteur  ver- 
ticale, que  la  vitcffc  S/b  lui  feroit  parcourir  par  le  ûiôuvément 
uniforme  \  ce  qui  donnera  t^b  ^-ilf^iiCx^vcssir^db:ssA 

kVHAY.SA:stz  lAC*.  Ce  qu' a  faBoit  trouver.  '      -  ^  '      ?**«« 
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Lif  Problèmes  fuivAHs  contiennent  U  pratique  de  fan 

de  jetter  les-  bombes. 
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3^9.  TROy  VEJL  far  [un  feul  jet  de  b'qmhe  à  ttllé  inclinai/on  ii^ 
'-   mortier  qiioH  voudra ,  la  force  du  jet^  é"  farconfequent  Ntm' 
•due  ou  la  portée  de  tous  les  jets  pjjîh  Igs  Par  cette  mente  charge 
.   de  foudre,  ,,  .         .     f  ,  :       il 

Tome  II,  ^     '  V  .>  '^  £ 
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I.  Cas.    Quand  on  efi  dans  mm  f laine. 

iiQ.yu.  Il  faut  donner  au  mortier  l^incHnaifon  C^K  qu'on  voudra^ 
&  lui  donner  aufli  la  charge  quelconque  de  poudre  dont  on 
Toudra  trouver  la  force ,  &  la  remarquer  }  &  après  avoir 
jette  une  bombe,  remarquer  le  point  K  fur  l'horizontale  jfK 
où  elle  fera  tombée ,  8c  mefurer  la  diftance  horizontale  AK^ 
qu'on  fuppofe ,  par  exemple ,  de  i  ooo  toifes }  le  quart  de  la 
portée  j4Kj  qui  eft  dans  l'exemple  2  50  toifes,  fera  le  côté 
horizontal  3C  d'un  triangle  reâangle  j4BC  qui  convient  i 
ce  jet  :  Âinfi  l'on  connoît  dans  ce  triangle  reâangie  yfBC^ 
le  côté  horizontal  BC  de  1 50  toifes  ou  parties  égales ,  l'angle 
aiCJS  éeal  à  l'angle  d'inclinaifon  du  mortier  qu'on  a  choili , 
ic  l'angle  droit  jéHCy  le  côté  vertical  JBA  &  l'hypothenufe 
^C  (eront  donc  connus  par  la  trigonométrie ,  ou  en  faiiàat 
un  triangle  rectangle  femblable  j  &  cela  fuppofé , 

La  figure  feule  fait  v<Mr  qu'il  n'y  a  qu'à  faire  AB.  AC:  t 
*jti.  jiC.  AH^  &  AHkr^  îa  force  du  Jet*.  Mais  pour  faîrtt 
voir  l'ufàge  de  rAnalyfè ,  voici  la  réloluiipn  analytique. 

Soit  i^la  force  du  jet  que  l'on  cherche,  ^J9sssi^  ^Csar; 

«^}io.      La  vite/Te  par  «^C(^)efl:v^i^*>  la  viteflè  par  ^J?(i&)  eft  v^^. 
*  J04.  L'on  aura  donc^  *  Vx^.  ^h  :  :  AC{e) .  AJ3  {i)  i  par  confequenc 

^^=  eVi,  &  <=  '^  ==  W^  ^^i  ainfî  mettant  Iç 

Bonibre  é^s  toiièsqui  font  les  valeurs  de  ^  &  de  /^  â  leur 
place ,  on  aura  le  nombre  des  toifes  de  HA  qui  eft  la  force 
do  jet  que  l'on  cherchoit.  Et  tirant  par  C  la  perpendiculaire 
CH  à  AC  jufqu'à  la  rencontre  H  de  BA  prolongée ,  HA 
fètSL  la.  ligne  qu'on  <iierchoit  qui  exprime  la  force  du  jet. 
Fio.  ym.  Faifant  H  Aie  diamètre  d'un  demi-cercle ,  .&  menant  i 
tous  les  degrés  les  cordes  AC^  AE^  AGy  &c.  &  tirant  les 
perpendiculaires  horizontales  CBy  EDy  GF^&c.  les  cordes 
marqueront  les  direâions  de  tous  les  jets  poffibles  par  cette 
force  'y  les  horizontales  marqueront  le  quart  de  l'étendue  de 
ces  jets }  &  le  4iametre  HA  fera  la  moitiétle  l'étendue  du 
jçt  de  45.  degrés.  Ce  quUl  faUoit  trouver. 

\\.  Cas.  Qetand  on  efi  fur  un  terrain  inégal^  (^  fue la  iomie 
tomkefur  une  hauteur  vu  dans  un  lieu  f  lus  basque  le  martier. 

Txo.  IX.  JLE  mortier  foit  en  ^^  l'horizontale  qui  paiTepar  A  t{k 


LitileVIÏL  3j 

ARK  i  on  Sonnera  au  morcier  telle  inclinaifon  CAK  qu'on 
voudra,  mais  quand  on  t'aura  choine,  elle  eft  déterminée 
&  connue  j  on  donnera  auflî  au  mortier  la  charge  queîcon. 
que  de  poudre  dont  on  voudra  trouver  la  force ,  il  faudra 
la  remarquer  \  U  faudra  enfake  jet  ter  une  bombe  avec  cecte 
charge  ^  èc  fuppofé  qu'elle  tombe  fur  le  lieu  il^plus  élevé 
que  le  mortier,  ou  au  lieu  q  plus  bas  que  le  mortier  en  A^  il 
faudra  mefurer  la  diftance  ^jC^ou  Aq ,  Tangle  QAR  an 
qAR,  ce  qui  donnera  l'angle  rAj2^ou  PAq\  il  faudra 
trouver  par  la  Géométrie  pratique  la  verticale  QR  o\xqR, 
Phorizontale^JÎ  &  PRi  ce  qui  donnera  auffi  PQjyxiPq. 
Ces  chofes  fuppofées  y  on  trouvera  ainii  l'étendue  du  jet 
qu'on  fuppofè  être  AK  ou  Ak  ^  après  avoir  tiré  la  verticale 
KS  ou  kî  jufqu'â  la  rencontre  de  AC  prolongée. 

Soient  les  connues  AR  s»  r,  QR  on  qR^snq^  PR  =ssp; 
PQssip  —  f  3  ou  Pq^ssf  ^-  q  ;  l'inconnue  AK  ou  Ak  =s xj 
on  aura,  àcaufèdes  triangles  femblables,  ARP^^  AKS^ovk 
AhiAR  {r).PR  {f)  ::  AK  oaAk(xJ.KS  ou  ib=«:tL. 

La  viceiredelabombe,fuivanc  la  direâîon  inclinée  >^CJ'<S'^ 
eft  uniforme ,  comme  aufli  la  vite0e  fuivant  rhoniontalt 
v^i^iC  j  ainfi  cecte  vitefTe  horizontale  demeurant  la  même, 
les  temps  employés  à  parcourir  AR^AK  ou  Ak^  font  comme 
ces  longueurs  AR{r)  ic  AK  ou  Ak  (s^)  y  &  on  les  peut  pren- 
dre pour  nriarquer  ces  temps  $  mais  dans  le  temps  que  la 
bombe  auroît  parcouru  AR  (^)»la  viteflfe  qu'elle  a  perdue 
par  fa  pefanteur  fuivant  la  direâion  verticale ,  Ta  empêchée 
de  paTCovitir  PQ^vi  Pq  {p :^  q) ,  puifqu'pn  fuppofe  qu'elle 
eft  tombée  en  Qj)u  enqî&c  dans  le  temps  qu'elle  auroit  par* 
couru  l'étendue  AK  ou  Ak  (O  >  ^^  vîteffe  perdue  l'auroit  em- 
pêchée de  parcourir  la  verticale  SK  ou  sk^^)^  ce  qui  donne 

^Pdjp — f  >ott  Pqip^q^-  SKovt  sk^^)  ::  AR  (rr).  ♦  jo^^ 

'ÂKojx'Âki^i  d'où  VoîK  déduira  AK  ou  Ak(x^)=:  ^  j 

c'eft.à.dirc  P^oix  Pq^p::iZqyPR(p)::AR{r).  AKon 
Ak  =»  ;^=^^.  Ce  qu*  il  fallait  trouver. 

L'ctçndue  AK  du  jfit  étant  connue ,  on  trouvera  la  force 
HA  du  jet,  &  l'étendue  de  tous  les  jets  poflîbles  par  cette 
force  de  poudre ,  comme  dans  le  premier  cas^ 

Ejj 


^6  An  A'LY  SE  demontke'e. 

II L  Cas.  Quand  on  efi  fur  une  hauteur  comme  une  tour  cm 

un  hafiion ,  qfiily  a  une  f  laine  au  fiedy  ^  quon  donne 

une  dire  ff ion  horixgniale  au  mortier. 

îxo.  viii.  On  donnera  au  mortier  qu'on  fuppofe  en  B  fur  la  hau- 
teur A£  3  dont  la  direâion  eft  fuîvant  Tborixontale  SC^  la 
charge  de  poudre  dont  on  voudra  trouver  la  force ,  &  il  fau- 
dra la  remarquer,  comme  auflî  le  point  O  oùTonfappofè 
que  tombera  la  Bombe  fur  l'horizontale  >40;  &  melurer 
Ja  hauteur  u4B  ^  qu'on  nommera  b^  &  Thoriiontale  AO  , 
qu'on  nommera  a. 

Pour  trouver  la  force  du  jet  HA  y  qu^on  nommerai,  on 
fera  ce  raifonnement  :  La  vicefle  acquife  par  la  chute  de 
HA  (x)  qui  eft  \/x  ^  eft  à  la  vitefle  acquife  par  la  chute  de 
A3  (  h  )  qui  eft  y/h  ;  comme  la  longueur  horizontale  AO  (  a  ) 
parcourue  par  la  première  d'un  mouvement  uniforme ,  eft 
d  deux  fois  la  hauteur  BA  ou  zBA  (  i^)  que  la  féconde  au- 
roit  fait  parcourir  à  la  bombe  d'un  mouvement  uniforme 
dans  le  temps  qu'elle  eft  defcendue  par  fa  pefanteur  d'un 
mouvement  accélère  de  la  hauteur  AB  ou  NOi  d'où  l'on 
déduira  2^Vx=:W^,  &  x  =  -^9  ce  qui  donne,  BA  {i). 
iAO{\a)::  \A0  {\a).  AH  =. jç^-^.  Ce  qu'il  falloit 

trouver^ 

La  force  du  jet  étant  découverte,  on  trouvera,  comme 

dans  le  premier  cas ,  l'étendue  de  tous  les  jets  poiSbles  pair 

cette  force. 

R     E     M     A    K     (^    U     £, 

On  peut  par  ce  quatrième  Problême  trouver  la  force  de 
toutes  les  charges  de  poudre,  la  pins  grande  étendue  de 
chacune  de  ces  forces,  qui  eft  double  de  la  force,  &  les  éten- 
dues de  tous  les  jets  poflibles  par  chacune  de  ces  forces  ,^  Se 
en  faire  une  table.  ,  ^ 

PROBLEMES. 

3  3  O-  Faire  tomber  une  bombe  fur  F  endroit  qu^on  voudra^  avec  une 
charge  de  foudre  teUe  qu*on  voudra  choifir  y  dont  la  force  efi 
fuppofie  connue  far  le  quatrième  Problème  ;  pourvu  que  cet 
endroit  nefoitpàs  hors  de  la  portée  de  la  force  de  la  poudre  dont 
on  veut  fe  fervir ,  ce  que  la  réfolution  analytique  fera  mentit 
(onnoipre^ 
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|.  WC  AS .  Qjêdnd  fmiroit  oà  ^on  veut  faire  tomber  U  hombe 
e  fi  fur  le  flan  ^oris^ntal  qui  faffe  far  le  mortier^ 

c^efi'à'dire  dans  une  f  laine. 

La  queftion  fè  réduit  â  trouver  rinclinairoh  CAK  qu'ilFiG.vnii 
faut  donner  au  mortier,  afin  qu'avec  la  force  qu*ôn  a  choi- 
lîe  ^  qu'on  fuppo/è  repréfentée  par  HA  3  la  bombe  foit  jettée 
â  l'endroit  K  de  l'horizontale  AK  qui  paffe  par  le  mortier 
qu'on  fuppofe  en  ^  5  on  fuppofe  au(fî  cette  diftance  horizon* 
taie  AK  connue  par  la  Géométrie  pratique.  Pour  trouver 
rinclinaifon  CAK ,  il  eft  évident  qu'il  fuffit  de  trouver  le 
côté  vertical  BA  du  triangle  SAC. 

Soît  la  force  connue  du  jet  HA^s^^d ^  la  diftance  hori- 
zontale auflî  connue  AK^^^hi  par  confequent le  côté  hori- 
zontal Bc=^*^AK  ^=^jh.  Soit  le  côté  vertical  que  ron*jif/ 
cherche  BA  ==  at  /  d'où  Ton  aura  HB  =s=  ^  —  x. 

Rèfolution.  Là  vitefle  par  l'horizontale  AK  (/?),  qui  eft 
>/d  —  a:*,  fera  parcourir  cette  horizontale  AK  {h)  par  un  *  jio. 
mouvement  uniforme  dans  le  temps  que  lu.  bombe  montera 
âla  plus  graride  hauteur  du  jet  qui  eft  égale  à  AB{x)^  & 
defcendra  de  la  même  hauteur  jufqu'à  Thorizoncale  à  l'en- 
droit Ky  c'eft-à-dire,  dans  le  temps  que  la  vitefTe  par  la 
verticale  AB  (  x  )  qui  eft  Vx  *^  lui  feroit  parcourir  d^un  mou.  *  ji<y.     - 

vement  uniforme  ^A^{A^)'^  P^r  confequent V^  — x'.  y/x 
:  :  AK  {h).  ^AB  (  4Ar  )  î  d*où  l'on  déduira  xx  — dx  -♦-  -5  h^ 
s=  o.  Les  deux  valeurs  de  x  dans  cette  équation  font  pofitî- 

\es  j  la  première  eft  *  x  ==  f  ^-ï-  V^dd — rr^^  '  ^^  féconde ,  * 7^. 
xsssLJ — V^dd —  Yshh  y  ce  qui  fait  voir  qu'il  y  a  dcu» 
JncHnaifons  do  mortier  par  lefquetles  on  feroit  tomber  la 
bombe  au  même  endroit  K  de  rhorizontale  AK^  Se  on  les 
trouvera  en  mettant  dans  ces  valeurs  de  x  il^  place  dç  d         % 
&  de i>,  les  nombres  de  toifes  qui  leur  font  égaux  5  car  HAftG.ym^ 
&  BA  étant  connues ,  le  triangle  redàn^le  ABCeïH  connue        ^ 
&  la  poûtion  de  la  corde  AC  qui  eft  la  direâion  du  mortier» 

o  N  trouverpît  îa  mêm«  réfblutîonpar  la  feule  proprfepé  âfi 

\^%'&%\xïts^^HB{d  —  x).BC{\h):r.BC{\h).BA(xh 
d'où  Ton  déduit  la  même  équation  xx'^^dx  A-  Yzhh=i  o. 

£  u) 


%9  Analtss   obmontiie^e/ 

I  L 

Quand  dss^jB,  c'teft-i-dîre  quand  la  force  du  jttHA-^d^ 
eft  égale  à  la  moitié  de  l'étendue  ^K  (h)  ^  les  valeurs  de  JBA 
(x)  font  la  feule  grandeur |  d^  cleft-i^dire  {  H^  ,  ce  qui  coow 
vient  à  l*fnclînaifan  de  45  degrés. 

II  L 
Il  èft  évident  que  le  Problême  eft  pc^ble  dans  cous  les 
cas  où  l  y^  eft  moindre  que  7  ^^  ou  eft  égale  à  7  ^  >  ou  ^  ce  qui 
eft  la  même  choie,  quand^  h  dl  moindre  que  ^ou  égaie  i  di 
&  qu'il  eft  impoffible  dans  tous  les  cas  où  4  A  furpa/Te  d^  c*eft« 
à- dire,  quand  le  point  K  eft  hors  de  la  plus  grande  portée 
^)^7.  ou  de  la  plus  grande  étendue  du  jet  qui  eft  égale  à  id.  * 

Second  cas  du  cinquième  Problème. 

Quand  l'endroit  fur  lequd  an  veutjetter  la  tombe  eft  plus  èlevè 
ou  flus  bas  que  l'horizontale  qui  faffe  far  le  mortier^  comme 
quand  on  veut  lajetterfur  le  flanc  £un  baftionyfur  une  tour^ 
fur  quelqu*  endroit  d^un  fort  qui  eft  fur  une  montagne  ^  ou  quand 
lé  mortier  eft  lui^-mème  Jur  une  montage, 

lie.  IX.  La  queftîon  fe  réduit  comme  au  premier  cas^  à  trouver 
le  côté  vertical  AB  du  triangle  reâangle  ABC  y  qui  fera 
connoxtre  la  dîredîon  de  la  corde  AC  qu*il  faut  donner  an 
mortier  pour  faire  tomber  la  bombe ,  avec  la  force  de  pou^ 
dre  HA  qu'on  fuppofe  connue,  fur  l'endroit  Q^  qu'on  fup^ 
pofe  élevé  fur  l'horizontale  ARK  qui  paflè  par  le  mortier  JS^, 
ou  fur  l'endroit  q  plus  bas  que  le  mortier. 

Pour  trouver  BA,^  il  faut  mefurer  Panele  ClAR  ou  qAR^ 

&  trouver  pat  la  Géométrie  pratique  l'oblique  A  Q^,  la. 

verticale  QJl  ou  qR,  &c  Thorizontale  A  Ri  Se  fuppoîant 

IIA=:d^  AQ^oa  Aq^s^a,  AR^c^r^  QR  ou  qRuszq^^ 

?x88,  6c  l'inconnue  AB  qu'on  cherche  s; xi  Ton  aura  BC^sss* 

Vdx  — *  XX  l  rétendue  du  jet  AK  ou  Ak ,  qui  çft  quadruple 

»jij.  ♦'de  BC=z4Vdx-^xx;  la  verticale  KS  ou  ks=sj^BA=^^i' 

Se  à  caufe  des  triangles  femblables  KASj  PAR^  on  aura: 


AK{4t>ldx^xx).KS  (4^):;  AR^r).  PR=z — tjs— ^ 

rx  I  ■'  a^^M  1     ^  iy  Y  OU  """  XX 

^i  =s — -'-==-.  On  fe  contentera  de  donner  la  rçfo- 
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ay  q^  i  leai;  pljacc  dans  les  valeurs  de  ^jB(x)^  on.  trouvera 
que  la  plus  petite  eft  de  85  coifes^  &c  la  plus  grande  de  173 
toifès.  Âinfi  partageant  le  diamètre  Hji  du  demi  cercle  en 
300  parties  égales ,  prenant ,  i  **.  ^Ji  de  8  5  parties  ^  &  ti  rant 
la  perpendiculaire  £Cy  la  corde  u4C  fera  la  première  dire- 
âion  qu'il  faut  donner  au  mortier  pour  faire  tomber  la  bom* 
be  en  Qjl"!.  Prenant  ^F  de  173  parties ,  &  tirant  la  perpen- 
diculaire F^j  y  la  corde  ^G  v^tx  la  féconde  direâion  qu'il 
faut  donner  au  mortier  pour  le  même  effet. 

R   E    M    A    B.   (i^O    E   S. 

X^E  Problême  eft  toujoiirs  poffible  quand  la  quapdcé.né. 

gative  qui  eft 'dans  .les  deux,  valeurs  de  ji^  jEbusle  iigne  y^/eft 

moindre  qoie  la  pûiîti ve  qui  eft  fous  le  m ême  figne  v^,  gu  quand 

*  7«.  elle  lui  eft  égale^ôc  il  ^ft  impoffible  *  quand  elle  eft  plus  grande. 

SîTangle  d'indînaifon  duraorrier  C^iC  écoît  dcmac,  & 
qu'on  voulût  trouver  la  charge  de  poudre,  c*eft-à  dire^  la 
force  du  jet  propre  à  faire' toAiber  la  tombe  d  l'endroit  i^^; 
Fï  ©.  IX,  dans  cette  fuppofîtion  Tangle  PAR  eft  connu ,  &  Ton  trou- 
vera par  la  Géométrie  pratique :les  lignes  AQ^a)  y  AR  (  r) , 
QR  {q)y  Pf^  j  qu'on  nonime^a p  ;  nommant  auffi  retendue 
inconnue  du  jet  AK  {zjy  on  trouvera  «par  le  fécond  cas  du 
quatrième  Problême  Tétendue ^^  (^) ,  3C  ( y  -?^iC,c=i  Or 
çnfuitç  on  trouvera  la  forfe  du  jet  HA\d)  queT^n  cher» 
choit^commç  dans  le  quatrième  Problème;.    . 


^m 


^fage  df  VAndlyfi  pour  tfowver  le  'centre  de  fefkmeur 

def  corps  pejans. 

principes  que  Pon  fuppofe  pris  des  traités  de  Méchaniqiic. 

^.  P&EMIERE     De'fi.NITION.  .  ^ 

351.  4^  N  levier  eft  une  lîgn^  droite  comme^^  ;  qu*on  fupp5>/ç 

fio.  IV.  inflexible  &  que  l'on  confîdGre,ppur~rexàâ:îtudè  des  dcmon- 

Aratiptis ,  comme  n*ayanf  aucune  pefanteur.  *On  y  dittirigue 

trois  choies*,  r*.  Un  de  fes  points,  foit  a  l"une  ou  l'autre  de 

iès  Çiitvimitçs^Ab^J3i  oixentvçlçs  extrémités  comme  C^ 

^  :   .      ■  fur 


«  «  «^ 


,  rf    w  « 
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fur  lequel  il  eft  appuyé,  ou  par  lequel  il  eft  fufpendu  ;  &  on 
appelle  ce  point  l'appui  h  2^  Un  poids  attaché  à  un  point  de* 
ce  levier  comme  en  ^  ou  J?,  ou  C,  &c.  ou  quelqu*autre 
force  qui  tire  ce  levier  par  ce  point}  }^  Une  autre  force  à 
un  autre  point  du  même  levier,  qui  tire  auffi  le  levier  par  ce 
point. 

Première     Supposition. 

33i.  Le  levier  ^^  étant  fuppofé  horizontal,  appuyé  ou  fufpen-  fig.îv. 
du  au  point  C ^  &  deux  poids  j4  èc  S  aux  extrémités  j  (î  le 
poids  ^  eft  au  poids  J?^  réciproquement  comme  la  diftance 
£Cmi  eft  J?  cle  l'appui  C,  à  la  diftance  ^C  où  eft  j4  du 
même  appui  C,  ces  deux  poids  ^  &  i?  feront  en  équilibre  : 
£t  réciproquement  fi  A  &cJ5  font  en  équilibre ,  l'on  aura  A 
.B  ::  BC.  AC. 
Ainfî  fuppofant  le  plus  petit  poids  A=^py  le  plus  grand 

B  =  npy  le  raport  -^c=b  ^^  =  ~  :  Suppofant  la  diftance  BC 
^=^  dj  &c  par  confequent  la  diftance  -^C  =5  ndi  l'on  aura 
A  X  AC{ndp)=^B  X  BC{ndp). 

Corollaire    L 

335*  §1  au  lieu  des  poids  A  Se  B  attachés  aux  extrémités  du 
levier.  Ton  conçoit  deux  corps  A  &c  B  qui  choquent  ou  qui 
tirent  les  extrémités  du  levier,  fçavoir  Û4  avec  la  viteiTe  v^ 
&  B  avec  la  vitefle  ui  A  x  v  fera  la  force  avec  laquelle  A 
agit  au  point  A^bc  B  xu  fera  la  force  avec  laquelle  B  agit 
au  point  Bh  par  confequent  d  A  xv.  B  xu  :\  BC.  ACy  il 
y  aura  équilibre  entre  ces  deux  forces  5  &  s'il  y  a  équilibre^ 
A  XV.  Bxui:  BC.  ACi  4*où  Ton  déduit -^  xv  x  AC 
=zB  X  u  X  BC, 

Seconde    De'finition. 

534*  J^E  point  C  d'un  levier,  dont  les  diftances  CAy  CB  àts 
poi4s  A  &c  B  qui  font  aux  points  ^  &  ^  du  levier ,  fohc 
entr'elles  réciproquement  comnrïé  'ces  poids ,  s'appelle  le 
centre  de  pefanteur  de  ces  poids  j  la  ligne  tirée  de  ce  centre  C 
perpendiculairement  à  Thorizon,  s'appelle  la  ligne  de  dire^ 
Bion  de  ce  centre,  ou  Amplement  la  ligne  de  diredion.  La 
pefanteur  de  chacun  des  poids  confiderés  feparés  du  leviçr, 
s'appelle  leur  pefanteur  ou  leur  force  abfohe'y  cpmhie  aafli 
Tome  11^  F 
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le  produit  ^  x  v  ou  ^  x  «  de  la  mafle  de  chacun  des  deux 
\  *  corps  j4  èc£Qn  mouvement  (qui  choqueroient  ou  tireroîenc 
le  levier  aux  points  ^  &i  B)  par  leur  vitefTe  v  ou  «  ^  en  les 
confîderant  fans  raport  au  levier ,  s'appelle  auffi  la  force 
abfolue  de  chacun  de  ces  corps.  Mais  le  produit  de  la  pefan- 
teur  abfolue  de  chacun  des  poids  A  &  ^^  ou  de  leur  force 
abfolue,  parla  diftanceoù  eft  ce  poids  ou  ce  corps  du  cen. 
tre  de  pefanteur  ou  de  Pappui  C^  s'appelle  P effort  de  ce  poids 
ou  de  cette  force  fur  le  levier  j  on  le  nomme  en  latin  momen^ 
tum.  Ainfi  A  x  AC  ^  B  x  BC  ^  A  xv  x  AC  y  B  xu  x  BC  ^ 
font  les  efForts  des  poids  A  &cBy&c  des  forces  A  xv  ècB  xu, 
agiflànt  Tune  fur  Tautre  par  le  moyen  du  levier. 

Seconde     Supposition. 

*  3  3  5-  S I  ^^  levier  eft  appuyé  ou  foutenu  à  fes  deux  extrémités  A 
PiG.  lY.  &jff^&qu*ily  ait  un  poids  C  à  un  point  quelconque  Centre 
ies  points  ^  &  ^ ,  les  appuis  en  ^  &  en  J?  foutîennent  cha- 
cun une  partie  du  poids  C^  &  la  partie  que  le  poids  C  com- 
munique à  1  *appui  ^  3  eft  à  la  partie  qu'il  communique  d 
Tappui  B  3  réciproquement  comme  la  dîftance  BC  eft  à  la 
diftance  AC. 

Ainfi  nommant  al3L  partie  de  fa  pefanteur  que  lé  poids  C 
communique  à  Pappui  A  ^  &C  i  celle  qu'il  communique  à 
l'appui  B  f  Ton  aura  ^,  i  :  :  BC.  AC  i  d'où  il  fuit  que  a-^-t 
ou  le  poids  entier  C.  &  :  :  AB .  AC;  &  Ton  aura  auffi  a^i 
.a::  AB.  BC\  c*eft-à-dire ,  le  poids  entier  C  eft  à  la  partie 
de  fà  pefanteur  qu'il  communique,  par  exemple,  à  l'appuie, 
comme  la  diftance  AB  entre  les  deux  appuis ,  eft  à  la  diftance 
CA  du  point  C  de  l'autre  appui  A. 

S'il  n'y  avoir  qu'un  appui  en  ^,  &  qu'en  i?  ce  fût  feulement 
quelque  force  qui  rcfiftât  à  l'efFort  que  le  poids  C  commu-^ 
nique  au  point  Jff ,  il  eft  clair  que  ce  feroit  la  même  cholè 
que  s'il  y  avoitun  appui  au  point  B  y  &  que  le  poids  C  corn- 
muniqueroit  au  point  B  la  même  partie  de  fa  pefanteur. 

Si  au  lieu  du  poids  C\  c'étoit  un  corps  en  mouvement  qui 
poufsât  ou  tirât  le  point  C ,  &  que  la  vitefle  de  ce  corps  fût  v , 
il  eft  évident  qi>'il  faudroit  prendre  la  force  C  xv  pour  le 
poids  C  y  &  que  cette  force  ou  quantité  de  mouvement  fe 
diftribueroit  aux  points  A  ^  B  tn  raifon  réciproque  des 
diftances  AC^  BC. 


Livre     VII L  4j 

Troisié^me     Supposition. 

536.  v2  U  A  N  D  les  dîredions  j4JD ,  JBE  des  forces  ou  des  poids  F  i  g.  x. 
qui  tirent  les  points  ^  &  5  du  levier,  ne  font  pas  pcrpendi.  ^  ^^^ 
culaîres  au  levier  j4By  il  faut  tirer  de  Tappuî  C  des  perpen- 
diculaires CD,  CE  aux  directions  AD^  £ E  des  forces,  & 
prendre  ces  perpendiculaires^u  ces  dîftances  des  diredions 
des  forces  ou  des  poids ,  pour  les  diftances  où  font  les  forces 
ou  les  poids  de  l'appui  C^  &  mettre  ces  diftances  des  dire- 
dions pour  les  diftances  des  forces  dans  la  féconde  fuppo- 
lîtion  qui  prccyde. 

Cependant  dans  le  cas  où  les  diredions  des  forces  font  F  i  a.  x, 
parallèles  entr'elles,  on  peut  prendre  AC  &  CB  pour  les 
cloignemens  où  font  les  forces  ou  les  poids  de  Tappui  C,  par- 
cequ'elles  ont  le  même  raport  AC .  CB  :  :  CD .  CE. 

Q^u  atrie'me    Supposition. 

337-  1  L  y  a  dans  tous  les  corps  pefans,  c"eft-à-dîre  dans  toutes 
les  figures  pefantes ,  un  point  qu'on  appelle  le  centre  depefan- 
teur  de  la  figure,  par  la  ligne  de  diredion  duquel  la  figure 
étant  fufpendue  ou  foutenue ,  toutes  les  parties  de  la  figure 
demeurent  en  équilibre  ou  en  repos. 

Ainfîon  peut  concevoir  un  corps  pefant  comme  compofé 
d'une  infinité  de  petits  poids ,  qui  deux  à  deux  fe  tiennent 
en  équilibre  par  un  levier  qui  pafïe  par  le  centre  commun 
de  pefanteur  de  tout  le  corps  pefant. 

Propojition  fondamentale  pour  trouver  le  centre  de  pefanteur. 

'338.  C^  On  c  Ev  ANT  un  plan  proche  d'un  corps  pefant  P,&  par- 
tageant par  l'e/prît  le  corps  pefant  en  autant  de  petits  poids 
qu'on  voudra,  qu'on  nommera  a^  S  y  d^  e^f  &c.  pour  rendre 
la  chofe  plus  claire  j  fi  des  centres  de  pefanteur  de  chacun 
de  ces  petits  poids ,  on  conçoit  des  lignes  droites  menées  per- 
pendiculairement à  ce  plan ,  nommant  <t  celle  qui  eft  tirée  • 
du  centre  de  pefanteur  du  petit  poids  ^  ;  iS,  celle  qui  eft  tirée 
de  ^,  &c.  fi  l'on  conçoit  auflî  la  perpendiculaire  x  menée  du 
centre  commun  de  pefanteur  C  à  ce  même  plan ,  la  fomme 
des  produits  ^ct-+-^j8H-i/J^-+-^e-»-&c.  de  chacun  des  petits 
poids  par  fa  perpendiculaire ,  eft  égale  au  feul  produit  x  x  P 
de  la  perpendiculaire  x  du  centre  de  pefanteur  multipliée 

Fij 
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par  le  corps  pefant  entier  j  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe 

par  la  fbmme des  petits  ipo\dsayt,d^6Lc.  c'eft-à-dire  a<t^b(i 

+  ^iT  -H  ^e  -4-  &c.  =î=  X  xa-^-b^d^e  -*-  &c.  c=  x,  x  P. 

F 1  G.  XII.       Pour  découvrir  la  vérité  de  cette  propofition  par  PAna- 
ly  fe^  il  fuffit  de  confiderer  deux  des  petits  poids  dans  lefquels 
on  conçoit  le  corps  pefant  partage.   Ces  deux  petits  poids 
fôîent  a  &  ^  ;  le  levier  par  le  moyen  duquel  on  les  conçoit 
en  équilibre  foit  aCb^  qui  paflè  par  le  centre  de  pefanteur 
commun  C,  lequel  point  C  eft  comme  Tappui  de  ce  levier  j 
p5ji.  le  poids  a  foit  nommé  a^  le  poids  b  foit  ==«^>ainfî*i^.  tm 
::  bC.  aC ,  &  a.a-^-na::  bC.ba\^mÇ\  j^^=  ^L.  =tr, 
La  ligne  j8x.gc  repréfente  le  plan  qui  eft  proche  du  corps 
pefant  -^  &c  b^y  qu'on  nommera  jg,  eft  la  ligne  perpendicu. 
laire  tirée  du  centre  de  pefanteur  du  petit  poids  b  au  plan 
j8)c<t5  Cdx^  qu'on  nommera  x,,  eft  la  perpendiculaire  tirée- 
du  centre  commun  de  pefanteur  C  au  même  plan^  &  ae<t 
eft  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  pefanteur  du  petit 
poids  a  au  même  plan.  On  mènera  bde  parallèle  â  ce  plan 
/gîcût  5  &  les  trois  lignes  bfi^  doc^  ect^  font  égales  «ntr'elles^ 
&  chacune  eft  :=  ^i8(i8)j  C^==Cx  —  ^x.=  7c — i8.  Il  faut' 
démontrer  que  b  x  b  fi  -^  a  x  a<t  =  Cx.x  b-^a. 

A  caufe  des  triangles  femblaWes  abe^  Cbd^  on  aura  bC. 
ba{i,  i-^n)  -:  Cd{K—fi).  ae:=ssot  —  fi-^ycn  —  /3»5  Aînfî 
ae^ea=::x.'\"icn  —  fin.  Or  le  produit  de  b  x  bfi:ssz  afin  j 
(à  caufe  de  ^s=^«,  &  de  ^j8  =  j8>i  celui  de  ^  par  a<L'=-a)L 
-4-  a-M  —  afin  j  ainfî  ^  x  ^jg  h-  ^  x  ^cc  ==  <^x,  -h  aicn.  Le  pro- 
duit  de  la  fomme  des  deux  petits  poids  ^  &  ^  par  Cx,,  eft  aufll 

a-^an  X  yu^=^ayL-^aycn.  Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

CoRQLLAIltf.    - 

3  3  ?•  1 L  eft  évident  que  ce  qu'on  vient  de  démontrer  pour  deux 
des  petits  poids  dans  lefquels  on  conçoit  qu'un  corps  pefanc 
eft  partagé ,  convient  à  tous }  &  qu'ainfi  pour  trouver  la 
dîftance  du  centre  de  pefanteur  d'un  corps  d  un  plan ,  il 
faut  trouver  la  fomme  des  produits  de  tous  les  petits  poids 
dans  lefquels  on  peut  concevoir  le  corps  partagé  par  \ts 
lignes  perpendiculaires  tirées  de  chacun  à  ce  plan,  c'cftà- 
dire,  la  fomme  des  produits  de  chacune  de  ces  perpendicu. 
larres  multipliée  par fon  petit  poids,  &  dîvifer  cette  fomme 
*par  la  fomme  de  tous  ks  petits  poids,  c'eft-à-dii^,  par  le 
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torps  entier,  &  le  quotient  fera  la  perpendiculaire  tirée  du/ 
centre  de  peianteur  du  corps  à  ce  pian,  c*eft  à^refa  diftancç 
de  ce  plan. 

Avertissement, 

C/N  pourroit  ici  trouver  par  analyfe,  en  fe  fervant  du  caU 
cul  ordinaire  ,  le  centre  de  pefanteur  des  difFerentes  figu- 
res j  mais  la  méthode  étant  bien  plus  aifee  en  fè  fervant  du; 
calcul  dîfiêrentîel&du  calcul  intégral,  on  n'en  parlera qù(t 
dans  les  parties  fuivantes  j  il  fuffit  ici  d*avoîr  démontré  le 
principe  de  la  méthode  par  le  calcul  ordinaire* 


Vfdge  de  VAndyfe  pouf  trouver  le  centre  d'ofcitleimm 
des  pendules  compofés  s  ce  qui  fert  k  donner 

U  régularité  aux  horloges. 

Avertissement. 

^40.  La  régularité  des  horloges  dépend  de  ce  qui  en  modère 
le  mouvement  5  l'on  n'^a  rien  trouvé  qui  le  fît  avec  plui  d^ 
jufteflequeles  pendules,  parceque  Ton  a  découvert  rart de 
faire  en  lorte  qu'un  pendule  fît  toutes  fes  vibrations  chacune 
d'une  égale  durée,  c'eft-à-dîre,  que  l'effort  du  poids  de  l'hor- 
loge agîflant  par  le  moyen  des  roues  &  des  pignons  fur  Itf 
pendule  quelquefois  un  peu  plus  fort ,  d'^autre  fois  un  peu 
moins  fort ,  on  a  trouvé  le  moyen  de  faire  que  les  plus  gran- 
des  &  les  moindres  vibrations  du  pendule  k  fiflènt  en  des* 
temps  égaux ,  ou  fuflent  chacune  d'une  même  durée.  Ainfr 
donnant  aux:  roues  &  aux  pignons  de  l'horloge  le  nombre 
de  dents  propres  à  faî/e  que  l'effort  du  poids  ne  pouffe  le 
pendule  que  de  fécondes  en  fecondes,  ce  quieft  facile,  il  ne 
faut  plus  que  trouver  un  pendule  qui  faiie  chacune  de  fes 
vibrations  en  une  féconde  de  temps  j  &  Ton  aura  une  horloge 
qui  fera  la  mefure  exaâe  du  temps.  Pour  cela  il  faut  trouver 
deux  chofes ,  la  première  eft  qu'en  fe  fervant  d'un  pendule 
compofé,  c^eft-à-dire,  qui  a  deux  ou  plusieurs  poids  (ce  qui 
fert  à  avancer  ou  à  retarder  facilement  l'horloge ,  quand  elle 
en  a  befoin)ilfaut  trouver  l'endroit  où  doit  être  placé  çhav 
Cun  des  poids,  afin  que  les  vibrations  fe  faffeiic  chacune  en 
un  temps  donné,  comme  en  une  fecond.e  5  la  féconde ,  quelle 
%&  la  courbe  que  doit  décrire  le  point  du  pendule  où  l'oii 

F  u> 


4^.  Analyse    pEwoî^tiiE'E, 

conçoit  que  TefRirt  des  poids  cft  rciini ,  afin  que  les'  durée» 
de  ch^une  des  vibrations  £bdenc  égales  3  &  le  moyen  de 
faire  décrire  cette  courbe  â  ce  point  là  dans  les  horlôgeSr 
L'Analyfe  fait  «ouver  Tune  8c  Tautre  de  ces  deux  chofes^ 
,Voici  la  première. 

-'  .  D  •£*  F   I  k  I  T  I  o   N. 


34^-  V/ N*  pendule  fimpU  eft  une  ligne  inflexible  SC^  qu'on  coni, 
FiG.  XIII.  iîdcre  comme  n*ayant  aucunepefanteur,  qui  eft  fufpendue  â 
un  point  S \  qu*on  appellera  Iç  poinç  de  fuipenfîon,  au  bout 
de  laquelle  en:  un  poids  C ^  &  Ton  conçoit  que  le  poids  C  efl: 
comme  réuni  au  point  C  qui  eft  l'extrémité  de  la  ligne,  La 
<Jiftancê  SC  4«  point  de  fufpenfion  jufqù*a  ce  point  C,  eft  la 
^  longueur  du  pendule  iîmple.  Si  l'on  retire  un  peu  le  pendule 
de  la  (îtuation  verticale ,  il  fera  de  petites  vibrations  qui  fe- 
ront fenfiblement  d'une  égale  durée. 
F I  G.  XIV.      ^n  pendule  contfofè  eft  celui  où  il  y  a  plufîeurs  poids  enfilés 
&  XV.  parla  ixiême  ligne  ipHéxible^fic  Ton  confîdere  ici  chacun  de 
ces  poids  comme  fi  ce  n*étoitqu*un  point.  La  diftance.de- 
puis  le  point  de  fufpenfîon  S  d*un  pendule  compofë  jufqu'au 
point  C(fig.  14),  &  jufqu*au  point  iC  (  fig.  15),  que  Von 
fuppofe  égale  à  la  longueur  d*un  pendule  fimple  ifochrone  ^ 
ç*e{t-à-dire  ,  qui  feroit  ^zs  vibrations  dans  le  même  temps 
que  le  pendule  compofé,  s'appelle  la  difiance  4u  centre  d*ùf^ 
dilations  &  le  point  C  ou  iC  s'appelle  le  centre  £ ofcillation. 

pKEMiEiLE    Demande. 

341.  D  Ans  un  même  pendule  compofé,  qu'on  fuppofe  inflé- 
F I  o.  XIV.  xible ,  les  poids  differens  comme  A  y  Zj  (fig.  1 4) ,  &  ^^  ^^  Z, 
&  XV.  ^  fig,  \^)^  ne  fçauroîent  fe  mouvoir  îju'ils  ne  décrivent  dans 
le  même  temps  des  arcs  femblables  AQ.  .LP\  par  confé- 
quent  le  temps  étant. le  même,  les  vitefles  des  poids  font 
neceflfairement  entr'elles  comme  ces  arcs  j  &ces  arcs  comme 
leurs  rayons  SAy  SZ  :  ainfî  les  vitefles  des  poids  A  &c  Z  font 
comme  leurs  dîftances  ^5^  Z  S,  du  point  de  fufpenfîon. 

Seconde     Demande. 

543.  L'E  ç  F  o  R  T  de  la  pefanteur  fur  les  corps  pefans  leur  im- 
prime au  premier  inftantde  leur  chute  à  chacun  un  même 
petit  degré  de  viteflè,  qu'on  nommera  i.  Âinfile  produit 
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de  chaque  poids  par  i  ^  par  exemple  ^x  i ,  2y  i  ^  &c,  ou 
^,  Z,  eft*  la  quantité  du  mouvement  de  chaque  poids  au  ^x^^^     ' 
premier  inftant  de  la  chute. 

PROBLÈME!. 

TjR OWER  la  di fiance  du  centre  iofciSation  d^un pendule  •    ^^ 
compofe  y  c*efi'à-dire ,  la  longueur  du  pendule  fimple  qutferçit 
fes  vibrations  dans  le  même  temps  que  le  pendule  compoje ,  ^ 
quon  appelle  ifochrone. 

PremiekCas.  » 

Zorfque  le  pendule  compofé  a  deux  poids  A  ^  L,.  . 

344*  SOiT  le  poids  ^=^, le  poids  Z  =  /,  la  diftance^y^/^fisf,  Fio.xm 
la  diftance  SL  ==/3  la  longueur  inconnue  4SC  du  pendule 
/impie  ifochrone ,  ou  la  diftance  du  centre  d*ofcillatîon  du 
pendule  compofé  foit  ==;^,  Soit  aufli  le  mouvement  inconnu 
du  poids  A  {a)  dans  le  pendule  compofé  au  premier  inftant 
de  la  defcente  =^  5  le  dîvifant  par  le  poids  *  A  {a)  /on  aura  *  j^^ 
la  viteflTe  du  poids  A  {a)  dans  le  pendule  cornpofc=^.  Mais 
dans  le  premier  inftant  la  vitefle  j  du  poids  A  dans  le  pen- 
dule compofé  ,  eft  à  la  virefïè  du  poids  C  dans  le  pendule 
/impie  ifochrone,  ou  du  point  C  dans  le  compofé  qui  eft  â 
la  même  diftance  SC,  laquelle  viceflè  eft  i  dans  le  même 
premier  inftant  par  la  féconde  demande,  comme  la  diftance  * 
SA  (^)  eft  à  la  diftance  SC  {sj  par  la  première  demande: 
Donc  SC{zJ  =  j-  Ainfi  il  ne  s*agit  plus  que  de  trouver  la 
valeur  de  y  pour  avoir  celle  de  5C  {xj.  Voici  comment  on 
la  trouve. 

La  pefanteur  au  premier  inftant  de  la  defcente  des  poids 
-^  (^)  fiez  (/)du  pendule  compofé,  leur  imprime  à  chacun 
la  même  vitelïè  i  (parla  féconde  demande  )  ainfi  leur  quan- 
tité de  mouvement  eft  ^  x  i ,  /x  i ,  ou  .^  5c  /:  mars  le  poids 
A  {a)i  caufe  du  pendule  inflexible,  ne  peut  pas  dans  ce 
même  inftant  parcourir  une  longueur  qui  foît  égale  à  celle 
que  parcourt  le  poids  Z  (/),  mais  il  eft  neceflîté  par  le  pen- 
dule à  parcourir  une  longueur  ^^  moindre  que  celle  que 
parcourt  /  qui  eft  Z  7^;  le  poids  a  perd  donc  une  partie  du 
mouvement  a  x  i  que  lui  donne  la  pefanteur,  6c  il  retient 
feulement  la  partie  j^  de  ce  mouvement  laquelle  nous  cher- 
chons j  &  l'autre  partie  qui  eft  ^  x  1  — j^,  ou  a  — y^  eft  celle 
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qu'il  perd.  Ce;te  partie  perdue  a  —  y  fe  dîftribue  au  point 
î  35;-  de  fuipenfion  S  &  au  poids  Z  (  /)  *  j  la  partie  de  cette  pefte 
a  — y  qui  fe  communique  au  point  de  fufpenfion,  doit  s'y 
perdre  entièrement,  parceqûe  ce  point  eft  immobile.  L'autre 
partie  de  la  perce  a  — y  qui  fe  diftribuc  au  poids  /,  fe  trouve 

P}5^  âihfî*  SL(f) .  SA  {€)  :  :  a — y-^—  î  P^r  confequent  lâ 

•quantité  de  mouvement  que  reçoit  de  la  pefanteur  au  pre-; 

mier  înftant  le  poids /,  qui  eft  /x  i ,  eft  augmentée  de  ^î^^î 

ainfi  la  quantité  de  mouvement  du  poids  /  dans  le  pendulç 

tz<)9.  compofé  eft  ri-*-Me^ej  ,^  j^  divifant  par  le  poids  /,  Ton  aura* 

pour  la  vitcflTe  du  poids  /  dans  le  pendule  compofé  ^^p^* 

5  34t.  Or  cette  yicefle  iLîypii?  eft  *  à  la  vitefTe  ^  du  poids  a  dans  Iç 

même  inftant,  comme  SL{f)i  SA  {e).  Von  a  donc -^ 

:^p^.  d'où  Ton  déduitj^  =  «^^f^^.  Mettant  cette 


en  H-  ute  — 
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valeur  toute  connue  de^  à  fa  place  dans  5C(iO  =yj  ^'^^ 
trouve  te  (  5;^)  =  'l^^ZYi  >  c*eft  la  longueur  du  pendule  x^or- 
,çhrone,  ou  la  diftance  5C  du  cçntre  d*pfçillation  cjue  l'o^ 
cherchoit. 

Second     Cas. 

Zorfque  le  fendule  compoje  a  trois  foids  A ,  B ,  L. 

345.  Aj  o  u  T  A  N  T  aux  deux  poids  a&clun  troifîéme  poids  J?, 

fiQ.  XV.  qu*on  nommera  ^^  &  fa  diftance  tS^  =  g  ;  il  faut  trouver  la 

nouvelle  diftance  inconnue  SKy  qu'on  nommera  encore  z^^ 

du  centre  d*ofcillation  qu'on  fuppofe  en  iC,  &  qui  étoit  au? 

paravant  en  C 

Soit  X  la  quantité  du  mouvement  du  poids  B  (i)  dans  le 

fi99.  pendule  compofé,  par  confequent  *f  eft  fa  vitefle^  mais  la 
vîtefle  du  poids  b  dans  le  pendule  compofé  qui  eft  f ,  eft  à  la 
yitefledupoids  qui  eft  au  ooutdu  pendule  fimple  ifoçhrone  j 
pu ,  ce  qui  revient  au  même  y  du  point  K  qu'on  fuppofe  être 
Je  centre  d'ofcillatîon  du  pendule  compofé  de  trois  poids, 

f*  5+5-  laquelle  yîtefle  eft  i  %. comme  la  diftance  SB  {g)  eft  à  la  lon- 

?^54i.  gueur  x^àw  pendule  ifoçhrone  *,  ou  à  la  diftance  SK  {z^ 
centre  d'ofcillatîon  que  l'on  cherche.  Donc  SK  {sO=^^. 

Pour  avoir  la  valeur  de  SK  (  sj ,  il  ne  faut  plus  que  trouver 
la  valeur  de  x  de  la  manière  fuivante  :  Par  la  1*  demande, 
Ja  quantité  de  mouvement  que  reçoit  b  de  fa  pefanteur  dans 


du 
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le  premier  înftant,  dk  Ax  1 5  ainfî  ne  lui  reftant  à  câufe  du 
pendule  inflexible  que  la  quantité  x^il  perd  la  quantité  de. 
mouvement  ix  1  — ;ir^ou^  —  x.  Une  partie  de  cette  perte 
fc  diftrîbue  au  point  de  fufpenfîon  S  oii  elle  fe  perd  entière- 
ment, &  Tautre  partie  fe  diftribue  au  centre  d*ofcillation  C. 
des  deux  poids  a&c/^oii  Ton  conçoit  qu'eft  réuni  leur  efForc  \ 
commun.  Pour  trouver  cette  partie  ^  on  fera  cette  proppr^ 

à  la  partie  de  la  perte  b  —  at  du  mouvement  de  b  qui  fe  di- 
ftribue au  centre  C  d'ofcillation  des  deux  poids  ^  6cZ,  où 
tout  leur  mouvement  eft  conçu  comme  réuni. 

Ain  fi  on  conçoit  â  ce  point  C  la  fomme  des  mouvemens 
des  poids  ^  &c  Z^  qui  eft  (  par  le  premier  cas  de  ce  Problê- 

me,  en  mettant  dsinsy^^^^y'^^  la  valeur  de ^  =s ^û^^ ) 

y  conçoit  la  partie  de  la  perte  &  —  x  du  mouvement  de  b 
qui  eft  diftribuée  à  ce  point ,  &  qu'on  vient  de  trouver  =a 

^^^^^^{fi'i///^^^=^^'.  Ainfî  le  mouvement  entier  qu*on  conçoit 
au  point  C  eft  "^'^  "^  ^'^^  "*"  ^^^^ '*'  '^^ *^:^  ^^^^  "  **^' --^^^ 

Mais  la  diftance  SB  (g)  eft  à  la  dîftance  SA  (  r  ) ,  comme 
la  vitefle  -f  du  poids  b  dans  le  pendule ,  eft  à  la  vitefle  du 
poids  a  dans  le  même  premier  inftant^  ainfî  la  vitefle  de^ 
aans  le  pendule  de  trois  pieds  eft  '^  5  la  multipliant  par  le 
poids  a"^^  Ton  aura^pour  la  quantité  de  mouvement  du  *zj4j 
poids  a  dans  le  pendule  à  trois  poids.  De  même  SB  (^)  eft 
à  S  Z  (/) ,  comme  la  vitefle  f  du  poids  ^  eft  à  la  vitefle  4ii 
poids  /,  laquelle  eft  par  confequents=«^j  la  multipliant 
par  le  poids  ly  *  Pon  aura  ^  pour  la  quantité  de  mouvement  f%^^ 
du  poids  /dftas  le  pendule  à  trois  poids  5  leur  fomme  eft  donc 
égale  à  la  quantité  de  mouvement  qu'on  a  trouvée  en  con- 
cevant leur  mouvement  réuni  au  point  C;  ainfî  l'on  a  l'équa- 
tion ^^^^jf^  =5 ^te^^^en^rm^^^^i^e%^kft\^M.fx-^fvx .  ^.^^ y^^^  j^  - 

Pour  avoir  la  diftance  SK  (  sQ  du  centre  d*ofcillation  du  • 
pendule  a  trois  poids ,  ou  la  longueur  du  pendule  ifochrone, 
il  ûc  faut  plus  que  fubftîtuer  cette  valeur  de  x  dans  SK  {^ 
ss^^  fit  Pon  aura  après  avoir  divifé  le  numérateur  ôc  l«- 
Tome  II.  Q 


yo  Analyse   demonthe'e. 

dénominateur  qu'on  trouvera  enfuite  de  la  fubfticutîon  paf 

atcg  +  ifgi,  Ton  aura ,  dis-je,  SK  (O  =  'mî^rf^ 
Ce  que  ^en  cherchoit. 

Co&OLLAIKE. 

3 4^-  EN  continuant ^ctte  Analyfe  pour  les  pendules  à  quatre 
poids ,  â  cinq  poids ,  &c.  on  trouvera  toujours  que  la  diftance 
du  centre  d'ofcillation  eft  égale  à  une  fraâion  dont  le  nu- 
merateur  contient  la  fomme  des  produits  des  poids  chacun 
par  le  quarré  de  fa  diftance  du  point  de  fufpennon  ,  &  le 
dénominateur  contient  la  fomme  des  produits  des  mêmes 
poids  chacun  par  la  fîmple  diftance  où  il  eft  du  point  de 
fu{pen(ion. 

Avertissement. 

L*0  N  met  d'ordinaire  au  pendujç  d*une  horloge  deux 
poids  connus,  Tun  qui  eft  le  plus  pefant  eft  attaché  fixement 
au  bout  du  pendule,  l'autre  eft  petit  qu'on  appelle  la  lentille, 
&  Ton  peut  le  faire  couler  le  long  du  pendule  en  le  haufTanc 
ou  Tabbaiflant  ^  pour  retarder  ou  pour  avancer  l'horloge 
félon  le  befoin  $  &  on  peut  par  une  vis  l'arrêter  au  point 
qu'il  faut  pour  faire  marquer  les  fécondes  à  l'horloge, 

PROBLÈME   II, 

Qui  eft  l'application  du  précèdent  à  la  pratique. 

347.  Ayj4  2fT  un  pendule  à  deux  piids  A  ^  L  •  tomme  l'on  vient 
de  dire  y  trouver  l^ endroit  du  pendule  où  il  faut  arrêter  la  len- 
tille ou  le  petit  poids  A ,  afin  que  le  pendule  fajfe  fes  inbrations 
chacune  dans  une  féconde  ou  dans  une  autre  fartie  de  temps 
déterminé. 

fjo.xiv.  Il  eft  clair  que  la  queftîon  ie. réduit  à  trouver  la  diftance 
Sy4  du  point  de  fufpenfion  4$^  où  il  faut  mettre  le  petit  poids 
^3  afin  que  le  pendule  compofé  ait  ia  diftance  $C  du  cen- 
tre d^ofcillation  cgale  à  la  longueur  d'un  pendule  fîmple 
ijTochrone,  c'eft-â-dire  du  pendule  fimple  qui  fait  fes  vibra- 
tions chacune  dans  une  féconde. 

Il  faut  donc  apprendre  de  l'ufagequi  eft  maintenant  aflez. 
connu,  quelle  en  la  longueur  SC  du  pendule  fimple  qui  fart  * 
iês  vibrations  chacune  dans  une  ieconde*  On  fuppoie  cette  > 


L  I   V  K  ï      VIIT.  yi 

longueur  ,  que  Ton  fçâic  être  de  trois  pîeds  huit  lignes  & 
demie  sas  K  y  on  Tuppoifè  le  gros  poids  connu  Z  ss  /^  fa  di^ 
ilance  SZ  auffi  connue  ==7/»  le  petit  poids  ^  connu  »=  ^  ; 
fa  diftance  Su4  inconnue  a=  x.  Ayant  trouve  *  que  la  diftance  *  ^u: 
du  centre  d'ofcillation  d'un  pendule  i  deux  poids  eft  ^^f^'j 
il  faut  fuppofer  que  e  étant  à  prefènt  indéterminée ,  repré- 
iènte  X,  &  Ton  aura,  en  mettant  x  à  la  place  de  ^,  ^^rW 
s=  iC,  ce  qui  donne  Téquation  du  (ëcond  ilegré  xx-r^Kx 
—  £5Ji  ^ILissi  o    dont  les  deux  racines  *  font  x  ss=  1  iC  *7^« 

•4- v^  T  iCiC -H  C^LizjŒf .    Ces  deux  racines  font  pofitives*  *»>• 

—      *  *  *  Cor.  t» 

quand  ^  eft  moindre  que  fi  parcequ'alors  le  dernier  terme 

v,^  W  "^//^  efl  pofitif  Aînfi  Ton  aura  deux  points  dans  le 

pendule  compofé ,  dont  les  diftances  du  point  S  font  déter- 
minées ,  étant  les  valeurs  de  x  qu'on  vient  de  trouver  ^  de 
mettant  la  lentille  ^  auquel  on  voudra  de  ces  deux  points, 
les  vibrations  du  pendule  compofé  fè  feront  chacune  dans 
ijme  féconde. 

Suppofant  donc  que  SZ  (f)  furpafTe  SC  (iC==3  pieds  8  { IJg.) 
•par  exemple  que/=5  3  pieds  i  pouce,  que  /=3  livres,  que 
la  lentille  ^  (^  =  i  once),  en  mettant  ces  nombres  à  la 
place  des  lettres  dont  ils  font  les  valeurs  dans  chacuqe  des 
valeurs  de  x,  on  aura  deux  diftances  du  point  <S  5  &  mettant 
la  lentille  â  laquelle  on  voudra,  les  vibrations  du  pendule 
marqueront  les  fécondes.  Ce  qu^UfalUit  trouver. 

R  E   M   A  K  Q^U  E. 

«  -  <  . 

Oà  l'on  fait  voir  détendue  des  rèfoktions  des  Problème t 

que  fAnéslyfe  fait  découvrir. 

'^  48 .  1*.  S I  l'on  vouloir  que  les  vibrations  du  pendule  à  deux  poids  f  i  c.  XIY^ 
<fe.  fîflènt  dans  une  autre  partie  du  temps  qu'une  féconde ,  il 
n'y  auroit  qu'à  apprendre  de  l'expérience  la  longueur  du 
pendule  iîmple  dont  les  vibrations  fe  feroîent  chacune  en 
cette  partie  du  temps  j  &  mettre  cette  longueur  à.  la  place 
de  ^  3  &  l'on  auroit  la  diftance  du  point  S  où  il  faudroit 
mettre  la  lentille  A ,  afin  que  le  pendule  compofé  fît  fes 
vibrations  chacune  pendant  cette  même  partie  du  temps. 
x^.  Si  on  vouloît  que  le  pendule  compofé  fît  fes  vibration* 

G  îj 
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chacune  en  une  féconde ,  &  qu'on  voulue  âuffi  que  la  dî&axiP 
ce  Sj4  {x)  de  la  knrille  ^  fut  déterminée^  ôc  toujours =i-K, 

il  n'y  auroit  qu*à  fuppofer  dans  5^  =rf  iC  +^^ iC JC  h^^-^^P^ * 

que  ^^iC^-H-  T^*^  a=o,  &  prendre  la  diftance  du  plus 
gros  poids  Z,  qui  eft/^  pour  inconnue,  &  Ton  auroit  l'équib- 
tion  du  fécond  degré  ^ —  Kf —  f^  =:  o ,  dont  la  racine 


5VT 


mar-^ 


queroic  la  diftance  SZ  {/)  qu'il  faudroît  donner  au  gros 
poids  Z,  afin  que  le  pfendule  compofc  dans  lequel  h  diftance 
^e  la  lentille  S^  eft--^,  fîcfès  vibrations  chacune  dans  une 
ièconde.  Ainfi  mettant  dans  cette  valeur  de  5Z(/)les  nom- 
bres reprëfcntcs  par  a  yK^  /,  Ton  aura  la  diftance  SZ-  du 
gros  poids  Z  propre  à  cet  effet» 

3*.  On  peut  trouver  par  la  valeur  de  SA{x)=i{Kit 

"^^KK^f^^^y  les  cas  où  lefecoîid  Problême  eft  poffiWe, 

&  ceux  oàil  eft  impoffible.  Car  fuppofant  ^  t  ^^.^fK^—ffi 

s=5  G  ,  on  aura  réquatîon  KK  ^  ^Kr-^  =  o  ,  dont  k 

racine  pofitive  eft  JCs=^- 


xf 


Wil-^ali  ce  qui  fait  voir  que  quand  iC  ftirpaflè  — ^^^x 

^U-^al^  le  Problême  eft  poffiblc;  parceque  les  grandeurs^ 
poficives  qui  font  fous  le  fîgne  v^  dans  la  valeur  dex^  furpai^ 
fent  la  négative  :  mais  quand  K  eft  moindre  que  — ^  -♦-■j  ^ 
y/ Il -^  al  y  la  négative  fiirpafle  tes  pofitives ,  &  les  valeurs  de 
SA  (x)  font  imaginaires» 

4®.  On  peut  appliquer  Fa  réfolutîon  du  fécond  Problème 
aux  pendules  compofés  de  plus  de  deux  poids ,  en  fuppofanr. 
la  diftance  inconnue  du  feul  petit  poids  qui  tiendroit  liea 
de  lentille. 
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S  E  C  T  I  ON     III. 

■ 

O^  roM  fait  voir  l'^fige  de  fAnafyfi  dans  la  Géométrie 
compo/ee.i  x'efi-à-dire  Vu  fige  de  VAnalyfepar  raport 
à  toutes  les  lignes  courbes,  pour  en  découyrir les pro-s 

'    prietis  &  les  ufiges^ 

Avertissement, 

C^  '£  s  T  dans  la  Géométrie  CompQfée,  c'eft-â.dire ,  dai>s  l^ 
fcience  des  lignes  courbes  ^.  ajae  p^rok  fur-couc  Tufàge;  Se 
même  la  necellité  derADa4yte  j  depuis-mt'oal'a  appliquée  î 
cette  fcience,. on  y  a  fait  des  progrès  mrprenans^  &  iî  elle 
n'étoit  pas  infinie,  on  auroic dans  l'Analyse,  en  employant 
le  c^Xixxl , différentiel  ic  inte$fal ^^mv^titi  de  notre  temps J  la 
moyen  de  Tépuifer.  Comme  la  fciençe  de^  lignes  :  courbes 
fert  à  la  Phyfique  &  i  toutes  les  fcieHGes.Phyfîco.MatTîema- 
liques,  d'où  dépend  laperfeiSbidndes  Ajrtsj  c'eftdans^cette 
icience  que  parok  évidemment  Futilité  de  l'Analyfe« 

On  applique  l^Analyfe  aux  lignes  courbes,  en  réduifànç 
chaque  courbe  aune  équation  qui  en  exprime  ^nedes  prjn^ 
.  cipàles  propriétés  -y  &c  enfuite  on  découvre  par  le  feul  ca{f:ut 
de  TAnalvle,  en  fe  fërvaiK  de  cette  éqjuation  ^  tout  ce  que 
Ton  peut  defirer  de  fijavoir  de  cette  courbe.  UAnalyfemême 
fournit  le  moyen  d'exprimer  une  infinité  de  courbes  par  une 
même  équation  pa/Je  moyen  des  lettres  indéterminées ,  fie 
de  découvrir  par  le  même  calcul  les  propriétés  de  tçutes  ces» 
courbes.  C'eft  ce  que  Ton  va.  expliquer  dans  xette  fedion.. 

P  K  E  M  l  £  K  B     I>  e' I  2  K  I^  X  ra  N. 

349-  QUand  deux  lignes  données  ^J?,  J5C,  font  un  angle  FiG;Xvr:;. 
quelconques^  C,  &  que  la  première  -^^-Bou  unedefes  ^I*\^ 

puiflances,  comme  ^!?5\  S^^  &c.  ou  le  produit  deiâ  pfe- 
roiere  A£y  o\x  de  quelquline ,  ou  de  pîufîeurs  dèfès  puîfl 
iances  car  d'autres  lignes  données  5^  quand ,  dis-je ,  cette  pre:. 
roiere  ligne  ^:ff^  oit  ce  produit  eltégal  à  la  féconde  JBC  ou^ 
à  quelques-unes  de  fcs  puiiTances ,  ou  au  produit  dc\BC^  on- 
des puflTânces  tic  JC  par  des  lignes  connues  ^  on  dira  que' 
^cctte  égalité  ou  dquation  exprime  le  raport  des  lignes  JiJi'- 

6  iîj;       *  - 
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&  ^C.  Aînfî  fuppofé  ^^  =:  ^3  BC'sszzb^  &  une  autre  ligne 
donnée  =^3  fuppofé  aufli  que  ^^  =1=  M^  ou  aafç=:^  b^  -^pbb  3 
on  dira  que  cette  équation  exprime  le  raport  de  AB  à  BC^ 

explication  de  la  manière  dont  l^Analyfe  réduit  les  coùfbcs  - 
À  des  èqûati0ns  qui  en  expriment  la  nature  ^t^ eft-k-dire  ^    ^ 
,    .       '    ^  les  principales  propriétés. 

3  y  G.  CAc  eft  une  Hgtre  foît  droite  foît  courbe  fur  un  plan  j  ABh 
Fi  G.  XVI.  eft  une  ligne  droite  donnée  de  pofîtîon,  dont  le  point  fixe 
X  viiî  ^  ^^  l'origine  A  eft  déterminée  »  mais  la  ligne  eft  indétermi- 
*  née  de  côté  &  d'autre  -,  foît  ^AG  une  ligne  droite  qui  coupe 
AS  au  point  A  en  faifant  avec  elle  un  angle  quelconque 
BAG^  foîent  aufli  de  tous  les  peints  de  CAc  deslîgnes  droites 
dS^  cb ,  &c.  tirées  fur  AB^  parallèles  entr'elles  &  à  gAG  i 
fuppofé  que  Téquatiori  qui  ^exprime  le  raport  de  la  pVe- 
Inîere  parallèle  BC  avec  la  première  AB  y  foit  la  même  que 
celle  qui  exprime  le  raport  de  la  féconde  bc  avec  la  féconde 
ligne  >/^<:orrerpondanre,  de  la  troiiîéme  ^i^  avec  lacroi*  * 
(léme  Ab  qui  lui  répond,  &  ainfî  de  toutes  les  autres,  de 
manière  qu*en  mettant  chaque  bc  dans  la  première  équation 
à  la  place  de  la  première  BC  ^  &  la  correfpondante  AB  de 
chaque  nouvelle  BC  k  la  place  de  la  première  AB ^  ee  foie 
là  même  équation  ;  on  peut  faire  une  équation  qui  convien-*  * 
iie  à  tous  lès  points  de  la  ligne  droite  ou  courbe  cAC^  en 
taommatit  la  changeante  AB  ^  x?  la  changeante  BCy  yi  & 
mettant  dans  la  première  équation  x  à  la  place  de  ABy  6cy 
à  la  place  de  BC^  &  Ton  a  réquarion  de  la  ligne  droite  oii 
courbe  cAC. 

Exemples. 

351.  Si  l'on  a  les  deux  lignes  droites  données  p  éc  d.  Se  que 
Téquation  qui  exprime  le  raport  de  chaque  BC{y)  à  cha- 
txîi.  quç  AB  (  x)  y  {oitpx  zsmdyila  ligne  ACC  eft  droite"". 

Si  Téquation  qui  exprime  le  raport  de  chaque  BC{y)^ 

chaque  AB  (x)yt(kpx ^^yyi  la  ligne  ACC  eft  courbe ,  & 

iê  ribmme  la  parabole  i  &  px^=^yy^  Çxir équation  à  la  parabole. 

Si  réouatîon  eft  -f  yy  ^=^dx'^xxy  la  courbe  ACC  fe 

nomme  teSipfe. 

Si  l'équation  eft  j^=ç=^x  — xx,  la  courbe  ACC  eft  la 
l%9.  circonférence  du  cercle  *. 

Si  Téquation  eft  Jf^j^  5»  ^x  4^  XX ,  U  coùrbç -^CC  fe  îiommQ 
^hyperboie^ 


fremlerc  farapole  cubique. 

Si  Tcquation  eft  fxx  ==/^  la  courbe  jiCC  fe  nomme  la 

féconde  parabole  cubique, 

-  Si  rëquatîon  eft  x'=:^^—x^^  la  courbe  ^CCfe  nomme 
^a  cijfoïde. 

Comme  il  y  a  une  infinité  de  courbes  différentes ,  il  y  a 
auffi  une  infinité  d'équations  dîflfèrentes  qui  les  expriment  j 
&  il  eft  inutile  d^en  faire  ici  une  longue  énumeration  ^  ce 
que  Ton  vient  d^  dire  fuffit  pour  faire  concevoir  comment 
TAnalyfê  réduit  chaque  courbe  à  une  équation  qui  exprime 
ià  principale  propriété ,  d'où  Ton  déduit  les  autres. 

Si  Ton  tire  des  points  CCcc  de  la  ligne  CCAcc  des  parai-  F  i  o.  xvir 
leles  CG^  cgyècc.  à  fa  ligne  AS  quîfererminentà  la  ligne g>^G 
qui  eft  foppofée  parallèle  aux  lignes  SC^  Bc,  bcy  &c.  il  eft 
évident  qu'à  cauie  des  parallèles ,  les  lignes  AG,  Aj^^  &c .  font 
égales  aux  lignes  BC^  bcy  &c.  chacune  àfa  correspondante  j 
ainfi  chaque  AG^s=:yi  &  que  de  même  les  lignes  Gp^gr^  &c,. 
font  égales  aux  lignes  .^^^  Ab^  &c.  chacune  i  celle  qui  lui 
répond,  ainfi  chaque  GC=sx,  D'où  il  eft  clair  qu^en  rapw 
portant  les  points  de  la  ligne  ACC  à  la  Hgne  droite  gAG, 
parle  moyen  des  parallèles  CG^  cg^  &c.  Ton  aura  la  même 
équation  que  Pon  avoîc  de  la  même  ligne  CC^rr^  en  ra- 
portant  tous  fês  points  à  la  àroîte  A Bb  par  le  moyen  des 
parallèles  BCj  bC ^  &c. 

Seconde    De'finition- 

■J  5  3 .  D  Ans  toutes  les  courbes  qu'on  peut  réduire  à  une  équa-  F  i  g.  sr?i; 
tion  qui  en  exprime  la  propriété ,  la  ligne  droite  AS  à  la- 
quelle on  raporce  tous  les  points  de  la  courbe  ,  s'appelle 
la  ligne  des  coupées  ou  des  abfcijfes  y  &  la  changeante  AS  y 
Ab  y  &c.  s'appelle  la  coupée  ou  Fabfciffey  le  point  fixe  A  s'ap- 
pelle Nrigine.  Les  parallèles  SC,  bC^  &c.  s'appellent  /^i 
ordonnées  ou  les  appliquées :bc  comme  Ton  a  vu  qu'on  pouvofc 
prendre  auffi  les  Coupées  fur  AG  parallèles  aux  ordonnées, 
&  les  ordonnées  for  ASS^  chaque  ÂS^  ù,  correfpondante 
se  s'appellent  ^j  coordonnées  i  Zl  les  deux  lignes  A  SB,  AG 
^ii  fe  Coupent  à  l'origine  A,  les  lignes  des  coordonnées  5  & 
r«ngle  C>^-i^  qu'elles  font  enfemble ,  P'a^^u  ^cs  coordonnées  ? 
&  les  quatre  angles  QA3\  GAH^  g^  W  ^^^>  qjx'dles , 
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font  cnfemble  à  Torigine  A^  font  les  quatre  angles  des  deun 

lignes  des  coordonnées.  ^. 

Divijion  des  courbes  en  differens  genres. 

5  54.  Le  s  lignes  comme  CCAcc  dont  on  peut  exprimer  la  natu-i' 
re,  c'eft-à-dire,  la  principale  propriété  par  une  équation  alge* 
J^r^que  qui  contienne  le  raport  des  coordonnées  changean- 

?3îo.  tes  X  &^%  lefquelles  coordonnées  ne  font  que  de  fimples  li- 
gnes droites,  s'appellent  Géométriques  ou  Algébriques ^  &  on 
les  diftingue  en  differens  genres,  dont  cjaacun  prend  fon 
nom  du  nombre  qui  eft  Texpofant  de  la  plus  haute  puiflance 
de  celle  des  deux  coordonnées  x  ony^  qui  eft  élevée  au  plus 
haut  degr^é  fans  mélange  de  Tautre  dans  l'équation ,  ou  du 
nombre  des  dimenfions.du. produit  de  Tune  par  Tautre  dans 
l'équation ,  q^aand  ce  produit  ^  plus  de  dimenfions  que  la 
plus  Haute  puitTance  feparée  de  Tune  &  de  l'autre. 

Les  lignes  dont  l'équation  ne  contient  que  x  &  jf  lineaî-.^ 
res  fans  être  multipliées  l'une  par  l'autre,  comme /x==^J^ 
font  les  lignes  du  premier  genre  :  ôc  il  n'y  a  dans,  ce  premier 
genre  que  la  ligne  droite^ 

Les  jfignp^  dont  l'iquation  contient  le  quarré  de  Tune  des 
coordonnées  xpu^,  ou  le  quarré  des  deux  xx  &  j^j  ou  le 
produit  des  deux  xy  y  font  les  lignes  d^  fécond  genre  :  Mais' 
comme  elles  font  auiîî  \qs  premières  courbes  ou  les  courbes 
les  plus  fimples ,  on  les  appelle  les  courbes  du  premier  genre. 

Toutes  les  courbes  dont  l'équation  contient  la  troifiéme 
puiflance  de  Kune  ou  de  l'autre  des  coordonnées  x'  ou^'^  ou 
.  de  toutes  les  deux  x'  &y,  ou  un  produit  des  deux  qui  a 
trois  dimen fions  xxy  ou  xyy^  font  les  lignes  du  troifiéme  genre  ^ 
&  en  même  temps  les  courbes  du  fécond  genre  h  &c  ainfi  de  fuite. 
9.  l'infini^ 

Za  manière  <P exprimer  par  une  feule  équation  une  infinité 

de  courbes  toutes  de  differens  genres. .   . 

jJ^J*  En  mettant  dans  l'équation  à  la  parabole />'x'==fy  des  ex-it 
pofans  indéterminés  ;«  6c  » ,  on  aura  l'équation  ^™x"  sssy"^^\, 
qui  exprime  h  s  paraboles  de  tous  les  genres  à  l'infini  ^  en  conce- , 
vant  que  m  icn  repréienteat  tous  les  nombres  entiers  que  » 
i'pn  peut  mettre  â  leur  place  dans  cette  équation.  Par;  exemJ  : 
piçji »»i=i,  np^i^ i'CTOtion  i>V?Fy'•'^^fcr;lJ:fiquîltîfla:^ 
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à  la  parabole  du  premier  genre  p^x^=^y^:  Si  »f  ==  i ,  «  =5  r  ^ 
l'équation  /"x"  =>^"*  *  "  fera  ppx  =/,  qui  eft  Tcquation  à 
la  première  parabole  cubique:  Si  m==  i,  »=  2,  Téquation 
f  a:"  =:jf"  "^  "  fera  /xx  =  j^S  qui  eft  la  féconde  parabole 
cubique  :  Si  iw«  }  ,  «s=  i ,  Téquation  /"  x"  ss^"*"*""  fera 
/^x=jf\  qui  eft  la  première  parabole  du  troifîéme  genre  j 
&  ainfî  à  Tinfini. 
De  même  en  meccanc  dans  Tcquation  à  Tellipfe  4y = x^  x 

1  ry    ^ ^ 

li —  X  ,  &  dans  Téquadon  à  Thyperbole  |y  =3  x^x  ^-4-x  , 
les  expofans  indéterminés.;»  &  y;  Ton  aura  i^.  Téquation  ' 

■  n  .         " 

l^Œ-^ûaesx™  X  i— X,  qui  exprime  l^s  ellîpfes  de  tous  les 
genres  à  l'infini,  mian  repréfentanc  tous  les  nombres  entiers 
qu'on  peut  mettre  â  leur  place  j  &  I^  Téquation  ^  jf"**"c=  x™  x 

i/-*-x  ,  qui  exprime  les  hyperboles  de  fous  les  genres  à  Tin^ 
fini  par  la  même  raîfbn.  . 

On  peut  de  même  rendre  générales  les  équatîohs  de  tou^ 
tes  les  courbes  qu'on  peut  imaginer. 

Tkoisie'mb    De' finition. 

35^.  D  An  s^es  courbes  du  premier  genre ^  quand  la  ligne  des  Fio.  xvi. 
coupées  j4BB  coupe  par  la  moitié  chacune  des  ordonnées 
CBc  terminées  de  côté  &  d'autre  âla  courbe,  elle  s'appelle 
un  diamètre  de  la  courbe ,  &  lie  point  A  oh  ce  di^mnecre  ren^      •  1 
contre  la  courbe  eft  nomme  le  Commet  de  ce  diamètre  5  il 
fuffit  qu'il  en  coupe  deuic  différentes  par  la  moitié ,  pour  le* 
couper  toutes.  Quand  le  diamètre  eft  coupé  perpendiculai- 
rement par  les  orBonnées ,  on  l'appelle  J^axe  de  la  courbe  j^  la 
ligne  droite  donnée  f  dans  les  équations  fx  ^sszyy^-^yy^sszx  x 
</— -X3  4yy^==  X  X  d^Xy  s'appelle  le  paramètre  du  diamètre 
qui  eft  la  ligne  des  coupées  x  dans  l'équation.  Dans  Tellipfe 
&  dans  ^hyperbole  les  diamètres  fe  croifent  dans  un  point  K  ri«.  xviii 
qu'on  appelle  le  centre.  Dans  Tuneôc  dans  l'autre  lexliametre  ^^^^^ 
dD  qui  eft  parallèle  aux  ordonnées,  s'appelle  le. fécond  ou  le 
diamètre  conjugué  du^r^m/Vrdianietre^avqùi  les^doupe  cha^ 
cuhe  par  la  moitié ,  £c  on  les. appelle  conjugués  l'un  de  l'autre. 
Une  ligne  qui  touche  une  couf  be  dans  un  fèùl  poSnt  ;,  comme  Fio.  xix. 
CiS,  s'appelle  la  tangente  en  ce  point  là  qui  s'appelle  lé  point  tou^  ^^'  ^^^' 
chant  ;  &  la  partie  de  la  ligne  des  coupées  comme  BS ,  qui  eft 
interceptée  entre  l'ordonnée ifC  du  point,  touchant  C^  ôclo 
Tome  11^  *H 
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poinr  S  où  elle  eft  rencontrée  par  la  tangente  prolongée  ^ 

FiG.  XIX.  s'appelle  la /outangente  :  une  droite  CD  perpendiculaire  à  la 
çangente  au  point  touchant ,  s'appelle  une  firpendiculaire  à  la 
courbe^  &  la  partie  BD  de  la  ligne  des  coupées  entre  l'ordonnée 
£C  au  point  touchant^  &  le  point  D  où  cette  perpendiculaire 
coupe  la  ligne  des  coupées,  fe  nomme  \z  fouperpendUùlaire. 

Une  ligne  droite  fur  le  même  plan  de  la  courbe ,  dont  la 
courbe  s'approche  de  plus  eti  pluTs  à  Pinfini  iàns  jatnais  la 

FiG.  XXI.  toucher,  comme  KEy  s'appelle  xxn^ . afymptote  de  la  courbe. 
3  cy.  Les  mêmes  définitions  conviennent  aux  courbes  des  gen- 
res plus  élevés ,  neanmoitis  comme  la  même  courbe  dans 
ces  genres  plus  élevée,  a  d'ordinaire  pkifieurs  branches  de 
chacun  des  côtés  du  diamètre,  quand  elle  a  un  diamètre: 
lorfque  la  ligne  des  coupées  coppe  chaque  ordonnée  de  ma« 
niere  que  la  fomme  des  parties  de  l'ordonnée  terminées  aux 
points  de  chaque  branche  de  la  courbe  d'un  côté,  efl:  égale 
â  la  fomme  des  parties  de  la  même  ordonnée  terminées  aux 
branches  de  lai^courbe  qui  font  de  l'autre  côté  ^  alors  la  ligne 
des  coupées  eft  un  diamètre  de  la  courbe,  &  ce  diamètre  eft 
l*ax€  y  quand  les  ordonnées  lui  font  perpendiculaires. 

lue  la  formation  ou  defcription  det  courbes  >  fur-tout 

du  premier  genre, 

358.  On  peut  xracer  les  courbes  fur  un  plan  de  deux  manières, 
19.  Par  le  mouviement  continu  d'un  point,  ce  qui  fè  peut 
faire  de  différentes  manières  :  par  exemple ,  on  peut  faire 
mouvoir  deux  longues  règles  fur  deux  points  fixes  qu'on 
appelle  les  Pôles ,  de  fai^on  qu'elles  fè  croifent  pendant  leur 
mouvement  en  des  points  dont  la  fuite  eft  la  courbe  que  Ton 
teot  décrire  :  l'une  des  deux  règles  peut  fe  mouvoir  paraL 
lelemeht  le  long  d'une  lîene  donnée  de  pofîtîon^  pendant 
'  que  l'autre  tournera  fur  ton  pôle,  &  la  fuite  des  points  où 

•  '  elles  fc  croifent  pendant  leur  mouvement  fera  auflî  une 
courbe  ^  Ton  peut  faire  mouvoir  une  figure  reâiligne  ou 
ct>urbe  te  long  d'une  r^le  immobile,  pendant  qu'une  antre 
reçle  fè  mouviaht  fur  (on  'pôle  ,  coupera,  la  courbé  en  de^ 

-  '  pcnnt^dpftcla  fuite  fera  une  ligne  courbe.  On  peut  îmaginer 

"  une  infinité  d'autres  manières  de  décrire  les  courbes  par  le 
Mouvement  continu,  i^.  En  trouvant  pi ufiéurs  points  de  Ia 
IKmr bc  trè6-proches  les  uas  des  autres ,  &  les  joignant  enfenu 
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ble  par  de  petkcs  lignes ,  l'on  a  à  peu  près  la  courbe  que  Toa 
veut  décrire. 

De  toutes  les  manieres.que  l'on  a  trouvées  dé  décrîfe  \çs 
courbes  du  premier  genre  par  un  mouvement  continu ,  la' 
plus  commode  eft  la  fuivante,  dont  M.  le  Marquis  de 
r Hôpital  eft  Tituteor  ^  parcequ'elle  fert  non  feulement  à  les 
tracer  avec  les  axes , mais  auflî  avec  tel  diamètre  de  la  courbe 
qu'on  voudra  j  &;  de  plus  elle  donne  d'abord  Téquation  de  la 
courbe  la  plus  fimple  par  raport  à  Tes  axes  ou  à  fes  diamètres. 

359.  Il  faut  remarquer  que  les  courbes  du  premier  genre  fe 
nomment  ordinairement  les  feïlions  coniques  j  parcequ*ea 
concevant  deux  cônes  égaijx  qui  ont  le  même  fommet,  Çc 
qu'un  plan  coupe  Tun  des  deux  ou  tous  les  deux ,  la  fèdiori 
eft  une  parabole,  quand  le  plan  coupant  eft  parallèle  à  un 
côté  delà  (iirface  du  cône,  qui  eft  le  côté  du  triangle  qui 
coupe  le  cône  par  le  fommet  perpendiculairement  à  ce  plan  ^ 
une  ellîpfè ,  quand  le  plan  coupe  les  côtés  oppofés  de  la  fur- 
face  du  cône ,  &  ne  faît  pas  les  angles  avec  ces  côtés,  égaux 
à  ceux  qui  font  ces'  côtés  fur  la  bafe  du  cône }  un  cercle , 
quand  le  plan  coupe  les  côtés  oppofés,  &  fait  avec  eux  les 
angles  égaux  à  ceux  que  font  ces  côtés  fur  la  bafe  ^  une 
hyperbole,  quand  le  plan  coupe  lès  deux  cônes  oppofés  au 
fommet  :  c'eft  ce  qui  a  fait  appeller  par  les  Anciens ,  ferions 
coniques  y  les  courbes  du  premier  genre  j  maïs  cette  manière 
de  concevoir  .ces  courbes  comme  formées  par  laiêAion  du 
cône,  étant  plus  embarraflante  que  la  manière  de  les  décrire 
Simplement  fur  un  plan,  celle-ci  étant  la  feule  qui  eft  d'ufa- 
ge  î  on  ne  parlera  point  ici  de  la  première.  On  fe  conten- 
tera d'expliquer  la  féconde,  d'en  déduire  les  équations  des 
/eâions  coniques ,  8c  les  principales  propriétés  neceffaires 
pour  entendre  ce  huitième  Livre/ 

Za  formation  de  la  faraMe. 

360.  ï^Il  faut  tirer  une  droite  AS  indéterminée ,  &  prenant  Fie  xvl 
•  le  point  A  pour  l'origine ,  menprune  ^xxivtArôht  ^AG  P 

par  A  feifant  l'angle  BÀÇ^  avec  AÈ  égal  à  celui  que  Ton 
veut  que  faffcnt  les  ordonilées  avec  >^j5J}&  ayant  pris  J^i' 
delà  grandeur  que  doit  être  le  paramètre  dû  diamètre  AB 
ou  d'une  grandeur  déterminée  telle  qu'on  Voudra ,  qui  fera 
le  paramètre  du  diamètre  AM  de  la  parabole  qu'on^ décrira^ 

Hij 
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il  faut  mener  par  P  la  ligne  îndécermînce  i?i^/ parallèle  à 
ABb. 

2*.  Il  faut  prendre  une  longue  règle  ACP^  rattacher  par 
un  clou  au  point  A  autour  duquel  elle  puiilè'fe  mouvoir  fur 
le  pôle  -^,  &  la  mettre  d'abord  fur  la  ligne  gAGP;  il  feut 
éhluite  prendre  une  longue  règle  GCy  &  la  fajre  glifler  tou- 
jours  parallèle  a  A£  le  îong  de  la  ligne  AGP^  &  la  mettre 
d*abord  le  long  de  ABh 

30.  Pour  décrire  la  partie  de  la  parabole  quîeft:  à  la  droite 
de  AB  j,  il  faut  faire  mouvoir  en  bas  la  règle  ACP  fur  le 
pôle  >^^  &  faire  en  même  temps  gliflèr  la  règle  GC y  le  long 
'  de  AGP  y  faîfant  en  forte  que  AG  foit  toujours  égale  à  PP, 
&  marquer  avec  un  ftile  Cla  ligne  courbe  ^Cqui  pafle  par 
tous  les  points  C^  où  les  règles  fe  croifent  dans  leur  mouve- 
ment )  &  ce  fera  la  partie  de  la  parabole  qui  eft  vers  la  droite 
du  diamètre  ABb. 

40.  Pour  décrire  Tautre  partie  Ac  de  la  parabole,  il  faut 
faire  mouvoir  la  règle  Af^^  haut  au-deflus  de  P^  &  faire 
glifler  la  règle  gc  le  long  de  Ag^  faifant  en  forte  que  Ag  foie 
toujours  égale  a  Pf^  &  marquer  avec  un  ftile  c  la  courbe  qui 
paflè  par  tous  les  points  c  où  les  règles  Ac  &  gr  fe  croifent 
dans  leur  mouvement  continu,  8c  ce  fera  la  féconde  partie 
de  la  parabole» 

• 
Za  defcriftion  de  îeUiffe  éf  de  F  hyperbole. 

3^1.  La  longueur  A^  du  diamètre  ou  de  Taxe  doit  être  déter- 

F10.XVIL  minée  y  comme  auflî  la  longueur  ^^i'  du  paramètre  qui  con- 

u  XVIII.  vient  à  ce  diamètre  ou  à  l'axe  j  &  Ton  doit  d'abord  faire  ce 

.  qui  efl  marqué  dans  les  deux  premiers  articles  de  la  parabole, 

excepté  quô  la  féconde  règle  aC  doit  être  mobile  autour  du 

pôle  a,  qui  efl  la  féconde  extrémité  du  diamètre  A^. 

Pour  décrire  la  partie  de  Tellipfe  ou  de  Thyperbole  qui 
efl  à  la  droite  de  ABb^  on  fera  mouvoir  en  bas  ao-deffous 
de  P  la  première  règle  ACF  fur  le  pôle  -^^  &  en  même 
temps  la  lecohde  règle  aC  fur  le  pôle  a,  faifant  en  forte  que 
'AGixAt  toujours  égale  i,PF,h  &  l'on  marquera  avec  un  ftile 
.en  C  la'courJDe  qui  pafTe  par  tous  les  points  C  où  fe  croifent 
les  deux  réglés  j  &  ce  fera  la  première  moicié  de  Tellipfe  ou 
de  rhy|ierbole  !^C.  ^    . 
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Pour  décrire  l'autre  moitié,  on  fera  mouvoir  en  haut  la 

{première  règle  ^/au-deflus  de  P  toujours  fur  le  pôle  ^^  &c 
'autre  règle  ar  du  côté  eauche  de  ^£A ,  faifant  en  forte 
que  j4g  foit  toujours  égale  â  Pf^  &  Ton  marquera,  avec  un 
ftile  en  c  la  courbe  Ace,  qui  pafle  par  tous  les  points  c  où 
ces  règles  fe  croifent  j  &  ce  fera  la  féconde  partie  de  l'ellipfe 
ou  de  rbyperbole. 

L'hyperbole  ayant  en  particulier  une  autre  hyperbole  ax. 
â  Textrêmité  a  du  diamètre  jt^  entièrement  égale  &  fem- 
blable  â  la  première  ACh  on  décrira  cette  féconde  hyper* 
bole  ax  en  faifant  mouvoir  la  première  règle  ^C  en^x  fut 
le  niême  pôle  ^^  &  en  même  temps  la  féconde  en  ax  fur  le 
pôle  a  3  faifant  en  forte  que  ^7  foit  toujours  égale  d  P(p5  & 
traçant  avec  un  ftile  en  x  la  courbe  qui  paflè  par  tous  les 
points  X  oii  fe  croifent  les  deux  règles ,  elle  fera  la  féconde 
hyperbole  ax  fembkible  tL  égale  à  la  première  AC. 

La  manière  dont  on  déduit  de  s  formations  précédente  s  les  équations 
de  la  parabole ,  de  tettiffe  (^  de  f  hyperbole. 

Pour    la    parabolb. 

3.^1.  S  Oit  le  paramètre  AP^=^py  chaque  PP  ou  pfisr^f^  Fio.xvi. 
chaque  coupée  AB^  Ab  =  Xy  chaque  ordonnée  JBC^  bc  =s^. 
Les  triangles  APF  y  ABC  y  font  fcmblables,  comme  auflî 
APfy  Abcyi  caufe  des  parallèles  AGPyBCy  &  ABbyfPPz 
>ar  confequent  APf^p) .  PP  {/)  :  :  BC{y).  AB  ( x )  5  d'où 
['on  déduit  ^xssaj^':  Mais  â  caufe  des  parallèles,  BC  {y) 
ar=  AG  =:  PF  (/)  par  la  conftrudion  :  aînfi  mettant  j^  à  la 
place  de  fy  l'on  a  l'équation  â  la  parabole /x  =j^3  c'eft-à- 
dire,  chaque«ordonnée  BC  (/)  eft  moyenne  proportionelle 
entre  la  coupée  AB  (at)  &  le  paramètre  AP  {p)^y  ou  bien 
le  produit /x  du  paramètre  par  la  coupée  eft  toujours  égal 
au  quarré  de  l'ordonnée  yy. 

'  Il  eft  évident  que  la  même  équation  convient  â  la  féconde 
moitié  de  la  parabole  ^r. 

Corollaires. 

l. 

3^3'  Si  l*on  prolonge  chaque  BC  vers  la  gauche  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  la  parabole  en  Cy  l'on  aura  Bc=zBC7  car 
mettant  1^  xegkfAc  dans  la  fituatioû  où  elle  fafle  fP  sa  PP, 

H  u j 


P" 
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Ton  aura  y4gsssfPy  par  confcquent  ^g  fera  égale  à  JPF 
=^G 3  &  gc fera  égale  i^S  r=  Gd  mais  £c  eft  toujours 
égale  à  ^g  à  caufè  des  parallèles  :  aînfî  quand  fP  =  FP, 
j4g  eft  égale  à  AGy  ic^c:s=iA£=zGC :  ainfi  dans  Téqua. 
tîon  px  =//,  qtti  convient  à  £C  &â  Bc^y^ss^y^  &  x=ssx, 
&  /  eft  la  même  grandeur. 

D'où  Ton  voit  que  fi  Pon  plîoît  la  parabole  de  façon  que 
le  pli  fut  dans  la  ligne  ABby  la  partie  ACC  de  la  parabole 
s'ajufteroit  fur  l'autre  partie  Ace  y  quand  les  ordonnées  y 
font  perpendiculaires  aux  coupées  x. 

IL 

3  64.  La  ligne  PGAg  touche  la  parabole  au  feul  point  A  qui 
eft  le  fommet  du  diamètre  ABi  3  car  il  faut  que  la  règle  AC 
ou  Ac  fafle  un  angle  avec  GAg  au  point  A^  pour  donner 
chaque  autre  point  C,  r  de  la  parabole,  &  GAg  eft  feule 
tangente  au  point  A  >  car  toute  autre  ligne  AC  ou  Ac  paHant 
par  A  y  &  faîfant  un  angle  avec  GAg  au  point  A  y  donne  un 
point  de  la  parabole,  &c  par  confequent  elle  pafTe  par  deux 
points  de  la  parabole  ^  d  où  Ton  voit  que  la  tangente  par  le 
xbmmet  A ,  eft  parallèle  aux  ordonnées  du  diamètre  ABb. 

IIL 

3  (5  c  La  parabole  AÇC  eft  concave  à  Tégard  du  diamètre  ABè, 
car  chaque  corde  ACy  Acy  eft  entre  Parc  qu'elle  foutient^  ^ 
le  diamètre  ABb. 

IV. 

1 66.  Qjjîind  l'angle  BAG  eft  droite  les  ordonnées  CB  font  per- 
pendiculaires au  diametre^^;  ainfi  dans  ce  cas  ABb  eft  l'axe 
dont  ^/'eft  le  paramètre:  dans  tout  autre  cas  AB  eft  fim« 
plemçnt  un  diamètre  dont  AP  eft  le  parametrf;  qui  n'çft  pas 
alors  le  même  que  celui  de  l'axe  ou  d'unîauere  diamètre* 

V. 

t6j.  L'angle  GAB  que  fait  la  tangente  GAB  au  fommet^ 
avec  le  diamètre  AB ,  èft  celui  *que  fait  çn  ce  point  A  la 
courbe  même  avec  (on  diamètre  AB. 

VJ. 

3(Î8,  Dans  la  parabole,  les  coupées  AB  y  Aby  (fig.  19.)  font 
entr'elles  cojnme  les  quarrés  des  ordonnées^  car  nommant 
AB[x)yAb{u)yBC{y)ybc{sOy\'omxxx^l^^^^^i^^^, 
&  par  confequent  les  ordonnées  BC [y) y  bc{x,) y  font  en- 
cr'elles* comme  les  racines  des  coupées  AB{x) y  Ab  {u\\ 
puifquçjy.  7^  :;  X.  Ui  &^.  ^::Vx.  Vu. 
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VIT, 
36p.      Le  paramètre  /  eft  â  la  fomme  de  deux  ordonnées  ic  fxg.  XK 
-4- JÎC(^-H/),  comme  la  différence  des  mêmes  ordonnées 
^^  — ^  J5C = ^r  (  a;.-r- j^  )  eft  à  la  différence  des  coupées  ^i 

_  ji£  esB  JBt  ou  Cr  (1»  —  x)s  car  /)x  zssyy,  &c  fu  =  jy;^: 
donc  ^»  — fx^ssxt^ — yy\  d'où  Ton  déduit  p .  )«;.•+- ^  ;  : 

V 1 1 1. 

3yo.  L*équati<5n  yy  =spx  fait  voir  que  les  x  augmentans,  les  y 
augmentent  aufli  ^  ainfi  la  parabole  s'écarte  de  plus  en  plus 
à  Tinfini  de  Ton  diamètre. 

PROBLÈME      I. 

Oà  l'on  donne  une  méthode  générale  pour  mener  les  tan^ 

genres  des  courbes  géométriques. 

371.  V  N  E  parabole  A  Ce  étant  décrite  fur  un  plan  avec  fon  dia^  Fio.  XIX, 
mètre  ABb  é*  p>n  paramètre  AP,  mener  la  tangente  SG  par 
un  point  donné  C,  dont  l'ordonnée  efi  BC. 

Il  eft  évident  qu'il  fufEt  de  trouver  la  foutangente  BS 1 
car  il  n'y  aura  plus  qu'à  tirer  la  droite  5C,&  elleîera  la  tan. 
gente.  Entre  toutes  les  méthodes  pour  trouver  les  tangentes 
des  courbe^  on  a  choifi  la  fuivante  qui  convient  i  toutes  les 
courbes  géométriques,  comme  ayant  Iç  plus  de  raport  à  la 
méthode  de  les  trouver  par  le  calcul  différentiel. 

Réfolution.  i"*.  Il  faut  concevoir  une fècante  SCc  qui  pafle  par 
le  point  donné  C^  &  coupe  laparabole  en  un  autre  point  a 
&  mener  l'ordonnée  cbi  &  nommant  j4  P  (p) ,  u4B  [x)', 
se  {y) y  SS{s)j  BbGaC€{e)\  l'équation  pour  le  point  C 
cft  yy  — px  =  0.  Z'^.  Il  faut  trouver  la  valeur  de  ce  y  par  le 
moyen  des  triangles  femblables  SBC  y  CeCy  qui  donneront 
SB  {s).  BC  (y)  ::Ce{e).  ce=s^.  }<>.  Poif  r  avoir  Inéquation 
par  raport  au  point  Cy\\  faut  mettre  dans  Téquation  dla 
courbe,  Ab{x^e)i  la  place  de  AB  {x)y  &  bc  (/-+-  ^)  àla 
place  de  BC  {y)^  Stordonner  la  nouvelle  équation  de  ma^ 
niere  que  tous  les  termes  de  la  première  foient  le  premier 
terme  de  la  féconde  -,  le  fécond  terme  contienne  toutes  les 
grandeurs  où  e  eft  linéaire  j  le  troîfîéme  terme  contienne 
toutes  celles  où  fê  trouve  ee y  &  ainfi  de  fuite-,  &  l'on  aura 
j^-*-*^^4-~  a=  o.  4«>.  11  faut  ôter  le  premier  terme 
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de  cette  équation  qui  eft  égal  à  zéro  pariafuppofitîon,piiîC 
que  c'eft  Tcquation  de  la  courbe  j  &  le  reftc  doit  par  confe- 
quent  être  auffi  égal  à  zéro.  j^.  Il  faut  divifer  cette  équation 
reftante  par  ^3  ce  qui  laiflera  le  premier  terme  fans  e.  6^  Il 
faut  fuppofer  la  diftance  :^^  ou  Ce{e)  des  deux  ordonnées 
JBCy  bc  égal  à  zéro ,  ce  qui  détruira  tous  les  termes  excepté 
le  premier,  qui  eft  égal  à  zéro.  7^.  Enfin  il  faut  trouver  dans 
ce  terme  la  valeur  de  l'inconnue  /,  &  mettre  au  lieu  de  j^  fa 
valeur  en  x  prife  de  Téquation  de  la  courbe /&  ce  fera  la 
foutangente  qu'on  chercnoit  j  car  il  eft  évident  que  la  diffé- 
rence Bb  entre  les  ordonnées  devenant  zéro  ou  s*anéantiC 
fant ,  que  les  deux  points  C  ,c  deviennent  Iç  feul  point  C,  & 
que  la  fecante  SCc  devient  la  tangente  au  point  C,  &  par 
confequent  jBS{s  )  devient  la  foutangente. 

Dans  notre  exemple ,  ayant  ôtç  Iç  premier  terme,  dîvîfé 
Téquation  par  e^  &  fuppofé  enfiiite  ^  =  o,  l'équation  reftantç 
fera  ^yy  —  ^=  o  5  ou  mettant  px  à  la  place  dej^.  Ton  aura 
jpx  — p  ==  G ,  d'où  Ton  déduit  jBS[s)^^ix. 

Ce  qui  fait  voir  qu'en  prenant  ^5 =^j5,  le  point  S  fera 
celui  où  la  tangente  CS  rencontre  le  diamètre, 

J71.  S*I  t  arrivoit,  lorfqu^on  cherche  la  tangente  ^es  dififerens 

Î>oints  de  la  courbe ,  qu'en  mettant  dans  le  ternie  où  e  eft 
ineaire ,  des  valeurs  déterminées  de  x  &  de^^  cela  rendit  le 
numérateur  &  le  dénominateur  de  la  fraélion  qu'on  trouve 
ordinairement  pour  la  valeur  de  s^  chacun  égal  à  zéro,  il 
faudroit  prendre  le  troifiéme  terme  où  fe  trouve  ee^  le  di^ 
vifer  par  ce  \  fuppofer  enfuite  ee^s^zo^  ce  qui  rendroit  tous 
les  termes  fuivans  égaux  à  zéro ,  &  I'qii  trou veroit  par  le  feuL 
terme  reftant  où  étoit  ee  qui  feroit  lui  ièul  l'équation ,  la 
valeur  de  s  qui  donneroît  la  foutangente  qu'on  cherche }  fie 
ainfî  de  fuite ,  c'eft-à-dire,  fi  le  Jterme  oùeft  ^^  donnoit  unç 
valeur  de  s^  dans  laquelle  le  numérateur  &  le  dénominateur 
fe  trouvaffent  égaux  chacun  à  zéro  p^  la  fuppofîtion  de 
quelques  valeurs  déterminées  de  x  &  dQy  mi/es  i  leur  place 
dans  cette  fraâion  ou  valeur  de  ^^  il  faudroit  pafler  au  terme 
où  fe  trouve. ^'^  &  ainfî  de  fuite  j  &ron  remarquera  que  quand 
ijfaut  pafler  au  terme  ee^  Ton  trouve  d'ordinaire  deux  valeurs 
j^e  fi  ^uand  il  faut  pafler  au  tçjrnie  ç^j  on  trouve  crois  valeurs 

«le  fi 
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^e  i  j  ce  qui  fait  voir  dans  le  premier  cas  que  la  courbe  a  deux 
"feutangenres  au  point  détern(^iné  dont  on  cherche  les  fou^ 
tangentes  ;  qu'elle  en  a  trois  dans  le  fécond  cas,  fie  ainfi  «de 
fuite  i  c*eft-à-dire ,  cela  arrive  ordinairement. 

CoraMaires  de  u  Problème  four  la  parabole. 

I. 

;373-  Si  t*on  mené  parle  point  touchant  C,  une  perpendiculaire  fig.xix. 
CD  à  la  tangente;  fuppofant  que  ABD  eft  Taxe,  la  fouper- 
pendiculaire  BDtÇc  toujours  égalée  la  moitié  du  paramètre 
de  l'axe  i/:Car  SB{xx).  BC  {y)  ::  BC  (y).  BD^H 
aï=  H  5;=  -f  ^  en  mettant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  fx. 

II. 

-3  74*  Si  après  .avoir  trouve  la  tangente  SC  au  point  C,  on  tîroît  Fi  g.xix, 
CI  parallèle  à  Taxe  ABb^  AI  parallèle  à  la  tangente  qui 
feroit  égale  à  SC^  &  qu'en  nommant  la  coupée  CI  {x)j^ 
l'ordonnée  AI  {y)^  on  prît  une  ligne  f  telle  que  CI  \x). 
JA  ou  es  {y)  ::  es  {y).fy ,cette ligne  f  feroit  le  paramètre 
du  diamètre  C/,  car  /x=jy;àinfî  Ton  pourroit  décrire  la 
même  parabole  parla  formation  (  fîg.  j  6.  )  *  en  prenant  CI  *  3*«* 
(  %  1 9-)  pottr  ^Bb  (fijg.  j  6.) , es  pour  GAg  ?  la  grandeur  f 
qa*on  vient  de  trpuver  =:  ^  pour  le  paramètre  A  P. 

în. 

575.  D'où  l'on  voit  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  font 
parallèles  ^  l'axe  &  entr'euxj  Ce  que  l'on  vient  de  dire  du 
diamètre  CI  pouvant  être  appliqué  à  tous  les.autres:£t  que 
ASs^i:''  AB  =? C/=  Ct,  à  caufe  des  parallèles.  *i^* 

IV. 

^j6.  D'où  l'on  peut  trouver  en  toute  parabole  tracée  l'axe  &  fon 
paramètre,  lorfqu'on  n*a  qii'un  diamètre  &  le  paramètre  de 
ce  diamètre  ^  en  menant  deux  perpendiculaires  cBC^  cbc  à  ce 
diamètre,  qui fe  terminent  des  deux  côtés  à  la  parabole,  les 
partageant  chacune  par  la  moitié  en  B^  biSc  tirant  bBA 
par  les  points  B,b^  ABb ;ferfi  l'axe ,  BC^  bc  ks  ordonnées  j 
enfin  faifant  AB  {x).BC  {y)  :  :  BC  {y) .  fj  la  ligne  /  fera 
le  paramètre  de  l'axe. 

P  o  u  n     x'e  LU  p  s  £• 

577'  S  O I T  le  paramètre  donné  APsssp^  chaque  coupée  AB  Fio.xvm 
=  Xj  l'ordonnée  BC=:y^  le  diamètre  ^a,  qui  eA  donné 
«ij/,  &  rF:s=.f^siAGi  les  triangles  APF ,  ABC  font 
Tome  II.  I 


t6  Analyse  demontke'e: 

fembhblès,  comme  auffi  APf,  Ahch  c'eft  pourquoi -itf/>  {p  )'3 
PF  (/)  ::  se  (y).  ASJ,x)y  d'où  l'on  tire/=  Ç:Ma» 
les  deux  triangles  A^G ,  SzC  écanc  auffi  femblables  ^  l'on  a 
^a(éi).  AG{f)::zB{d^x).  BC{y)\  d'où  l*on  dcduic 
/=3^  =  ^^  qui  fe  réduit  à^j^^=ifx  —  xxs=sd  —  x  x 
X,  qui  eft  l'équation  de  l'ellîpfe,  où  Ton  voît*que  AP  (p). 

^a  ( d)  :  :  BC  {yy) .  j4B  x  B^{dx  —  xx),  ce  qui  convient 
aux  ordonnées  y  de  tous  les  points  de  rellîpfe. 

Db*fikition. 

3  7  8-  La  ligne  jf^  {d)  eft  U  premier  diamètre  î  le  point  du  milieu  K 
du  diamètre  eft  le  centre  i  la  ligne  Dd  parallèle  aux  ordon^ 
nées  par  le  centre  iC ,  &  terminée  des  deux  côtés  à  l'ellipfe^ 
•  eft  le  fécond  diamètre^  ou  le  diamètre  conjugué  du  premier  dia- 
mètre -//a.  Ces  diamètres  s'appellent  Vun  le  premier  axe  ^  & 
Tautre  le  fécond  axe ,  quand  les  ordonnées  leur  font  perpen- 
diculaires. Le  paramètre  $  d'un  diamètre  ^a  (  ^  ) ,  donc  o» 
fuppofe  le  diamètre  conjugué  DKd^=J^y  eft  toujours  la  3^ 
proportionelle  au  premier  diamètre  ^^au  fécond  4^3  ainft 
4.  I^::  S",  p,  &/is=;^.  Le  paramètre  tc  du  fécond  diamètre 
Dd(S^)^  eft  de  même  la  3 ^proportionelle  iS'Scdi  aînfi  Jn.  d 
::  d.  TTy  &  '7r=  ^î  d*où  Ton  voit  que  d.  p  {^J)  ;;  dd.  J^J^^> 
iCj^.^{sU)::J^S^;dd. 

Autre  exfreMon  de  V équation  k  telliffe* 

y79'  JEN  prenant  le  centre  K  pour  l'origine  des  coupées,  &  nonv 
mant  chaque  KB  (x) ,  ^C  (^  ) ,  ^a  (  </ ) ,  AP  (/  ) ,  il  eft  évi- 
dent que  KA  =  T:di  ainfî  ABss^d — x.  Mettant  i</ — x 
au  Heu  de  x  dans  l'équatioa  ^yy  =r  ^x  —  xx.  Il  vient  cette 
tutre  équation  à  l'ellipfe  -^jjy  ass  |  </</  —  x  *  «=!</  —  jê  x 

irf-4-x,  qui  donne  AP{p).  j4^{d)-::  SC  {yy).  AB  x 

380.  Puifque|a=  ^,  on  peut  mettre'  dans  chacune  de  ce» 
équations  de  l'ellipfe  ii,  au  lieu  de^,  &la  premiere^^sBs^ 

—  XX,  deviendra  jiyy=dx*—xKj  &  la  kcor\àc ^yy^^di 

—  XX  deviendra  ^;^  =  7  </i  —  xx.  Multipliant  cette  der- 
nière par  ^ ,  elle  deviendra  yyvssiS'J^  —  if  xx  >  &  tranf- 
pofant  «.xxsB  i;^J^— ^jr,  ou  bien  ^  xx  — "|  S'S^-^yy  à=  o^ 
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fe mettant i=5s:^,  Ton  zmtzLxx  —  ii^i^-*-j^=^o,  quîeft 

réquation  à  rellipfepar  raport  au  diamètre  conjugué  dDssiJ^y 
dont  le  paramètre  eft  t^  laquelle  donne  cette  proportion  y 
Le  paramètre  tt  du  fécond  diamètre  dD  eft  au  fécond  dia. 
mètre  dD{fi) ,  comme  le  quarrc  de  l'ordonnée  Cess^BK  (x) 
eft  au  produit  de  x  eD=z^S'S^  — J3'=i^-*->'  ^  7/^ — y. 

Ùérollaires  de  U  farmati0n  de  l^tUipfe. 

3 Sx.  Le  premier,  le  fécond,  le  troifiéme,  le  quatrième  &  le 
cinquième  Corollaires  de  la  parabole  conviennent  aufli  â 
rellipfe^ 

*.  VL 

3SZ.  On  peut  voir  par  l'équation ^j^srsii/^— XX 3  les  endroits 
où  rellipfe  rencontre  le  diamètre  ^a,  &  le  point  qui  en  eft 
le  plus  écarté.  Car,  i^.  quand  KB  (x)  eft  zéro,  ce  qui  arrive 
au  centre  JC,  Hr=s^  J^/^,  ainfî  >' =s  i /^  a»  iCD ,  qui  eft  le 
point  de  Tellipfele  plus  éloigné  du  diamètre  ^a.  x^.  Quand 
KS{x)=^KAoMK^{\d),z\ors^yyz^\dd-^\ddvM^o^y 
oinfî  ^  =  0  au  fommet  ^,  &  de  même  au  point  a  ^  ce  qui 
fait  voir  que  Tellipfe  rencontre  chaque  diamètre  comme  j4^ 
en  deux  points  ^  &  a  également  éloignés  du  centre  JC. 
3^  KS  (x)  ne  peut  pas  furpalTer  -rfiCd^),  parcequ'autre- 
ment  le  fécond  membre  1 1/^ — xx  feroit  négatif,  &  par  con- 
fequent  la  valeur  de  v  feroit  imaginaire,  c'eft-â.dire  impof. 
fible, 

VIL 

j83.  Les  quarrés  de  deux  ordonnées  SC ^  bC^  font  entr'eux 
comme  les  produits  des  fegmens  AB  %^B  ^  Ab  x  bz^  dans 
lefquels  ces  ordonnées  partagent  le  diamecre. 

VIIL 

3  84.  Si  Ton  décrîvoît  un  cercle  fur  le  diamètre  Az ,  &  quV>tt 
prolongeât  les  ordonnées  BC  jufqu'à  la  circonférence ,  les 
quarrès  des  ordonnées  du  cercle  étant  égaux  chacun  au 
produit  des  fegmens  du  diamètre  dans  lefquels  ces.  ordon^ 
nées  le  partagent  "^ ,  les  quarrés  des  ordonnées  BC^  bC  i 
rellipfe  leroient  entr'éux  comme  les  quarrés  des  ordonnées 
jau  cercle  par  les  mêmes  points }  d'où  il  fuit ,  en  prenant  les 
racines  de  ces  quarrés ,  que  les  ordonnées  à  Telli^fe  font 


it>; 


6i  Analyse      demontre'e. 

encr'elles  comme  les  ordonnées  au  cercle  par  les  mêmcf^ 

points. 

PROBLEME     IL 

385.  M'£  NER  une  tangente  S  C  far  un  point  donné  C  de  felliffe 
Il  G.  XX.       dont  Aa  (  d  )  efi  Te  fremier  diamètre  y  Dd  (  J^).  le  fécond  dia^ 

mètre  y  BC  (y  )  P  ordonnée  au  point  donné  C,  ^  KB*(x)  la 
coupée  y  çjr  Inéquation  eft  ^  y  y  — \  dd'-+*  xx  =0 . 

*  571.  Il  f^"*^  trouver  la  foutangente  J?5'sr=  j^  fic^fuppofer*  Ar==x 
^ty  bc  y  ==/  —  ^  5  pareeque  les^  K  B{  x  )  croîfTant ,  les 
-S  C  (/ )  dimfnuent  5  fie  mettre  dans  Tëquation  ces  valeurs 
de  X  &  à^jfy  &  faifànt  comme  dans  la  parabole ,  on  xrou- 

v^^^^  '^yy — Ts  ^yy  -»-  -iér^^yy  =^  o- 

— ^dd-^*  1  ex  -♦-       ^-# 

•+■   XX' 

d'où^Ton  dëduîra  ^^;y  =  X,  &(en  mettant  poar^j^  fâ' 
valeuriJ^— xx)^ir/— xjc=xx,  &^5  (jX=t^2bl£f:, 

Ce  qu^itfaïïoit  trouver: 
\     '58e.      D'où  Ton  déduit  JC5^=Bi-»-x=x  ^ — .    Ce  qui  donne* 

X 

cette  proportion  KB^x).  KA{\d\:'::  KA(\^d).  KS' 

^dd 

Çs^x)  =e ±-^,  qu'il  faut  rCmarqjier . . 

X- 

Î87.  Si  on  vouioit  fe  fervir  de  l'équation  par  raporcau  feCond 
diamètre  Dd  qui  eH  ^xx — i  «^<^  -»-  j^  =&  Oj  l'on  trouve- 

roit  la,  loutangente  tf  {«r)z=s  m — zl^.  &  ic/sœ  4-î^  j  c«' 
qui  donneroit  K*  ou  £C{y).  KBi^Js'}  ::  XD'(iJ^)«  -^f 

y' 

Corollaire  du  Problème' pré^edent^é 

388.  Si  Ton  tire  lè  diamètre  CKCy  &  qu'on  prenne  te  diamètre* 
Pi«.  XX.  pour^Xa(fig:  17),  &Ia  ligne /??*5(fig;  20)  pour  la  iignf 
*  x*v  1 1.  PGA^  (fig.  17),  &  qu'on  prenne  auflï  pourparanretre  AP  {p) 
{ fig.  1 7 )  \  1^  3  '*  proportionelle  au  diamètre  CKc  (  fig.  i o) ,  ôt  ^ 
â  fon  diamètre  conjugué  GKg  qui  eft  la  parallèle  à  la  tatf- 

^isu  gente  ^cy'par  lé  centre  iC,  &  qu-'ôa  forme  rellîpfe*  commet 


L  I  r  n  E     VIIL'  é^ 

f  jvx.  dans  la  figure  17  \l*on  tracera  la  même  ellipfe  de  la  figure  lo  j 

dont  réquatîon  fera,  en  tirant^/  parallèle  à  CS ^  ^  x  j4I 
is=iCI  >c  Jcî  d*ôii  Ton  voit  que  cous  les  diamètres  de  rellîpfe* 
pajQTentpar  le  centre- JC,  &qu*ils  fopc  partagés  à  ce  centre  K 
en  deux  panies  égales  KC,  Kcyce  que  l'on  vient  de  dire  du. 
diamètre  CKc  convenant  à  tous  les  autres. 

Pour,    l'  h  y  p  e  r  b  a  l  b.-, 

J89.  S  Oit  fe  paramètre  y/ >=^,  chaque  coupée  AJi^=x^  rw. xviii. 
chaque  ordonnée  BC  ^=^y  y  le  diamètre  ^a=B=^,  PF=^fl 
A  caufe  des  triangles  femblables^jPJF,.^J?Cj  comme  aufli 
APf,  Abc  y  l'on  a ,  j4P  {p) .  PJF  (/)  :  :£C  {y  )..  AB{x),  d'où 
rôn  déduit /=  ^/. }  les  triangîes  fe"mblables  A^lG^  B^Ç ^' 
donnent  auffi,^a(/).^G  =3 /?i?'(/)  :;  iS[d^xr).  BC {v)y 
d'oii  Ton  tire/=3  ^—=^  y  j  ce  qui" donne  Tëquation  â  Thy. 
perbole  f^  jy  =  ^at  -*-  xx  ===  /-f-  x  )Ç  x  *=i  àjff  ;e  ^^  3  aînfi 

dans  rhyperbolè  AP  (;?) .  -^à  (i).  :;  Bt  {yy).  ^B  ^  AB 
(dx-^xx). 
3'5)0.  Si  au  lieu  dê*^'^  =  >:r,  on  CnppoCc  K  B  i=  x  (K  eft  lè 
milieu  du  diamètre  Ak^  St  fe  nomme  le  centre) ,  alors,  a^ 
=  irf-»ix,  6cAB=sKB'^KA  =  x--^ld,  &  Ton  aura 
cette  féconde*  expreflîon  de  k  même  équation^ -^-frys—  xx 

5'9 1  •  Pour  aVbîr  d'autres  éxprîtflîDns  de  Péquatîori  à  Thy^erbole, 
<ih  remarquera  que  chaque  diamètre  coitime^à  (^}  a  Ton  pa^- 
l'ametre  déterminé  AP  {p)  5  &  quefonfccond diamètre  Dd  {J^* 
qui  pafle  par  le  centre  iC,  eft- pàraHêle  aux  ordonnées  .ffC 
du  premitr  diamètre ,  Ce  qu'il  eft  là  ligne  moyenne  propor- 
tionel le  entre  le  premier  diamètre  Aa{d)  &  Ton  paramétrât 
^P  (/^)j  aînfi  A^  (d).  Dd  (/)  ::  D^(/).  AP  (/)  ;  p» 
4tonfëquent  /  œs  ^ ,  .&  Jn^s=  V^dp  ;  le  fi^cond  diamètre  a  auflî'       -^ 

fpn  paramètre  «t^,  qui  efbla  ligne  troifiéme  propbrtionelle  au 
fécond  diamètre  1^ &  au  premier  d rainfi '7rs=s^&cd:s=: V'TrS^i^ 

Autre  exfrejffiân  dt  ^équation  ^  P  hyperbole: 

3(191.  Il  fùit'de  lâ-quef  =»^  en  met^nt  dans^aa  lieu  de /fk 
Taleur  ^  -,  ainfi  on  peut  mettre, dans  les  équations  préce* 
dentés  d  Thyperbolc  ^  aii  Heu  de  ^^  &  elles  feront  changées^ 
Vi^^yy^^dx-^xx}  ^^yy^xx^^dd. 


jà  Analyse  demont&e'e; 

J  9  3  •  On  peut  auffi  rapporter  Thypcrbole  immédiatement  à  fon 
fécond  diamètre  Dd{^) ,  en  fe  fervant  de  la  féconde  équa- 
tion 5  car  ^\x\{(\\xQ^yy=aaxx^^^ddy  en  multipliant  le  tout 

par  ^,  &  tranfpofanc  Ton  aura  J^  xx.^^yy^  ^  J^i^j  &  met- 
tant encore,  fi  l'on  veut,  au  lieu  dey  fa  valeur  i,  puifque 

^  ==s  éL ,  Ton  aura  L  xx  ^ss^yy  ^^^^^  c'eft-à-dirc .  le  paramè- 
tre du  fécond  diamètre  ne.  Bd  (S^  )  :  ;  bC  =  KM  (xx).  Kb 
.    ^KDiyy^^S^n 

COKOLLAIIIES» 

J94»  Le  s  cinq  premîers^prollaîrçs  de  la  parabole  conviennent 
auifi  à  rhyperbole, 

V  L 

395*  L'Équation  de  Phyperbole  j4CC  convient  auflî  i  Thy* 
tiG,  xvni.  perbole  oppofée  a^,  &  on  peut  la  déduire  de  la  même  m^^- 
niere  delà  formation  de  Thyperbolej  car  nommant  aj8  (x), 
^^iy),  P(p  (/),  ^a  (^),  AP{f)^\çs  triangle^  femblables 
jiP^  &  A^y^  donneront  j4P  {p)  *P^{f)t  :  &k  (y)  •  -^i8  (  d^  x)  j 
d*QÙ  Ton  aura /sa  ^^/^;  l^çs  triangles  femblables  A^y  & 
ajgjc  donneront  aufli  -^a {d) .  Ay  =* P^  (/)  (par  la  fuppofî- 
^  tfii.  tion  *)  ;;  a|8  (x).  Hk  (y)  i  d'où  l'on  aura/=  ^=  ^><j3?^ 
qui  fe  réduit  â  ^yy  css  dx -k- xx ^  qui  çft  la  même  équation 
qu'on  avoit  trouvée  pour  Tby perbole  ACC^  par  laquelle  .on 
voir  que  quand  a^S  (  at  )  «s?  A3  {x)^$x{y)ÇQ  trouve  necef. 
fairement asiBÇ  {y)iCQ  qui  fait  voir'que  ces  deux  hyper^ 
boles  font  égales ,  de  manière  qu'on  pçut  les  ^u|^er  l'une  fur 
l'autre, 

^96 


PROBLEME     IIL 

397*  ^JSNER  wne  tangente  S C  par  un  fâint  donné  C  de  fhyfer^ 
ïio.  XXI.    .  bole  dont  le  premier  diamètre  efi  Aa  (d)  5  Le  fécond  Va  (J^)  5  U 

paramètre  du  premier  diamètre  Aa  (  p  )  ^  ta  coupée  KB  (x)  | 
l'ordonnée  B  C  (  y  )  j  /^  foutangente  B  S  (  s  ) ,  ^  l'équation  f 
yy-^:|dd^xx==o.     '  ' 
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H  £iut*  mettre  dans  l'équation  x-^t-e  à  la  place  de  x^  &  *  n^ 
b  ^  QL  à  la  place  de  jr  ^  parceque  A£  (  x  )  augmentant  de  «f-  e^ 

j^augmente^uiEde-^^)  &ronaura^jr^-)-^^^H-^jr)r8so> 

-—xx  -—xex-^ee 

d'où  l'on  tire  *f-^yyt^x3  &  (  en  mettant  au  lieu  de  ^yy  Ùl  »  jytj 

XX— '-dd 

valeur  xx  —  {-  i</  )  ^  5"  (  /)  s= ■ — * — ,  qui  eft  la  valeur  dç 

la  foutangente  S  S  {s)  que  Ton  cherchoit  ^  puîfquc  £K  (  x  ) 
eft  fuppoiee  connue. 

398.     D'oùrondéduîciC^^iCif  — i?5(x— i)  =  -^t~i  par 

confequcnt  KJB  (x) .  KA  [\d)  ::  KA  (^rf).  X5  (j«  — j) 
Ce  qtêilfaut  remarquer. 

399-  L'Ok  peur  déduire  de  ce  Problème  le  môme  Corolliîre 
que  Ton  a  tire  du  Problême  de  rellîpfë ,  pour  décrire  la 
même  hyperbole  par  le  moyen  du  nouveau  premier  diamè- 
tre CKc^  de  la  tangente  SC  &  du  paramètre  de  ce  nouveau 
diamètre  CKc  y  lequel  paramètre  le  trouve  en  menant  par  le 
fommet  A  l'ordonnée  AI  au  nouveau  diamètre  parallèle  à 
la  tangente  5C,  &  faîfant  enfuite  cette  proportion. 'Le  pro- 
duit des  fegmens  cl  par  CI  du  diamètre ^XC  prolongé, eft 
au  quarré  de  l'ordonnée  AI  à  ce  diamètre  CKc^  comme  [ce 
diamètre  C!Sic  eft  au  paranaetre  de  ce  diamètre  CKc.  Cette 
proportion  eft  déduite  de  Téquation  à  Phyperbole  j  &  les 
trois  premiers  termes  étant  connus ,  le  paramètre  du  diame^ . 
tre  CKc  devient  aufli  connu  j  le  nommant  f^  Téquation  fera 

^4^ xÂT=^CI X  le. 


C01LOLLAIB.E     IL 

Ou  I*on  trouve  la  manière  de  tirer  les  afymftotes  de  Hhyferbole. 

400*  AYakt  trouvé  que jR:5(Ar — /)=î=4 — j  fi  Ton  fuppofe  Tio.xxt 

f  X 

KS=io^  l'on  aura  I^A^— /=eo,&  par  confequent  la  fou- 
tangente  j  =  X ,  quand  KS^^OyScAS  qui  eft  la  diftance 
du  lommet  A  au  point  S  de  la  foutangente  devient  KA  {jd)  j 

z\  ^ —  ssp  o  dans  ce  cas  i  or  quand  une  fraûion  eft  égale  à 


71'  A  N  A  l'y  s  e    ©e  m  O  V  ï  r  e*e. 

"zéro,  il  faut  que  le  dénominateur  foit  infiniment  gf and  par 
•japort  au  numérateur  •  ainfi  quand  2C 5  =  o,  &  /  =»=  Xyit 
^ut  que  1»  coupée- ^^  (x)  foit, infinie  par  raport  à  ~dd. 
Mais  les.  a;  çroiflant ,  Jes^  croiflènt  "  auffi  j  c'eft  pourquoi 
quand  «  eft  infinie ,  ^  l'eft  auffi  :  d'où,  l'on  voit  que  quand 

..  xS  ==  o ,  c'eft-à-dire ,  quand  la  foutangente  commence  a|i 
"  centre  K ,  la  tangente  SC  ne  touche  l'hyperbole  qu'à  une 
diftance  infinie  j  &  c'eft  ce  qu'cm  appelle  /*rf^«i^/^  de4*hy- 
perbole  :,6c.la  /ecpndp  branche  Jfcc  de  l'hyperbole  ayant 
une  Semblable  taiigente ,  étant  entièrement  égale  i  la  pre^ 
miere,  eÙe  a  auffi  fbn  afymptote,  &  ces  deux  afymptotes 
le  font  auffi  jdes  dÉ|ux  J>ranf.hps  ,de  i'Kyperbolc  appofée 

•  TJ'oh  a  déjà  un  pdînt  dés  afymptotes  au  centre  3C  >  voîcj 
la  manière  de  trouver  ,1e  fécond  point.  L'équation  f-yy  —  xx 
-(-  1  </<(/:^o  par.Vapèrc  à  iC^  (*) 'infinie ,  i£  à  3C.{y)  auffi 
jinfinie,  o'eft^-dire,  par  raport  au  point  C.inftniment  éloigné 
^1^  K  où  l'aiymptojie  touchp  l'^hyperboiHe, .devient fjj^;^  —  ^x 
5^o  j  car^</</^*.é.vap«uit,del'ç,qùatiop,.é.tantzeropar  raport 
^ux  deajc  autres  t.ern3i,e5.où  fojnt^  6f  x  i  l'ojo  .a  donc  dyjf=pje4f 
U  yVdi^xy/p,  jce  qui  donne  x,.y  ;  :  V^.  ,v>.  Or  .en  jnenanjÇ 
;tAT  par  le  fonaroet  /^  parallèle  aux  pr données  SC^  l'on  a 
deux  triangles  feml?la>les  KAX»  K^C  t^ont  le  dernier  eft 
infiniment  grand ,  Çc  c,ep.c;pdant  J'efprit  peup  i'appercevoir  ôç 
Je  fuppofer  ^  l'on  .a  donc  K^  {x) .  JBÇ  (j)  ;.:  KA\  AT:  ijiai? 

V.  yii  Vi.  y/,  -donc  ^i,  y>  :i.KA^\^4)  .  AT^^:^^' 

=s,\y/Àf  s  pa»^  confequent  fi  l'on  fait  AT  ==  \ >/dpy  c'eft-à- 
(dire ,  égale  à  la  moitié  de  la  moyenne  prôportionelle  entr^ 
le  premier  diamètre  A^  &  foh  paramètre  j>  (  laquelle  moyeo- 
^j^.  ne  {M^oportionelle  eft  auffi  le  fécond  demi  -  diamètre  *) ,  8c 
*  qu'on  tire  la  drqite  JCT,  ellp  fc;ra  J'afymp^ote  dp  la  branche 
AÇC  y  6c  tirant  de  même  Aty  ce  fera  l'afymptote  de  .la  fé- 
conde branche  Acc\  $c  les  prolongeant  du  côté  de  l'hyper- 
bole oppofée  îiff  ,.dle.s.enjre.rpnt  auffi  les  afymptote^s. 

On  trouvepar  une  fembîable  méthode  les  afymptotes  dp^ 
tpjurbcs  des  autres  genres  plus  élevés  <^\  çn  ont. 


^  H  £  o  B.  s  M  s^ 
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Theouême. 

Des  propriétés  de  t hyperbole  par  raport  ifes  afymptotes. 

I-  \JNe  hyperbole  ccACC  &  fon  oppofce  ëtaht  tracée  fur^  ](i*^.KXl^ 
un  plan  aveciin  deies  diamètres  quelconque  donné  ^a,fôn 
fecond  diamètre  {/iCi>3'&  la  tangente  tAT  d  l'extrémité  de 
ce  diamètre  qui  eft  toujours  parallèle  au  fécond  diamètre  \ 
f!  l'on  fait  AT ^  At  chacune  igàieà^  la  moitié  du  fécond 
•diamètre  rfiCD,  au'on  tire  KT^  Kt^&i  qu'on  les  prolonge 
â  Tinfim  <iu  câté  de  ^  &  du  càté  de  a'\  ces  lignes  feront  les 
afymptiaes  de  Thyperbole  cAC  &  de  fon  opnofée  5  c'eft-à- 
Gîte,  que  chacune  des  quatre  branches  des  hyperboles  op« 
ptf  fées  s'approchera  toi^ours  de  plus  en  plus  de  fon  afymptote  ^ 

làns pourtant larencontrer,  fijceji'ef);  àttae4iiftaaceinfim& 

D  E  M  D  N  s  T  H  AT  1  O  W. 

Nommant  iC-^(^^),iC2)(fA),iC:S(^)^J?C(j^),  Poil 
aura  â  caufe  des  triangles  femblables  KAT^  KJBEy  KA{\d) 
:AT^KD{\i^)  ::J^B  {x) .  BE=^'fy  ainfî  CE  =7 
— jf*  Or J'équauon  â  Thyperbole  ^ yy^ssixx — \ddy  donne 

y^^y^xx^^ddi  irinfi  C£  =  J  X  :)c— Vxx^^y;/;  d'oà 
il  iuit .que  plus x^ugihente,&plos  C£ diminue,  '2c  par  con- 
fequent  l'hyperbole  approche  toujours  de  fon  afymptote, 
&  que  cependant  elle  ne  la  rencontrera  qu'à  une  diftance 
infinie-,  car  U  valeur  de  CE  demeurera  toujours  pofîtive^ 
jufqu'à.ce  que  A;<bît  mfînîe  5  &  quand  eMe  le  fera ,  CE  devien- 
dra  zéro ,  (  — .1  li^  étant  stero  par  rajport  ài^n  xx)  j  &  Tafym- 
ptote  touchera  ^'hyperbole. 

P  K  E  M  I  ï  R  E     P  H  G  P  R  I  E  T  E. 

^?i.  S I  l'on  tire  des  parallçlos,/f^C£  à  \%  tangente  tT  i  ou ,  ce 
qui  eft  la  même  chofe ,  au  fécond  diamètre  dD^  qui  fe  ter- 
minent de  pjirt  ijL  d'autre  aux  afymptote^^  CE  x  C^^s^^AT 

SB5!  KB^  car,  par  ce  qui  précède ,  GJB = j  x  x— Vxjg — ^  dd^ 
ic  Ce  ^  Be  i^x)  ^ BÇ {^y^^  ^^ xx^^dd)i  donc 

Il  eft  évident  qu'-on  prouverai  inSme  cpe  a  %  cE^s^At' 
Tmc  II,  K 


S. 


74.  An'AttSl     imtOVTK%.*E. 

403.      Si  rpii  mené  auffi  des  parallèles  Ceex,  au  premier 

fiG.xxn.  mètre,  qui  Ce  terminent  aux  hyperboles  oppofces,  &  qui 

coupent  les  afymptotes  en  e ,  #  j  Ce  x  Cs  =  j^  j  car  le» 

^    5  4«».  triangles  fem  blai>les  KBÈ^  K  be  donneront  SJE  {*JLÎ  ) .  K£  (x) 

:  :  K  b  /> = ^  y/ XX  —jdd).  b  e  =  Vxx  —^dd^  d'où  l'on 

auraCe^x—  Vxx— .:iirf,  &  C«  =  Cb  -h  bc  =s  x  ^- 
yxx  —  i<^</5donc  CexCe  =  -*-^</</8«jC^\ 

Seconde    Propriété. 

4^4-  Si  l^on  tire  par  un  point  quelconque  C  de  Thyperbole  ou  de 
F10.XXU.  jjjj^  oppofée,  des  lignes  droites  comme  GCg^  ECe ,  &c.  qui 
coupent  chacune  Thyperboleen  deux  points  C,  cy  C,  /,  &'qui 
lie  terminent  àùx  afymptotes  en  £3  ^,  en  G,  g  5  \ts  deux  par. 
tks  de  chacune  de  cesJignes  droites  coniprifes  entre  Thy- 
perbole&  Vafymptote,  comme  CE^  ce ^  ou  CG ^ig^  &c,  fonc 
égales.  Si  l'on  en  tire  de  même  aux  hyperboles  oppofces^ 
comme  Ce  ec,  CZ/x,  les  parties  Ce,  xe,  font  égales ,  comme 
.  auffi  CL  y  x/  feront  égales. 

l^  Cette  propriété  eft  évidente  par  ra|k>rt»aux  lignes  droL 


.    pa. 

ralleles  Ce  ex  au  premier  diamètre. 

z^.  Voici  la  démonftratîon  pour  les  autres  lîgnes  comme 
CCigi  îl  faut  démontrer. que  CG=^ig.  Pour  le  faire  on 
mènera  par  C  &  par  1  les  parallèles  au  fécond  diamètre  ECce, 
Hqih^  &  on  nommera  CE=:ice(e)^  Ce^=sscE(c)^  qH^=ih(i)y 
iH=iqh(h)^  iC  (b)hbL  les  lignes  qu*on  veut  prouver  égales 
CG(xJ^  igfu).  Les  triangles  femblables  J/G//£GC  donne- 
ront iH(h)'-^CÉ(^e).CE(e)  ::  iC(b).CG{;^=:,j^). 
De  même  les  triangles  femblables  Cge,  igh^  donneront  Ce(c) 
—.ih(^i).  ih(i)::iC(b).ig{u^^^.  Il  refteàdémon. 
trer  que  CG/^=  ^J  t^ig^u^^y. .  Il  n'y  a  qu'à  les 


réduire  au  mêr^è  dénominateur,  &  Ton  aura  ggg  ^^*"'^^'  > 

^  ^'^jrTTT^*-  effaçant  dans  chacune  — iei^  &  dîvîfant 
chaque  refte  par  ==;^^^= ,  il  refte  d^un  côté  ce.  Se  de  Tau. 
trc  ik  Or  (c  =  C^  x  C£^  &  ih  zs^sH  xqHiSc  ces  deux 
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produits  font  égaux  *  chacun  i  yiT  =  /CD  5  ainC  ils  font    *4ot. 
égaux  i  donc  CG  s==ig.  Ce  quUl  faOoit  démontrer. 

On  démontrera  de  même  que  CL^=ilI  en  menant  par  L 
tel  des  parallèles  au  premier  diamètre  jSC-^.' 

COKOLLAIKE. 

Où  rofi  donne  une  defcriftion  facile  de  ^hyperbole. 

40  j.  On  trouve  par  cette  propriété  tous  les  points  c)u*on  veut 
d'une  hyperbole  &  de  fon  oppofée  ^  dont  ^n  a  les  afymptotes 
&  un  feul  pcMnt  C  ^  car  il  n'y  a  qu'a  ittener- par  C  tant  de 
lignes  droites  qu'on  voudra ,  comme  Cf^^  CGj  Ckj  &c.  & 
prendre  fur  chacune ,  par  exemple  fur  GCg  la  partie  $g=sCG^ 
&c  le  point  /  fera  un  des  points  de  l'hyperbole  :  il  en  eik  de 
même  des  autres ,  6c  chaque  point  qu'on  trouve,  peut  fer- 
vir  de  même  â  en  trouver  tant  d'autres  qu'on  voudra. 

T  R  o  I  s  I  E  M  £      Propriété,  • 

Oè  Pon  explique  t équation  de  1^ hyperbole  par  raport 

à  fes  afymptotes. 
40e,  Si  l'on  tire  par  le  fommet  ^du  diamètre  ^a,  ^F-pAtiL  Ficxxni 
lele  à  l'afymptote  Kftg^  &  ^/parallèle  à  l'autre  afympto- 
te ,  Se  qi)'on  tire  par  un  point  quelconque  c  de  l'hyperbole  les   . 
parallèles  cM,cN  aux  afymptotes  jufqu'à  la  rencontre  des 
afymptotes  en  MUNiVon  aura  toujours  KMxMcsssiKf 
X  Lif.  H  en  eft  de  même  de  l'hyperbole  oppofée,  ce  qui  don- 
ne KM  ^Kft:  Af.Mc. 

i^.  Il  eft  évident  que  la  tangente  tJ4  Tétant  partagée  éga- 
lement en  A  y  Af  parallèle  à  la  bafe  KT  èsi  triangle  KtT 
partage  auffi  Kttti  deux  parties  égales  en /i  ainfi  Kfyft^  & 
A  F  qui  eft  parallèle  â  X/,  font  trois  lignes  égales.  Par  la 
même  raifôn  KF ,  FT  y  Af>  fontégales.  x^.  Menant  par  ç^ 
ecCE  parallèle  â  la  tangente ^  on  nommera  leç  connues  ^!r 
^At:=^KD[{i^)iKF^FT^Af(a)ÏKf:^ft^ 
les  inconnues  KM^=^Nc  (x)\  Mc=:K2i  fyj^^&c Ton  aura 
à  caufe  des  triangles  fenitlables  AFT ^  c2/EyA F  fbj  . 

AT(^f^)  ::  Ne  (x)  .  if-E:^  ^— ^  ^^  même  les  triangles 

Temblables  Afi^ cMe ,  donneront  j4f(a)  .j4t({l')  ::Mc (y) 

.  ce  ss  ~^.  Mais  cE  x  wssi  j??**;  ainfiii^  ==  |  j^/j  *4o.. 

K  ij 


7«  Analyse  demokt-rb'L 

d'où  l'on  déduit  xy==i^,c*eft.à-dîre-A:Àf  KMc^^KfxfjC 
Ce  quilfaUoit  démontrer. 

Ainfî  KMy^Mc=:^Kf^fAy  c'eft^à-dire^  x;«==^eft  Pc. 
quacton  de  rhyperbolc  par  raport  à  ^ts  afymptotes  ,,&ell€ 
exprime  le  raporc  de  tous  les  points  c  de  rhyperbole  à  l'afym- 
ptote  KM  par  le  moyen  des  coupées  KM  (x)^  &  des  ordon- 
nées Me  (y)  3  &  elle  convient  demêrafc  à  Tàutrebrairche^et 
à  L'hyperbole  oppofëe; 

PitO-BLÉME     IV. 

407.    Mener  une  tangente  S(\^far  un  point  donne  auelconqne  q  dit' 
tuuXXlU      m  hyperbole  y  enfefervant  de  t.  équation  aux  afymptotes  xy  — -  ab  ' 

xEs  G  5  c*efi  -  i  -  dire ,  ayant  mené  Cor  donnée  q  ;V  j  trouver  lot 
fmtangent^  VS. 

StV'iT  KV^=^x^  Vq^=^yy  P^S=:Sj  on  trouvera' par  là; 
fî5QK  méthode  *  en  mettant  x-^e  i  la  place  de  x.  Se  y — ^  à  la. 
place  dc^  dans  xy — aiss&o^  i=:x  j  ce  qui  fait  voir'qu'en-* 
prenant  FS.(s.)^saBtKy  fxiji^i  Se  tirant.  5^/  ^  elle  fera  la  tan^ 
genre.. 

C   0    &«  0    £    L  A  I    R  £      I{ 

j|o8.  Puisque  l'ordonnée  qp^  partage  JÇ^5  en  deux  parties 
égales ,  il  eft  évident  qu'étant  parallèle  à  la  bafè  Ks  du  triant 
gîe  KSfy  elle  partage  aufiT-fe  tangente  Sqs  en  deux..partie$ 
^gaies'au  poins^  touchant'^.. 

C  o  IL  a  L  B  A  I  K  E  rri 

Oà  Pon  explique  thyperbole  équilatere:- 

'40  j.   5,r  Yoxi  mené  par  le  centre  K  &  par  It  poînr  touchant  ^ane' 
ligne  iCf,  ce  fera  la  moitié  dtun^premier  diamètre,  &  la  moî"- 
néqS  de  la  tapgente  sqS  fera  égale  à* la. moitié  du  fécond» 
diamètre-*,  &  lui  fera  paraiîéte;  Qft  ff'un  fèul  {premier  dia- 
mètre dfrlliypefBole  eft' égal  à  fon  feconrd"  diamètre^  (ce 
qui  ne  peut  pas  arriver  que  le  premier  &  le  fécond  diamètre 
^m^     ne  foient  chacun  égai  au  paramètre  *  );  .1^.  rangîe  FKfdci^ 
afymptotes  fera  drok  j.  x^. .  chaque  premier  diamètre  de  l'hyr  - 
perbolé  fera  toujours  égal  à  fon  fécond  dîàmerrç^  &  gar  çon--  '- 
fequerit  auffi  a  fbn  paramétrer 

i^..Car  fort  A:^  la  moitié  d'un  premier  diamètre  qoelcon:^' 
que,  &  sq^S^  la  tangente  au  fommet  ^de  ce  premier  dia- 
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jnerre,  la  moitié  ^5  de  la  taii^nte  fera  égale  â  fa  moitié  du 
fecônd  diamètre  3  par  confèquent  fi  le  premier  diamètre  eft* 
^gal  à  Ton  fécond  diamètre,  Kq  fera  égale  à  qS^  &  le  triangle 
KqS  étant  ifocete ,,  Tordonnce  qV  au  point  touchant  paraJ^ 
lele  d  ràiympc^tê  K/pwtageant  KS  en  deux  parties  égales 
en  J^^  fera  perpendiculaire  fur  Tafymptote  JC^F  î  Tafymptote 
K/fèra  donc  auflî  perpendiculaire  au  point-  K  £\xp  Kf.^ 

i^.ï^uifqu'il  fuit  de  Tégalité  d'un  fèul  premier  diamètre  fie 
defon  {ècond  diametre^ue  l'angledes  afymptbtes  eft  droit,, 
une  ordonnée  qpefconque  qT^  étant  parallèle  â  l'autre  afy m- 
ptote  K/^/eraperpendiculaire lùr  KF î  &  fi  l'on  mené  par 
ce  point  q  une  tangente^^  &  un  diamètre  Kq^  le  point  F' 
delà  perpendiculaire  ^/^  étant  au  miHeudeiS;^,  le  point* 
touchant  q  fera  également  éloigné  de>  K  &  d&  <S  >  par  confè^ 
quent  K^ = qS\  lamoitiéK^  d'uapreiûièr  diamètre  quelcon^ 
qpe  fera  donc  égale  à  la^mpide-^^  de  fon  fécond  diamètre». 

'Bèfinitim'  de  f hyperbole  èquilatert.^ 

4'ïo-  LJ  N  E  Hypertolè  dont  Tangle  àt%  asymptotes  elt  droite 
s*appelIe^^'^iy/7^/^r^^  &  dans  une  hyperbole  équilatere^  chaque  ' 
premier  diamètre  eft  égal  i.fon  Second  diamètre ,  comme* 
auflî  â  fon  paramètre.  L'équation  de  lliyperbolè  éqùilatere 
par  raport  aux  afymptotes  t^xy^=^aa^  quand  KAtl^  Taxe  ^ . 
iC'Xy=^ai^  qfiand  JC^  eft  un  autre  diamètre  que  Taxe.  Cette' 
éq^iatfon  convient  auflî  â  toute  autre  hyperbblè  par  raporc* 
aux  afymptotei  -^.ainCréquati&n^  lliyperfcrore^quilaterepar 
raport  aux  afymptotes  ne  dififere»  pas  des  autres  :  Mais  par 
faport  aui»  diamètres  ^^Té^uation  â  Thyperbole  jf^j^  =c=^xjtf 
^^^dd  deviênt-gou*  Thyperbole  équilaterejry  s**  xx — ^/id  > 
&  par  raport  au  ftcond  diamètre  xx^s^yy^-^  N"^  ^  J^>=^  <:/i/. 
On  fe  fert  beaucoup *dans  la  réfolution  des  Problèmes  de^ 
l^hyi^rbol&éqviilatere ,  parcequ'clleeft  la  plus^fimpk. 

PROBLEME     V. 

Vfige  dé  loe  méthode  difs  tangentes' pour  trôu^efpar  une- 
même:  offetatiûn  Jet  tîtagenus  d'une  infinité  de  courbes*, 

<fCi  I.  'SrOWEIC:  1rs  fMtUftytntis  di^  tàniti  Us  courbés  i  tinfinU 
rtfrifentéts  far  cette  équation  ^"'^tlss.^^^ou  bien  (fufpo^ 
^nt^^four  abre^r  le  calcul ,  le  paramètre  pass  i  )  ix=  y^.. 

K  iij. 


/ 


7?  Analtsb    dcmoktilb*e; 

On  remarquera  que  quand  m  eft  une  grandeur  pofirive,^ 
réquacion  précédente  eft  Têquationqui  coovienc  aux  para- 
boles  de  tous  les  degrés  à  l'infini ,  &que  quand  m  eft  néga. 
tive,  ixs=ji'^'°^  ou  bien  xy™=  i  eft  l'équation  des  hyper, 
boles  de  tous  les  degrés  à  rinfini  par  raport  aux  afymptotes. 

*  371.  -   Il  faut  mettre  dans  réquarîon y"  —  ix=50,j^-h^  *à 

la  place  de  ^""^  &  x  -*-  ^  à  la  place  de  x  ;  &il  fuffit  d'aller  ici 
jufqu'au  fécond  terme  où  e  eft  linéaire  i  fi  ce  n*eft  dans  les  cas 

*  57*-  de  la  remarque  *:  ainfi  Ton  trouvera  y^  h-  !^y^  c=:  o^  ce  qui 

—  X  —  le 
donne  s  =  my^j  &  en  mettant  pour ^"^  fa  valeur  ix.  Ton 
trouve  s  «=  mx.  Ce  qu'il  faUoit  trouver. 

Quand  dans  l'équation  ^"—  ix  =  o ,  w  =r  i ,  la  fbutan- 
gente  s  eft  égale  à  deux  fois  la  coupée  x,  comme  on  Ta 

*  \ii,  trouvé  cî'deflus*  j  quand  ;» 5^3  ,  la  foutangente  eft  égale  â 

3x^  &  ainfi  à  Tinfini.  Quand  m  eft  négative,  &  que  l'équation 
xy™  —  I  =  G ,  eft  aux  hyperboles  de  tous  les  degrés  par 
raport  à  leurs  afymptotes ,  fi  ;»  =  i ,  la  foutangente  eft  ^  sa 

*407.  -*•  I  x^  comme  on  l'a  trouvée  ci-deflus*,  la  valeur  négative 
^^  I X  de  la  foutangente  marque  qu'il  la  faut  prendre  du 
côté  oppofé  à  l'origine  K,  comme  Ton  a  pris  ^5  (fîg.  ii.) 
Si  m:=  X  9  la  foutangente  4S  t=s  — -  ix ,  &  ainfi  à  Tinfîni. 

412.  •  On  trouvera  de  même  en  mettant  x-4-^  au  lieu  de  x^ 
&^-*-i4au  lieu  de^,  que  les  foutangcntes  des  ellîpfes  de 

tous  les  degrés  à  l'infini,  donc  Téquation  eft  ^y™'*'*'==rx'"  x 

rf  —  X  ,  font  repréfentées  par  /  =  '^  rî.îl",''  \  &  que  les 
foutangentes  de  toutes  les  hyperboles  dont  les  équations  par 
raport  à  leurs  diamètres  font  repréfentées  par  ^^'"•^"sss  x"*  x 

d^x  ^  font  auffi  repréfentées  par  s ,'=  ^^^j^^^~ .  Les 
Lecteurs  les  trouveront  facilement  par  l'application  qu'on 
.*j7i.  vient  de  faire  de  la  méthode*  des  tangentes  à  l'équation 
générale  des  paraboles  &  des  hyperbole^  de  tous  les  genres, 
laquelle  fuffit  pour  faire  concevoir  la  manière  de  l'appliquer 
à  toutes  les  autres  équations  générales  &  particulières  des 
jpourbes  géométriques. 
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De  la  Jefcripim  des  cpurbes  en  tremvant  plufienrs  de  leurs  feints 

très-'frûcbes  les  uns  dès  autres. 

POUK    LES    TROIS     SECTIONS     CONIQ^UES. 

41 3 .  On  mènera  d'abord  les  deux  lignes  des  coordonnées  OA^ ,  fi«.  xxm. 
0£y  perpendiculaires  l'uneà  Tautre^  parceque  la  defcription 
fui  vante  convient  aux  axes  des  £rûis  iëâions  coniques.  On 
fuppofe  un  point  donné  F  fur  OAa  qu'on  jtppelle  le  foyer  ;  & 
deux  lignes  connues  ogy^h,  qu'on  nommera  la  première  m^ 
la  féconde  n  :  Cela  fuppole ,  i^.  il  faut  partager  OF  en  v^ ,  de 
façon  que  Oji .  AF  :  :  og  (m) .  g/r  (n]  5  en  faifant  à  part  Tangle 
quelconque  hof^  &  prenant  ^g=r»i,gAs=:»3&  of=^OF  ^ 
joignant  hf^  &  tirant  par  g,  yty  parallèle  à  hf.  Ton  aura 
oa.  af:  :  â^  (m).  gh(n)  >  aînfi  Ton  aura  le  point  A  qu'on 
cberchoit  mr  OAF.^x^.  Il  faut  faire  ^O  perpendiculaire  fur 
OAF  égale  à  AFy  &  tirer  la  ligne  indéfinie  OGHD.  3<^.  Pour 
avoir  tel  point  qu'on  voudra  de  la  fèâion  conique  qu'on  veut 
décrire ,  il  faut  prendre  fur  l'axe  OAF  le  point  S  où  l'on 
Toudra,  &  après  avoir  élevé  BD  perpendiculaire  à  Taxe 
jufqu'd  la  ligne  OGHDy  ouvrir  le  compas  de  la  grandeur  de 
£Dy  ic  mettant  une  pointe  fur  le  foyer  Fj  tracer  avec 
l'autre  pointe  un  arc  qui. coupe  £D  en  C 

Le  point  C  ainfi  trouvé  eft  un  point  de  la  parabole,  quand 
m=sny  del'ellipfe,  quand  m  lurpaflens  de  l'hyperbole , 
quand  m  eft  moindre  que  n;  &  l'on  trouvera  de  la  même 
manière  tant  d'autres  points  que  Ton  voudra ,  &aufli  proches 
jes  uns  dai  autres  qu'on  voudra.  On  va  mettre  en  Problème 
la  manière  de  démontrer  ces  trois  cas. 

P  R  O  B  L  É  M  E   VL 

POUK      LA      Pa&ABO  le. 

414.  ^VA2/D  m  s:  n,  trouver  équation  de  la  courbe^  dont  C 
efi  l*un  des  points. 

SOiT  OA ^'^p,  tdnfi  AF  =^0A :^\ p i  fcÂt  AJS T=z X, 
£Csssj 5  foit  menée  la  ligne  FC  égale  à  £D  parla  çonftru* 
£kîon.  Acaufedes  triangles  redanglesfemblables  OAG^OJBD, 
l'on  a  OA(\p).  AG  (\f)  ::  OB(\p^x).  BD^FC 
^ip-^xy  l'on  a  auflî  FB=^AB(x)  ~  AF (^\p)  »  a? 

-^^^;  &  à  caufe  du  triangle  reûangle  FCB^  FC  f-^  pp 

'^\px^xx)-^FB\--xx^\px^ilPp)in=,BC^(yy}ià'oii 
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Ton  àcàxxKfx  '=^yyy  qui  efl  Téquadon  à  la  parabole:  ]^i7  çft 
Taxe,  parceque  les  ordonnées  5Cf^/lui  font  perpendica^ 
laîres ,  &  j^  ss=  4  0^  ^,4  x  |)>^  eft  le  paramétré  4e  l'a:xc* 

R  JB  M  A  JL  .<3i^  u  ^  ^. 

I. 

4^5-  La  ligne  OGHB  eft  tangente  du  point  H  oh  fe  termine 
l'ordonnée  au  foyer  FHi  car  nommant  AF  (x)^  OF  fer* 

*  371.  égale  à  ix^  qui  eft  la  ibutitogen^te  4e  laparaboje*. 

41^.  -Si  par  un  -point  quelconque  C  de  la  parabole  on  mené  une 
fmixxiY.  ligne  CF  au  foyer,  &  la  ligne  C£  parallèle  à  l'axe  AJBy  qui 
par  la  conftruâion  eft  égale  i  FCyàc  après  avoir  ciré  F  B^ic 
partagé  FEna  milieu  en  Z,  on  mené  la  l^ne  C  Z  ^,  jcUe  fera 
tangente  au  point .C î  car 4cs  triangles  EjDCy  SZF^  feront 
riedaqgles  len  Z,  puifque  Je  triangle  EÇF  eft  ifocele,  &  ils 
feront ièmblables^  égaux, ayancJes côtés  EL^  LF  égaux^ 
pjir  cqn^equenc  $F  sssiECssa.pJ3  i  d*où  l'on  voit  que  SO 
as:  F3y  par  confequent  AS  =a  A  fi  î  ain.fî  Sfi  î=  x^^^  (^xJ 

*  Î7I.  çft  la  foutangente  du  point.p*^ 

lit. 
■41 7.     D*où  il  fuit  que  l'angle  sCM  que  faîtla  tangente  SCs  avec 
la  parallèle  £Cilf  à  l'axe  par  Jepqint  Ç^  étant  égal,  à  l'anglie 
oppofé  au  fommet  ECS,  îl  cû  auffi  é^al ,i  Ji'angle  5;C^  „quî 
par  la  conftruûion  eft  égal  à  l'angle  ECS^         , 

©*où  l'on*  voit  que  fi  l'on  donnoit  à  du  métaj  bien  poli  1^ 
figure  parabolique  que  formeroit  la  parabole  C  HA  en  lâ 
faifant  tourner  autour  de  fon  axe  -rfi^^,  on  auroitun  miroir 
qui  raCembleroit  au  foyer  i?  xous  .les  rayons  comm<:  MC 
qui  ferojent  parallèles  i  Y^x^  ^  J^^î  &  qui  reflechîflant  Jes 
rayons  d'un  jpoînt  lumineux  qui  lèroit  au  foyer  F,  les  rendroit 
tous  parallèles  à  l'axe  j  puifque  dans  la  reflexion  chaque  anglp 
d'incidence  MCs  .eft  toujours  égalifon  angle  de  reflexioi^ 

Pou«.  l*Ejl.lii»s«  ^t  l'H«pï|i.bole. 

i^U  AND  m  eft  plus  jgrande  ou  plus  petite  que  »,  trouver 
r^équation  de  la  courbe  dont  C  eft  J'un  des  points. 
fia.  xxMi     Comme  l'elliçfe  rencontre  fon  axe  en  deux  points  ^  &  a,  qui 
*  ^xv.  Â)nciescxtrêmités  de  r«xe^  &  que  l'iiyperbplp  tç  (op.  oppojfç 

ont 


418. 
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<int  auffi  les  fommets  aux  d^ux  extrémités  j4<t  de  l'axe  prin- 
cipal :  Pour  abréger  le  calcul ,  il  faut,  i*.  trouver  la  longueur 
u^a  &  ^ot  de  Taxe ,  le  fecond  foyer  fou  (p,  &  le  raport  de  Taxe 
^a  i  la  diftance  Ffdcs  foyers,  &  de  j4<t  à  F(p  5 1\  après  Ta  voir 
partagé  au  milieu  K  dans  Pellipfe,  &  k  dans  Thyperbole,  il 
faut  trouver  la  ligne  OK  Se  Ok.  Puifque  le  point  a  appartient 
d  la  courbe yOA .  AF  ::  Oz.^Fi  en  divîfant ,  OA  —  AF. 
AF  ::  Oz  —  SiF  ss  OF .  zF  i  or  les  trois  premiers  termes 
OA-^AF  y  AF  y  &  OF  font  connus?:  on  trouvera  donc 
le  quatrième  ajF,  &  y  joignant  AF^  la  grandeur  de  f  axe  fera 
connue  j  &  faîfant  a/i=  J^iï",  Ton  aura  le  fecond  fonjtifi  & 
comme  OA  furpafle  AF,  û,F  sCt  pofîtive  &  fe  trouve  du 
même  côté  que  A  par  raport  â  O.  Dans  Thyperbole  Ton 
trouvera  OA — A  F .  AF  ::-^0F^  —  *F  5  &  comme  OA 
eft  moindre  que  AF,  aF  eft  négative,  &  doit  être  prife  ea 
allant  vers  U  gauche  àQF  i^.  On  prendra  auflî  (t^'s  AFy^ 
f  (braJe  fécond  foyer  dei'hyperbole,  &  ^a  ferafon  grand  axe. 

Pour  trouver  b  raport  de  A^  à  Ff^  Ton  a  déjà  Oa.  aJF  :  • 
Ov^ .  AF,  en  faifant  le  changement  alterne,  C7a .  O^  :  :  2.P. 
AFytn  divîfant  Oa —  OA  ==  -^a .  OA  ::  ^F  — AF^sas^Ff. 
AFi  donc  A^.  Ffi:  OA.  AF  :  dans  Thyperbole  on  trou- 
vera OçiL-hPA^=sA^.  OA::^F^AF^=:^F^.  AFi  par 
confequent  A<t.  F(f  ::  OA.  AF. 

Pour  trouver  la  valeur  de  KO  ou  kO  ^  foît  A^  ou  AûL^sssa; 
FfonF^vs&f.   On  fera  cette  proportion  pour  l'ellîpfe^ 

KF{ifJ.  KA(\a)t:AF(ka^\f).  OA^  ifl^i^j 

^mfi  KOsszOA^AK^B  ^'    ■      't/ ^^  "=*  tt^» 

Dans  Phyperbole  on  aura  kF  (\f) .  %A  (\a)  :  :  AF^kF 
^kACif^\a).  OA^^^^^^^^>iX.k0^kA        . 

^OA^  W^^f'^^l'*  «s  i^.   L*où  reiiwrqueia 

que  KO  bc  kOs3Bi  f-T-.}  donnant  cette  proportion  KF  2e 

^f  (\f)'  KA  bi\A({a).::  KA  ÙLkA/^Mj.  KO  & 
-  aa\ 

ko  /-Vr:  / ,  la  ligne  OKeft  tangente  *  au  point  iï  où  eft  »  jltf.  jjt 


8i  Analyse   ssmontil  e^e; 

rordonnée  F  H  au  foy^r  F.  Ces  chofes  fuppofées ,  on  txof%^ 
vera  l'équation  de  la  courbe  de  la  manière  luivance. 

Soit  KS  ou  kS^^K^  BC=y,  KA  ou  A^aa;!^,  KF 
ou  kFssz^f,  OBtss^KO-^KS  dans  rellipfe  }  &  dans 


\aa 


l'hyperbole  kS  —  ifcO  =  +.  ^^-^ -^x.  FB{  dans  l'eilîpfe  ) 

s=  ^i?  —  JC5  î  (  dans  Thyperbole)  =  i^5  —  kF  =»  -h  i/* 
4IX.  Or  les  triangles  femblables  OAG^  0^i)>  donnent  OA 
.  ^(?  ;  ;  OB .  BD  =  i^C  par  la  conftruâion  j  mais  OA .  AG 
::\Az,  Qyx\Af».(^a}.\Ffoyx\F(Ji  ({f)i  ainfij^.  {f:: 

OBi±^}^:^xJ.  BD  on  FC^±^éf:+.  ^.  Maintenant 

dans  le  triangle  redangle  FSC^  FC  —  FB  =  BC,  c'eft- 
d^dire  i  aa  — fx  -4-  ^  —  kff-^f^  —  xx  ^=^yy^  qui  fe  ré. 
duic  à  ^^  yyzssixx  —  ^aa^(\M\  eft  l'équation  de  l'hyper- 
bole^ parceque  F(p  (f)  furpaffe  An  (a)  :  mais  dans  l'eilipfe 
oi\>^a  (a)  furpafle  Ff  (f)  y  il  faut  tranfpofer  les  membres  de 
Féquarion,  ScTon  ^^^^^irffyy ^=^\aa — xx^  qui  eft  Téqua^ 
tîon  à  rcllipfç. 
Dans  Tune  &  dans  l'autre  fi  Ton  prend  i*.  une  ligne  jv 


'»  r  '    t 


>6=s  V^^  — ;f = V^a  —  i?/  =  v^i^-F  X  laJ^  dans  rellipfe  ^ 

»=v'jP(p  —  Aa^—^^AF  X  2*F  dans  rhyperbole^JN  fera 
le  fécond  axe,  &  Ton  aura  ^j/^  =:^  4^  xx  4-  j^/^.  ^^  Si  l'on 
fait  i»rj^  ;  ;/.  ^«=^/^  /  f^^*  le  paramètre  du  grand  axe ^ Se 
réquatîon  fera  f  J^  =  T  atx  4^  ^  ^^. 

CaHOLLAIKEl. 

4^9-   La  fomme  /'C  4-/C  des  deux  lignes  menées  des  deux 
F16.XX11L  foyers  i^,  /à  un  point  quelconque  C  de  rellipfe,  eft  égale  â 
&  jfxv.  i»axe  ^à,  &  la  différence  (pC — -FC  des  deux  lignes  menées, 
des  deux  foyers  à  un  point  C  de  l'hyperbole  ^  eft  égale  à 

De^monstration» 

Si  l*otî  prend  dans.l*ellîpfeK*  =  KJÎ,  qu'on  mene^r/&  JFr, 
ces  deux  lignes  font  égales  par  la  conftrudion.  Et  comme 
K^=K-ff ,  bc  eft  auflî  égale  à  ^Cî  ainfî  les  triangles  redan- 
gles  fBCy  Fbc  font  égaux,  &  Fc  =»/C.  On  prouvera  de  même 
dans  l'hyperbole^ en  (uppoûat  kB=^kfi^  que  (pCssFx.} 


LlTUBVlII.        .  8j 

aihfi  il  faut  démontrer  que  i?C -h  2? fssa^a-,  &  que  Fx 
—  FC^AiU.  OA .  AG  :  :  {a.  {f:  :  03  (1^  ^x).£D 


FC^{a'-'  ^.  De  môme  OA.  AG  .:  \a.  {/::  Ok 
•  x).  6dsssFcassi{a-^^.  Donc  FC-^JFCy  ou  FC 


^fC=sa=ssAA. 

On  fera  les  mêmes  proportions  pour  l'hyperbole  OA»  AG 
::{a.{f::OB(x^^).  £D  =:  FC  ssl^^la.  OA 

Donc  <pC — FCsssasssijift. 


K   E   M    A  K   (^U   Ey 

Oà  fon  donne  la  iefcription  ordinaire  de  l*eBipfe 

(^  de  V hyperbole. 

410,  On  déduit  de  cette  propriété  la  manière  ordinaire  de  dé-  Fig.xxtit. 
crîre  rellipfe&  J'hyperbole,  l'axe  j4^  ou  A^  étant  donné  ^  ^  *^^' 
&  les  points  JF,/,  ou  iP',  (p  des  foyers  étant  auffi  donnés:  en 
.  prenant  dans  l'ellipfe  avec  le  compas  un  fegment  quelconque 
AB  de  l*axe  ^a/&du  foyer  F  pour  centre  avec  ce  rayon 
AB  tirant  un  arc  de  cercle,  &;  décrivant  enfuite  de  Tautre 
foyer /pour  centre  un  autre  arc  avec  l'autre  fegment  Bz  pour 
rayon ,  Tinterfeâton  des  deux  arcs  C  fera  un  point  de  l'eL 
lipfe }  de  même  dans  Thyperbole  décrivant  un  arc  du  centre 
jF  avec  le  (ëgment  quelconque  AB  de  Taxe  <tA  prolongé , 
&  enfuite  de  l'autre  foyer  4^  pour  centre  décrivant  avec 
l'autre  fegment  <t-ff  de  Taxe  ^lA  prolongé  un  fécond  arc ,  le 
point  d*interfeâion  C  de  ces  deux  arcs  fera  un  point  de  l^hy* 
perbole. 

COHOLLAIIIE      II. 

4- 1  •  S I  l'on  mené  des  foyers  i^,/p^t  vm  point  quelconqueC  de  fxo.  xxy. 
rellipfe,  les  lignes  FC^fC^  &  ayant  prolongé/C  en  M  en 
faîfànt  CAf  sssCi^^  on  rire  FM  y  enfuite  partageant  F  M 
qui  eft  la  bafe  dq  triangle  ifbcele  pCM  en  deux  moitiés  en  Z^ 
on  tire  CLS»  qui  eft  perpendiculaire  i  FM^  elle  fera  la  tan- 
gente au  point  C. 

Lî] 


S4  Amaltse  1)  b  m  0  k  r  &  Ï*£. 

D  £'  M  OKSTRATIOK. 

Il  faut  mener  LN  parallèle  à  J/,  &  par  le  centre  K  tirer 
KN  qui  fera  auiE  parallçle  à  :PLM  \  car  L2J  partageant  M¥ 
en  deux  parties  égales  en  L^  partage  aufE  Mftn  deux  par- 
ries  égales  en  N\  aînfî  KN y  partageant  i^/en  deux  parties 
égales  en  K ,  èifMcn  deux  parties  égales  en  N^  eft  parallèle 
à  IM.  Mais  puifque  Mf^FC^Cf^^ia  (a),  MN 
419.  =  NF  =^r^y  CiSr*  =:^,  ZAT  eft  la  moitié  de  Ffy  ainfi 
ZjV=sx/-  Soit  5-B=/^  les  deux  triangles  femblables  CZJV, 
Ciî/  donnent  cette  proportion  CN  (^i).  CF  C^^{a)  :: 

(\f)^  5/«i/^-^,  retraachant  jS/fi/4.x;de5/, 


*  \%h  Ton  aura  SB  (s)^=^  '^^ — ^\  qui  eft  *  la  fbutangente  dé 

rellîpfe.  ' 
D'où  il  eft  évident  que  Tes  angles  FCS^fCs  font  égaux* 

Corollaire    III. 

42 X.  Si  l'on*  mené  des  foyers  JF,  ç  de  rhyperj>ole  â  un  point 
f  t  o  0  »  t  quelconque  C,  les  lignes  FC,  ^C^iC  ayant  pris  CMrs^CF^, 
^^^'-  &  mené  FM  y  on  tire  CZS  par  le  milieu  Z  de  i^ilf  bafedu 
triaogleiibçele  F  CM  y  CZS  eft  la  tangjpnte.au  point  C. 

D  £^M  O  N  s  T'R  A  T  I  O  N; 

A  Y  A  îi  T  mené  par  le  milieu  de  MF  y  Z-Arparallele  à*  JF^,. 
&  tké  kN  qui  fera  parallèle  à  MF  y  il  eft  évident,  comme 
dans  le  fécond  Corotiaire ,  que  M^  =:  itA = ^,  NZ  a=  ^ 
.»w.  s=i^  CM^CF^f^—ka*,  ainfi  CN^(^,  <pC=^ 
M-^^.-  Soit  SB-^s^Sy  les  triangles  femblables  QN Zy  C^S 
donneront  cette  proportion  CN  {^)^C(p^  C^-^  i^}  •  •  ^^  ii/) 


'^aa 


.^Sis^\f^^ —  cAx — SI  àtantfkfyjdt^Sy  Ton  aura^ 


i:aJi 


•  i»«.  A5  sa  *^=aib5— 5^«=jr— /,  qureff*  la  valeur  de  kS^ 

c'eft-à-dire ,  la  diftance  du  centre  k  au  poinc  S  de  la  iôutaïu- 
gente. 
4^3>      U eft  évident  q)ie les  angles  ^.C^,^C5  font  égattx^ 


»>♦ 


Livre     VIII.'  ty 

JHethùde  genetdte  de  décrire  les  courtes  algébriques  en  trouvant 

tant  de  points  qu'on  voudra  de  ces  courbes  tris-f  roches  les  uns 

des  autres  >  t équation  de  la  courbe  étant  donnée. 

4^4-^  f  ^.  X  L  faut  d*al^ord  tirer  leslignes  des  coordonnées  qui  foient 
perpendiculaires ,  fî  Ton  veut  que  ce  foient  les  axes  y  &  qui 
nifent  entr'elles  Tanglc  qu'on  voudra,  fî  Ton:  veut  qu'elles 
(oient  d'autres  diamètres  que  les  axes  j.  il  faudra  prendre  les 
coupées  ou  les  x  fur  l'une ,  &  les  ordonnées  jf  (eront  paralle^ 
les  â  l'autre,  i^.  Après  avoir  déterminé  le  point  oùcommen- 
cent  \t%  coupées  x  ^  il  faut  (è  fervir  de  l'équation  de  ta  cour. 
he ,  &  fbppofer  celle  des  deux  inconnues  qui  monte  au  plus 
haut  degré  (  on  fuppoiè  par  exemple  que  c'eft  x  )  égale  à^une  ^  '  ««» 

grandeur  connue  très-petite  ^  qu'on  nommera  \a  j.fufa^ftituer  ,  } 

cette  grandeur  connue  dans  l'équation  de  la  courbe  â^la  pla- 
ce  de  Xv&  l'éqjuarfoa  deviendra  déterminée^  &  n'aura  d'in:-' 
connue  que^.  30.  Il  faut  trouver  les  Ifgnes  qui  font  les  va:, 
leurs  dejf ,  en  réfolvant  cette  équation  par  les  règles  qu'on 
a  données  *  quand  l'équation  ne  paflè  pas  le  fécond  degré ,  *  19)  asr 
&  par  celles  qu'on  donnera  dans  la  fuite  quand  elle  paflè 
le  fécond  degré»:  &  après  avoir  pris  une  coupée  depuis  l'o- 
rigine àti  X  égale  â  i^^  on  mènera  par  fon  extrémité  une 
parallèle  à  lia  féconde  des  lignes  coordonnées  qu^on  fera 
égale- à  la  valeur  àty  qu'on  vient  de  trouver ,  &  fbn  extrè:. 
mité  fera  un  point  de^Ja.  courbe  cm'on' veut  décrire.  On  trou- 
vera  de  même  une  féconde  ordonnée  y  en  mettant  xa  4 
.  la  place  dex,  une  troifTéme  en  y  mettant  3^,  &ainfi  de  fuitej, 
&  ros>aura  à  très-peu  près  ht  cottrbeqa'on  vouloir  tracen 

IL  B   M    A  B.  Q^XS  TL. 

4*J-  Q'O  ANir  y  a  plu fîeurs  valeurs  pofîtiveS)  la  courbe  a  plut 
fîeurs  branches  du  côté  où  l'on  a  fuppofé  les  y  pofîtives  & 
quand j^  a  des  valeurs  négatives^ il  faut  les  tirer  du  côté 
des  jK  négatives.  Quand  on  trouve  que  Fa  vafeùr  dt  v  efl  zero^ 
c'eft  une  marque  que  Ta  courbe  joint  lé  dfametre  des  x  â  l'en, 
droit  de  la  valeur  de  x  qui  a  donné  j^=o  j.quand  on  troirve 
dès  valeurs  imagmaires  y  c'eft'  une  marque  qu'il  «'y  a  aucune 
partie  de  la  courbe  fur  la  partie  du  diamètre  â  qui  conviens 
nent  ces  valeurs  imaginaires  de^^  comme  on  le  trouve  dans^ 
rhyperbolèy  n'y  ayant  aucune  partie  de  la  courbe  fur  l'àx^ 


ié^  ANAtTSB      BBMOWTILB'e: 

m  fur  fes  premiers  diamètres ,  &  les  hyperboles  oppofëes 
commençant  chacune  aux  extrémités  de  Taxe  ou  de  cha«- 
cun  des  premiers  diamètres.  Quand  en  prenant— i^,  —i^^ 
—  3^,  &c.  pour  les  valeurs  déterminées  desx^  on  trouve 
des  valeurs  àcy^  il  faut  mettre  ces  ordonnées^  du  côté  des 
;tf  négatives. 

L'énoncé  de  cette  méthode  paroit  ailez  clair  pour  la  faire 
clairement  concevoir. 

PROBLEME      VIL 

41  ^.  ^JJAITjb  an  a  H équation  à* une  tourbe  ^  far  exemple  de  que L 

qu^une  des  trois  feihons  coniques  far  rafort  k  tun  de  fes  diame-' 

très  j  trouver  Inéquation  qui  exprime  le  raport  des  points  de  la. 

.  même  courbe  À  une  autre  li^ne  droite  donnée  de  pofition  fur  le 

même  plan. 

Le  s  équations  des'  feûîons  coniques  par  raport  à  leurs 
diamètres  étant  difpofées  de  façon  que  zéro  en  foit  le  fécond 
.  membre ,  font  :  ^ 

yv — pxz=o^  équation  à  la  parabole. 
jyy^xx — \dd=^o^  équation  à  l'ellîpfè  par  raport  âfbn 
premier  diamètre ,  ou  bien  yy^^xx  —  ^dpz^o. 

i  XX  ^yy  -r-  ^  i^J^=  0 ,  équation  d  Telljpfe  par  raport  â  fon 

fécond  diamètre  ^  ou  bien  xx^  ^yy — ^i^^z=o  j  &  quand 
le  diamètre  eft  égal  au  paramètre,  die  devient  xx  ^yy 
^-^^dd=sOy  qui  eft  l'équation  au  cercle,  quand  les^  ibnt 
perpendiculaires  aux  x. 

iyy — xx^^dd^s^o^  équation  â  l'hyperbole  par  raport 
à  fon  premier  diamètre,  ou  hi^n yy — ^  xx  -h  ^  ^/ = o  j  quan 4 
dzssip  j  elle  dQyknt  yy-^  XX  ^^dd=:o. 

ixx  -^yy — i  ^/^  e^  o ,  équation  a  Thypprbole  par  raport 

â  fon  fécond  diamètre,  ou  bien  xx—-jj^/—^J^7r==0}  quand 

/s=3'7r=^/,  elle  devient  XX —^j^—;î;i^=»o.   . 

On  remarquera  dans  ces  équations ,  \^.  Que  p  eft  le  para- 
mètre du  premier  diamètre,  ^ eft  le  premie/  diamètre,  -reft 
le  paramètre  du  fécond  diamètre,  J\  eft  le  fécond  diamètre: 
dans  rellîpfe  &  dans  l'hyperbole  on  prend  Toridne  des 


ric.xvi.  coupées  x  au  centre  K  j  mais  dans  la  parabole  rorigine 
II*  ^"  ^  ^^  ^^  fommet  A.  ^^  Que  dans  l'équation  à  la  parabôlô 

'  Tube  deç  inconnues  cft  élevée  au  quàrré ,  &  l'autre  tf6(t (^Ud 
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linéaire  j  dans  rellipfe  ^  elles  font  toutes  deux  élevées  au 
quarré  avec  le  même  figne-^-j  dans  Thyperbole,  les  deux 
inconnues  font  auflî  élevées  au  quarré ,  mais  avec  diffèrens  : 
iîenes,  Tun  ayant -h,  &  l*autre —  }«^.  Que  dans  Téquation 
à  rellîpfc  fi  rf=/,  alors  ^==  J^,  &  Téquation  devîent^^f  h-;^^ 
—  iij/isssso,qui  eft  Téquation  au  cercle,  quand  les  y  font 
perpendiculaires  aux  x  i  &  quand  dans  Téquation  à  Thyper- 
bole  ^=^3  alors  ^=JN,  &  l'équation  devient  ^^  —  xx 
^ldd:=zOy  quiiell  Inéquation  à  Thyperbole  équîlatere  par 
i-aport  à  Ces  diamètres:  il  ya-n^rf^^  quand  c'eft  le  premier 
diamètre,  &  —  jdd^  quand  c*eft  le  fécond. 

xy  —  a&=i  6^  ou  xy — aassso  eft  Téquatîon  â  l^byperbolq 
par  raport  aux  afymptôtes,  &  l'hyperbole  eft  équîlatere, 
quand  Tangle  des  afymptotes  eft  droit: 

ROUK     LA     PaJLABOLE. 

4i7«  AYant  Téquation  jy/ — /x==o  de  la  parabole  ^C  par  figuki 
raport  à  fon  diamètre  JlB  ^  fur  lequel  font  les  ^£  (x) ,  fon   X  x  vi  i. 

f)arametre  eft  >^/^=/,  les  ordonnées  font  £C  (y)h\ùitit 
'angle  donné  CBA  avec  le  diamètre  Bj4  ;  trouver  Téqua- 
tion  â  la  même  parabole  j4C  par  raport  à  la  ligne  droite  ON 
donnée  de  poficion  fur  le  même  plan ,  dont  Torigine  eft  0. 

Il  faut  mener  par  O  la  ligne  OLM  parallèle  i  AB^  tirer 
par  le  fommet  A  la  ligne  AL  parallèle  aux  ordonnées  BC, 
prolonger  l'ordonnée  CB  jufqu'à  la  ligne  ON  ^  &  elle  cou- 
pera OLM  en  Mi  prendre  fur  ON  une  ligne  déterminée 
OF  qu'on  nommera  f^  élever  FG  parallèle  aux  ordonnées 
NCy  &  on  nommera  la  ligne  connue  F  G  (g)  y  elle  détermi. 
nera  OG  qu'on  nommera  h  :  toutes  les  autres  lignes  de  là 
figure  17  font  ici  inutiles.  On  fappbfefa  ON'==iU^  NCz^s^ 
la  donnée  AL  =i  /,  &  la  donnée  LO=^i ,  les^triangles' Sem- 
blables OGF ,  OMN  donnent.  OF'(f) .  ON  (u)  :•  ;  FÔ  f^/. 
NM^^^ui  bCOF (f) .  ON (u)  :  :  OG  (h) ,  OM ^jui  Toii 

^    ^Mi^  donc  BCz^NC'—NM—MB  =  ^'—ju'^l,Ù 
^-ff====Oil/— pz==s:f  «  —  /.  Ceïafuppôféi  ' 

Il  faut  mettredan^  Téquation  ;7  — -  j>Ar  =  d  le.  quarré  dp 


quation 
ligne  ON. 
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88  Analyse  DSMOMTjnE'je; 

R   C    M   A   K  Q^U   E* 

^^g  O  N  remarquera  que  le  coëficîent|^qui  multiplie  le  terme 
MU  eft  toujours  égal  au  quarrc  de  la  moitié  du  coëficient  y  ^ 
qui  multiplie  ux^,  &  qu'ils  doivent  avoir  des  fignes  difierens  j 
i'expreffian  même  le  fait  ici  comioirre  ;  mais  dans  tous  les 
cas  où.  Texpreffion  ne  Ip  faîtpas  conooître/î,l  «l'el^pas  moins 
necejÛTairc  que  cela  fe  trouve  j  autrement  r^quadi^i  jne  ièroit 
pas  i  la  parabole  j  eu  yoîci  la  f  aîfon;  Pour  réduire  l'cquatioâ 
prccedeotequi  eft  à  h  ligne  ON  diflfërente  du  diamètre  A3 
a  l'équatioh  yy — pj^  =;=  o ,  qui  eft  Tcquation  /impie  au  dia^ 
mètre  AjB ,  il  faudroit  Élire  évanouir  les  termes  où  5;^  eft 
linéaire ,  en  fuppofant  Tordoonée  £C  (y)  ^=^t.  —  fu  —  l, 
ou  y-f-7»-4- /=)(3  &  il  faut  en  même  temps  quelequarré  i^DP 
de  la  féconde  inconnue  u  s'évanouiflè^  or  cela  ne  fçauroit  fe 
faire,  comme  on  le  peut  voir  en  faîfant  foi^même  l'opération, 
que  le  coëficiejai:  .qui  multiplie  uu^  pe  foît  égal  au  quarré  de 
la  moitié  du  coëficient  qui  multiplie  lir^^  &  (^ue  cçs  coëficiens 
'  ^l'ayent  des  fignes  diffêrçns^ 

J?otir  ^hyferboU  far  rafort  à  fin  frejnier  diamètre. 

4^9.«  ^Yant  réquatîoii  j^^-r- 7 XX rhî^==o  4c  J^hyperbolc 
F I  G  u  R I  ^C  par  rapojt  à  fon  premier  diamçtr^e  ^a  ^;^d^  /ûr  lequel 
xxvij.  ^jjç  prîfes  les  f oupées  KJB ^^.x  depuis  le  centre i:,.fo;i  pa* 
rametre  eft  AP^=r^f^  Jes  ordonnées  ^ont  BC=:y  faîfant: 
Tangle  donn^.C^-^  av^cle  dianjetrp  prolongé  a^  5  trouver 
Téquation  de  la  même  hyperbole  par  raport  â  la  ligne  droite 
ON  donnée  de  pofition  fur  le  m,^ême  plan^  dpflf  Torigine  efl: 
le  point  fixe  O^ 

Il  faut  mener  par  O  la  ligne  CM  parallèle  au  diamètre 
ixAB^  prolonger  Vordonnée  CB  en  JV  qui  coupexa  OZM 
tnM,  tirpr  par  Je  foimmpt  yjf  la  ligne  A^  parallèle  aux  or- 
données l2V;C,  prendre  fur  Oi^la  ligne  déterminée  arbitraire 
OF  qu'on  nomjncra/,  élevpr  FQ  .qu*6n  nommera  g  parallèle 
aux  ordonnées,  file  déterminera  OG  qu'on  nommera  /p>  on 
mènera  auffi  Oimpzr  0  par,allele  aux  ordonnées  ^Ç». toutes 
les  autses  lignes  ^  la  figurp  17  font  ici  inutiles ;:  on  fuppoierai 

ON  =  Uj  NC^  X  ;  les  données  AZ  =s  BM^h  ^/—  Ki 
^/}  les  trîang^s  ièrnblables  CX?jF,  0-W^ donnent  cofnme 

fi-deffus  i/^;»/^i»,  <?  Af  ==4«i  ainfî  l'on  a  l'ordonnée 


430 


ceU  fuppofe , 

II  faut  mettre  dans  l'équation yy  —  ^xx  -k-^dp^sso  aja 
Heu  de  SC{j) ,  fa  valeur  x^-^ju  — . /j  &  au  Heu  <ic  KSi^) 
ik  râleur  ^  «  —  /  i  &  l'xïn  aura 

C'eft  r-équarion  à  la  même  hyperbole  >^e  partaport  àUa 
ligne  ON  différente  du  diamètre  AK^, 


-«Mf — jyy —  ^  JN<9r  s-=  o.  11  iàut  trouver  Téquation ^..^ 

hyperbole  par  raport  d  la  ligne.O»  fur  \c  mameplan  ,4lont  O 
cft  rorigîne. 

Il  faut  mener  par  0  la  ligne  Oim  parallèle  au  fécond  dia- 
mètre qui  j;encontre  le  premier  diamètre  ^a  en  i,tc  l'ordon- 
née |8C  en  «}  il  fautprendre  0/d'unc grandeur  donnée qu'oa 
nommera  j^,  mener}^  qiTon  nommera  g  parallèle  à  ^a  j  elle 
déterminera  Og  qrion  nommera  h-,  les  autres  iîgnes  de  la 
%ure  17  font  ici 'inutiles  :  pn  fuppofera  0»:^«,  «Csk*, 
Ki sssmifisçsi,  ^  O/  ?as i,  &  l'on  aura  comme  dans  Jes  cas 
précedens  nmf=^j«,ûm^l^:=^j:M,^C^^  s^^  j  »  —  /, 
&  iCiS  ==!=  ^C  =  j  «  ^  /5  cela  iùppofc, 

On  fub(«a^era  dans  *jf-^ijy-^i  jv  «so,  au  lieu  de 

j;  ss  jg  c^  la  valeur' de  j3  C  3àE8  ;^.^  ^  « -*7  }&  i  la  place  de  iC^ 
ou  JSC  {y  )  la  valeur  de  ^)8  =  jf  «  —  /  ;  &  l*on  aura 

C'eft  l'équation  par  raport  âla-tigne  On  différence  du  ièconil 
diamètre  Dâi  &  elle  ne  difière  de  la  précédente,  qu'en  ce, 
<juc  — .^  h-K  ^  ki  le  figne  — > 

' .     •  .  -  .  .  .  I 

Tome  //,  M 


^  Akaltsb'demohTb.  e  i; 

-  R.  1   M  .«•  R  <^^U   E   s.      • 

I. 

43 1  •  D  A  N  s  ITi^rbole  équilatere  où  </ = J^ = ^  as=* ,  l'équa- 
tion du  premier  &  du  fècood  diamètre  devient  par  raport  à 

la  ligne  ON  ou  On ,  xs^ —  ^ «i^-^  x/^-»-  ^Mu-^^iu-^  lls=.  o. 

±ïdd 

Il  y  z-^h^dd  qirand  c*eft  le  premier  diamètre ,  & — \dâ 
quand  c^eft  le  fécond  diamètre. 

IL 

43 1,;  Cpmme  les  quarrés  des  deux  inconnues  doivent  k  trou- 
ver fous  dîfferens  fignes  dans  réquation  à  Thyperbole  par 
raport  à  {^s  diamètres  j  il  faut  que  le  cocficient||.— ^qui 
multiplie  uu  foit  moindre  que  le  quarré  de  la.  moitié  du 
coeficient  t-^,  qui  multiplie»^ dans  les  cas  même  où  Tex^ 

Î>réffion  ne  le  fait  pas  voir  d^abord  comme  ici  j  autrement; 
'équation  ne  feroît  pas  à  Thyperbole* 

Tour  ihyfefbole  far  rafcrt  aux  afymftotes. 

43  3-  i\  V  X  N  T  Inéquation >y  —  ab^oà^  Thyperbole  cPC  par 
Figure  rap'prt  aux  afy  mptotes -iC  J?  (  fur .  laquelle  foqt  prifes  les 
xxviiL  ^^^2Ç;^)&  x^  l  laquelle  font  parallèles  lesj^=  ^C,  ou 
K(Zj=rd^  Ù^^=b\  trouver  Téquation  delà  même  hyper- 
bole par  raj)ort  à  la  ligne  ON  donnée  de  pofition  fur  le  même 
plan  dont  Torigine  cft  le  point  fixe  O. 

Il  faut  mener  OM  parallèle  à  ÎC^^  prolonger  CB  jufqu'en 
>r  qui  miiQdntrcra  0  M  en  ;.Sft  "mener  par  0  la  ligne  OL 
jarajlelftiâ  C^^qui  j-eocoptrer^jS^  prolongée  au  point  Zi 
prendre  QF  d'ijûC  grandeur  déterminée  qu'on  nommera  /, 
élever  FG ,  qu'on  pommera  ^parallèle  à  CNj  elle  détermi- 
nera OG  qu'on  nommera  h  ;  on  fuppo/êra  enfuite  les  données 
KL:=:=^i,  0Z=l^^tésmc:6nnucs  ON=^ff,  2\rC=i^3& 
Ton  aura  commç  d^nsJes  cas  précedens  NM  ^=^Uy  OM 

,^/;ççlafuppofé3^  ;     .    '  f    ,. 

Il  faut  fubftituer  dans  xy  —  akr^  o  «  ai»  lîcucde  x  (KS).  9C 
de^  (-SC),  les  valeurs  de  KB^ss^^u^^i^U  de  jBC=:\ 


l,  U  Von  aura  après  avoir  inulciplié  cous  les  termes 


-h- 


c*eft  réquâtîon  de  l'Uyperbole  entre  les  afympcotes  par  ra- 
porc  à  la  ligne  droite  ON  difièrente  des  arymptores« 

Pour     l*E  l  l  i  p  s  £« 

434*  A'^ANT  l'équation ^^ -H ^ XX — | df/ ss=; p  de l'ellipfe par 
raport  à  fon  premier  ou  fécond  diamètre  j^a  =  ^  (  il  n'im- 
porte pas)  dont  le  paramètre  eft  AP^==^f^  les  coupées  font 
KB^=^x  ^  les  ordonnées  BC^sssyi  trouver  Téquation  de  la 
même  ellipfe  par  raport  â  une  ligne  droite  ON  donnée  de 
pofition  fur  le  même  plan  dont  l-origine.  eft  le  point  fixe  O. 
Il  faut  mener  par  O^  OM  parallèle  au  diamètre  jisL^  pro- 
longer C£  en  N  qui  rencantccra  CMtn  M>  mener  par  O, 
OZ  parallèle  â  CN3  {«rendre  une  ligne  détextninée  OF  qu'on 
jîommera/5  élever  FG  qu'on.nommera  g  parallèle  à  NC^ellç 
déterminer^  OG  qu^on  nommera,  iftj  6a  fuppofera  zaffi  0£ 
^szBM^l,  KL=^i,  ÔN^:=^u,  &cNC^x^,  CcTonaura 


FiGORtf 

XXIX. 


ZBovlOM—KZ 


i' 


t. 


Cela  fuppolë  l 

Oii  mbfticuera  dans  yy-h^xx  —  ^  ^  ss  o ,  à  la  place  de 
se  {y),  fa  valeur;^ — ^»  — /j  &  i>  la.  place  de  J:^  (  x  )  fa 
valeur ^«  —  /'^  &  l'on  aura 

«j^ —  r  «^"-  »/«L  ■*"  ^  **  "•-  7^  *  "*"  ^' =*  o  1 


^9 

ihiiu 

df  * 


d 


\df 


c'^eft  réquation  de  l'ellipfe  par  raport  â  lalîgUe  02f  à^S^i 

re^te  du  diamètre  ^a* 

», 

'  Remarques  fur  ^équatien  frêceienti. 

I. 

•  * 

435-  COmme  les  quarrés  des  deux  inconnues  doivent  être  dans 
d'équation  à  l'ellipfe  fous  le  même  figne^  le  coëficient^^ 
•^  ^  qui  multiplie  uu  doit  toujours  furpalTér  (  quand  même 
l'expreffion  ne  le  feroit  pas  voir  comme  ici  )  le  quarré  de  la 


.moitié  du  côë£k:îenc 


% 


Mij 


^  AnALTSZ       DCMOlfTlLE'E; 

IL  • 

Où  ton  fait  voir  U  manière  4e  trmver  té^tion  dm  eerdefir 
rafort  k  une  ligne  différente  de  fon  diamètre. 

43 é.      Quand  dans  Péquation  de  relHpfe  d^==^f^  &  que  Sangle 

Fi  ou  m  des  ordonnées  avec  le  diamètre  eft  droit,  Téquadon  de 

XXIX.  rellipfe  devfent  celle  du  cercle,  &  alors  Tangle  OMN  étant 

droit,  O -F  (ff)xssiFG  (gg)-4-0G  {bh)i  aînfî  mettant  au^ 
lieu  Aq  hh  fa  valeur  yy* — gg^  &  </  à  la  place  àtf^  l'équation, 
devient  x^ —  i^nz^, —  i/i;-ir  ««  h-  ^' «  h-  //  ==  o  j^ 

^i^u^ii 

^\di 

€*eft  l'équatioë  du  cerclé  par  raport  i  lii  ligne  ON  dîf&rentÇ' 
du  diamètre  A^. 

S'il  ny^oitquela  ligne  OGil/ paralklè  au  diamètre  ^â^. 
Se  que  Tangle  MON  fôt  nul  j  alors  Oi^(/> devient  OG  {h  >, 
&  F  G  (g)  devient  zero^  par  conièquent  Téquation  préceu 
dente  au.  cercle  devient  x^^^jr^  ilx^^u  '<—  hV-h  //s^  o^ 

-^\dd 

Remarques  générales  fur  téuî  le  Pr4^htime  précèdent  ,^ 

^  fur  fes  ufa^s^ 

I. 

437.  Qu^^P'  au  lieu- de  Péquation  par  raport  â  une-Kgné* 

F  X  G  u  n  I  droite  O  N,  qui  eft  oblique  par  raport  au  diamètre  des» 

xxvîîi  ^^^^'^^  coniques,  on  veut  l'équation  par  raport  â  une  li^ne 

zx  IX.  '  droite  CM  parallèle  au  diametre^^a  j  il  eft  évident  quedans^ 

tecas,  jFG  (g)  devient  égale  à  zéro,  que  OF  (/)  8c  OG  (h) 

deviennent  la  même  ligne  ^  ainfi  dans  les  équations  préce* 

dentés  il  n*y  aura  qu'à  eflÈicer  toutes,  les  grandeurs  où  fe 

trouve  g  comme  étant  zéro,  &  faire  partout  f^=sihy  &  les^ 

équations  deviendront  celles  que  l'ôa  demande». 

H. 
43  8,      D'où  Ton  voit  que  quand  le  teçme  mx^  manquedans  une- 
équation  aux  feâions  coniques^  &  que  cependant  il  y  a  outre 
U%.  qiiarrcs  x^^  uu^  des  termes  où  i^&  1^  font  linéaires ,  c*eft^ 
une  marque  certaine  que  la  ligne  OM  à  laquelle  Téquatio»^ 
marque  le  raport,eft  parallèle  au  premier  diamètre  ^a  ou 


flû  fêcdttd  diamètre  dans  rhyperbole  &  dans  l'ellipfc ,  &  au 
diarâetj?e  >f  J7  dans  k  parabole. 

43 1^,  0ans  le  même  cas  où  n;^  ne  fe  trouve  pas,  toutes  let 
grandeurs  où  cft  g  devenant  zéro,  & /devenant  égale  i  hj. 
la  fraâion  qui  muîciplie  nu  marque  toujours  le  raport  du  pa« 
rametre  au  diamètre  dans  l'hyperbole  &  dans  l'ellipfe  ^  car 
adors  le  cerare  oùeft  uu  devient  neceâfaîrement  q=  ^  mm^ 
•^  dans  l'hyperbole  ,  &  -4-  dans  reilipie  -,  pareeque  jy^t^ 
devient  zéro,  bL^^JffUu  devientqi^ isr»^  à  caufe  de  hh^sszffi 
Si  dans  le  même  cas««  n'a;  aucun  coëficient,  Phyperbole  eft 
équilatere ,  &  dan^  rellipfe  le  diamètre  eft  égal  au  para^ 
mètre  )  &  fi  l^ande  des  ordonnées  Se  du  diamètre  eft  droite 
Féquation  de  Tellipre  devient  l'équation  du  cercle. 

ÏV. 

440r    L'u&ge  des  équations  de  la  paratiiolè,  de  l*èllipfe  8c  de  l^yi 

jperbole  &  du  cercle  par  raport  à  leur  diamètre  &  par  raport 

a  une  autre  ligne  que  le  diamètre  (  qu'on  nomme  ordinaL 

xemtnt  hs  litux  géométriques*  du  premier  genre  )  eft ,  i  ''.  pouf 

connokre  tout  crun  coup^  quand  en  réfolvant  un  Problème 

on  trouve  une  équation^qui  appartient  à  une  fedion  conique) 

pour  conm))rre,.disîe,  fi  c'eft  une  parabele,  ouunç  hyper^ 

i>ole,du  une  ellrpre,ou  un  cercle  :  car  quand  l'équation  qu'on 

crouvf  eftfemblable  à  quelqu'une  de^  équations  des  fèctionS' 

coniques  par  raport  au  diamètre,  &  n'a  pas  plus  de  termes,, 

en  connoSc  d'abord  i<  quelle  ieâion  conique  appartienc 

Téquacion  qu'on-  ar  trouvée  j   &  quand  l'équation  qu'on 

trouve  a  plus  de  termes  que  n'en  ont  les  équations  fimples^ 

des  feéUons  coniques  par  raport  à  leur  diamètre ,  on  eon* 

noîtra' en- comparant  réquation  trouvée  avec  les  équations 

des  ^âions  coniq;pes  par  raporr  à  une  autre  ligne  que  le 

dtametce,  â  quelle  feûibn  conique  elle  appartient}  pav 

exemple ,  fi  «;^ne  s'y  trouve  pas,  &  qu'il  n'y  ait  que  le  quarrd^ 

de  l'une  des  inconnues ,  c'eft  une  parabole  ^  fi  les  deux  quarrés^ 

des  inconnues  s'y  trouvent  ibus  un  même  fî^ne^  c'eft  une: 

dlipfe  j  fous  difièrens  fignes^,  c'eft  une  hyperbole  par  rapore^ 

au  diamètre: filles  deux* quarrés  Dut  le  même  figne ,<& n'onc 

aucun  coëficient,  &  que  l'angle  des  ordonnées  foît  droit ^. 

«*eft  un  cercle.  Quand  «  %,  s'y  rencontre,  après  avoir  ôté  lé 

.€o£ficient.  de  l'un,  des  qnarrés  des  deux^  inconnues ,  s'i^  eo^ 

»  •  ••• 
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avoit  ufi)  on  connoîcra  que  réquacion  e(V  celle  de  la  parabole^ 
quand  la  fraâioil  qui  eft  le  coëficienc  de  irir  eft  égale  au 
quarré  de  la  moitié  du  coëficient  de  «  i^^  que  réquacion 
appartient  à  Thyperbole  quand  elle  eft  moindre ,  &  à  Tel- 
lipfe  quand  elle  eft  plus  grande  ^  &  que  fî  les  deux  quarrés 
des  ii^connues  n'ont  pas  de  coëficient  &  ont  le  même  Hgne^ 
réquacion  appartient  au  cercle,  z^.  Pour  tracer  les  courbes 
de  ces  équations  ^  quand  on  a  découvert,  comme  on  vient 
de  le  dire ,  fi  elles  appartiennent  à  la  parabole ,  ou  à  Thy per- 
bole,  ou  â  une  ellipfè)  ou  au  cercle  :  car  (i  l'équation  qu'on 
a  trouvée  eft  fimple.  Se  appartient  i  une  (eâion  conique  par 
raport  au  diamètre ,  on  la  tracera  par  les  articles  3^0,  3  6 1, 
Si  Téquation  trouvée  appartient  i  une  feâion  conique  par 
raport  â  une  autre  ligne  qu'au  diamètre,  on  regardera  celle 
des  équations  des  feâions  coniques  par  raport  â  une  autre 
ligne  qu'au  diamètre,  â  qui  l'équation  trouvée  eft  femblable, 
comme  étant  la  même  équation  que  l'équation  trouvée ,  £c 
la  figure  de  la  fedion  conique  de  la  première  de  ces  deux 
équations ,  comme  étant  la  fieure  de  la  féconde ,  c'eft^-dire , 
de  l'équation  trouvée.  On  lupporera  les  termes  correfpon^ 
dans  de  ces  deux  équations  égaux  entr'eux  ;  &  par  les  valeurs 
des  indéterminées  f^g^i^lyd^f^  que  feront  trouver  les 
équations  particulières  de  la  fuppofition  des  termes  correC 
pondans  égaux ,  on  aura  la  valeur  du  diamètre  ^  &  du  para- 
mètre f  de  la  feâion  conique  de  l'équation  trouvée,  &le 
centre  de  cette  feâion  conique,  quand  elle  en  a  un,  &  on 

Î)ourra  la  décrire  par  la  méthode  des  art.  360,  361 ,  en  faî- 
ant  à  l'exemple  des  figures  17, 18  &  19,  une  figure  propre  i 
Téquation  trouvée.  L'on  remarquera  que  l^angle  des  coor« 
données  eft  toujours  donné  ou  arbitraire^  ce  qui  eft  cauiè 
qu'il  fuffit  de  déterminer  les  valeurs  des  lignes  OF  (/) ,  JFG  (g) 
des  figures  17,  iS  ^  29,  pour  avoir  la  valeur  de  la  ligne  OG  {h)^ 

441  «  Comme  l'on  a  fuppofé  dans  les  équations  du  Problème 
préc:edent  les  grandeurs /i  g,  )&^&c.  pofitives,  quand  la  corn- 
paraifon  des  termes  correipondans  de  ces  équations  avec 
ceux  de  1 -équation  qu'on  trouve  dans  la  réfolution  d'un  Proi- 
blême,  fait  trouver  les  valeurs  de  ces  lettrés  négatives  om 
une  partie  j  cçla  marque  qu'il  faui:  rracpr  les  li^nçs  repréfep^ 
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técs  paf  ces  lettres  négatives  <ia  côté  oppofé  â  celui  où  on 
les  a  tracées  dans  les  figures  17,  x8  &  x^. 

V  L 

441 .  On  remarquera  enfin  que  quand  on  compare  une  équation 
d'une  (eâîon  conique  à  celle  des  équations  précédentes  qui 
lui  répond ,  &  que  la  première  n'a  pas  tous  les  termes  de  la 
féconde  3  on  fuppofera  dans  cette  dernière ,  que  les  termes 
correfpondans  a  ceux  qui  manquent  dans  la  première ,  font 
égaux  â  zéro  ;  ce  qui  fera  connoitre  les  lignes  égales  à  zéro, 
de  celle  des  figures  17,  28  &  19,  qui  eft  la  figure  de  la  fé- 
conde équation  j  &  quand  F  G  (g)=o ,  la  ligne  OF{f)  tombe 
fur  OG  {h)  5  &  elles  font  égales ,  &^-  =  i  j  ce  qui  arrive  quand 
le  terme  uz^  manque  dans  Téquation.  Quand  le  terme  il;^ 
manque  dans  l'équation ,  alors  £M{1)  =  o^&la  ligne  OGM 
tombe  fur  le  diamètre  yi£i  &  fi  en  même  temps  le  terme 
où  eft  «1?;^ manque  auflî  ^  les  trois  lignes  Jf£^  OGM^  OF ^  n'en 
font  qu'une ,  qui  eft  le  diamètre  AB  ècOG[h):^OF  {/).   '. 

Par  exemple  pour  comparer  l'équation  yy  —  ^-^^^  =  o , 

qui  eft  réquatiott  d'une  pairabole*,  avec  l'équation  de  la  *440. 

parabole  x^z^-—^  ux^—  ilx^^  f^uu^^/  u  ^  H  ==^0,  FiotrRi 

on  prendra jr  pour  l'ordonnée  ^  &  jr  pour  la  coupée  «,  & 
le  terme  z/^ manquant,  on  fuppofera  2/i?;^s=  o  ,  ce  qui  don-p. 
nera  ^Z(/)=  o-,  &  de  plus  le  terme  n^;^ manquant  auflî , 
O  G  (  )&  j  ==  a  JF  (/) ,  &  les  trois  lignes  AB ,  OGM  ,  OFN^ 
n^en  font  qu'une j  le  terme  ^^uu  eft  auffi  égal  à  zéro  5  ^ 
puifque/i=o,  les  grandeurs ^&  //font  chacune  égal  à 
zéro  ;  &  â  caufe  deh=^f,  la  grandeur  —  ^u  devient  —/irr 
Ain  fi  les  deux  équations  i  comparer  feront  j^^  9^^^^'saso^ 
&  jÇ2;,-^/>»-f-i^=aro  :L'on  aura  donc,  i*.  ^  ==  ^;  ainfi  le 
paramétrer  de  k  parabole  de  Téquatîon  propofce  eft  égal  à 
^.  z*.  -t-  />  =»  —  ;g  j  &  mettant  la  valeur  de  /> ^  on  aura  ^  . 

=  —  ^^  &  ^ ^  (  4  ==  —  i^-  L^  H^^  —  marqua  qu'il  .. 
faudra  prendre  iA  (1=  — |  ^)  )  non  pas  en  allant  de  i 
vers  A  y  mais  en  allant  du  côté  oppofé  de  i  vers  (a  J  5  &  Iç^ 
ibmmet  de  la  parabole  de  Téquation  propofée  fera  en  (a  ).  On 
pourra  la  décrire  par  la  méthode  de  Tarticle  360  ^puifque 
ron  a  fon  diamètre  Se  foo  p^ametre  ,  &  qu^>n  fuppo/e  quç 


ï 
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l'angle  des  ordonnées  ,  &  par  confequenc  celui  de  k  tafi^ 
gencè  au  fommec  qui  lui  eft  égal ,  eft  donné  ou  arbicrdre. 

PROBLEME    VIII. 

Oà  tonfaitvoir  Vufays  de  s  formule  s  précédentes  yjé^ûà  ton  donne 

unem4ni9re  fimfUér  facile  de  tracer  eomtej  les  feBions 

toniques  par  un  mousuemenf  continu» 

44  3 .  Fj4  je  ^  ^B  E  font .deu:^  angles  quelconques  formés  chacun 
jFxG.  XXX.  par  deux  règles ,  attachés  fur  un  plan  aux  points  fixes  ^  6c  J? 
A  XXXI.  fuj.  iefquels  ils  font  mobiles  j  en  taifant  en  forte  que  les  deu?p 
côtés  SiE^  BE  pendant  leur  mouvementfe  coupent  toujours 
fur  la  ligne  droite  donnée  E  D  qui  rencontre  la  ligne  j4  B 
[ui  joint  les  deux  points  fixes  ^  &  ^  en  un  point  B  diftingué 
le  ces  deux  points  5  il  faut  trouver  Téquation  de  la  courbe 
que  foripentlcs  deux  autres  côtés  AF  ^  BF  par  leur  point 
de  concours  F  pendanjc  le  mouvement  de  jces  dçux  angles 
mobiles  fur  les  pôles  A  te  É. 

Il  fau t  bien  remarquer  que  \ts  deux  côtés  AE^  SE {  qu'on 
appellera  les  premiers  )  ou  leurs  proloneemens  AS  y  iSVj  fonp 
toujours  cçui  qui  doiyçnr  fe  couper  fur  la  droite  donnée  J)M^ 
&  Que  les  deux  jcôtés  AF^  BF  (  qu'on  nommera  les  féconds  ) 
ou  leurs  prolongeme^s  -/^ A  BM ^  font  toujours  ceux  qui 
décrivent  ia  courbe  en  fè  coupanc  pendatic  Ile  «mouvement 
d^s  angles  dans  les  poitits  jF,  qui  forment  la  x:giui1s>e. 
Fus^xxz.  Pour  réfoudre  le  Problème,  je  rçmarq^ie  que  quand  les 
premiers  côtés  fe  coupeot  au  point  B ,  ils  «e  font  qu'uîie 
même  lîgne  droite  qui  eft  la  ligne  AB  qui  pafïè  par  les  pôles 
&  5 ,  &  que  dans  cette  fituatîon  les  deux  féconds  côtés 
FyBF  deviennent  ACy  BC  ^  &  font  déterm-inés  de  pofî- 
tîon  &  de  grandeur  j  parceqiie  l*angle  BACcA  égal  â  l^anglc 
donné  FAE,  &  CBA  efl  égal  d  l'angle  donné  FBE.  Dans 
k  figAire  }i ,  où  le  point  D  deJa  ligne  DE  eft  dans  le  prolon^. 
««^  RI  ggHïentde  BAj  lorfque  les  deux  premiers  côtés  fè  coupenp 
#XXi.  au  point  D,  &  ne  font  qu'une  m^me  ligne  qui  efl  BADy  le 
côté  AE  étant  fur  ADy  l'angle  domié  EAFy  xievîent  Tangle 
ï)ACy  &  le  côté  A  F  tombe  fiir  AC^  mais  ie  côté  BE  tom- 
bant en  même  temps  fur  BD ,  le  fecond  côtç  BF  ne  peut 
plus  être^oupé  par  ie  fécond  côté^^  jc'efl  le  prolongement 
i?Jkr4ey(in»  BCÂ^  Second  jd^%i  F^^  cjui  eftxoupi  par  lé 

/pcottji 
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iJfBcona  cBté  A  F  devenu  AC  :  C'eft  pourquoi  Tangle  ABC 
teft  égal  â  Tangle  EBM  complément  à  deux  droits  de  Tangle 
donné  FBEy  ôc  non  pas  â  l'ïingle  donné  FBE^  8c  le  trian- 
gle  ACB  qH  entièrement  donné. 

Cela  fuppofé ,  pour  trouver  Téquation  de  la  courbe  que 
forment  les  points  de  concours  F,  je  prens  pour  la  ligne  des 
coupées  la  ligne  droite  DE  déterminée  de  pofîcion,  8c  je 
prens  (on  origine  au  point  B  àà  elle  rencontre  la  donnée  AB, 
8c  je  Fais  les  ordonnées  tirées  des  points  F  fur  JED,  comme 
l'ordonnée  FI,  parallèles  â  la  donnée  ^:S  s  j'en  tirerai  cet 
avantage  que  Téquationmefera  connoStre,  fi  les  points  fixes 
oa  les  pales  A  ècB  (ont  eux-mêmes  dans  la  courbe  ^  puifque 
û  la  courbe  paflè  par  A  ScB^  DA  8c  DB  feront  les  ordon- 
nées de  ces  deux  points  ^  je  connoitfai  auili  par  la  même 
équation  que  le  poiat  déterminé  C  eft  un  dci  points  de  la 
courbe. 

Soît  doncla  coupée  2)/ss5i>,  Vordonnée  J'7=  iç,les don- 
nées AD=^a^  DB^ssi,  nN^=c^  AN^±^d^  D^ssar,. 
BJtsss/;  Pour  former  les  équations  particulières  qui  me 
doivent-donner  l'équation  du  Problème,^  remarque  (fig.  30) 
que. les  deux  angles  CAF ,  DAEfont  égaux ,  puilque  CAD 
&  FAE  font  fuppofés  égaux  5  8c  par  la  même  raifbn  CBF 
eft  égal  â  DBE  «  ainfî  pour  faire  des  triangles  femblables,  je 
tire  FG  qui  fafle l'angle  AFG=s^AED y  &c  par confequent 
AGF  =  A  DE,  8c  de  même  F  H  qui  faflè  BFHz=2  BED , 
8c  BHF  nss  BDE;  ainfî  j'ai  les  triangles  femblables  AFG^ 
AED,  8c  BFH,  BED.  Je  prolonge  BC  jufqu'au  point  R  , 
où  elle  rencontre  ED  prolongée  ^  8c  je  mené  par  F  la  ligne 
KFZTj  parallèle  à  EDR  j  ces  lignes  me  donnent  d'autres 
triangles  femblables ,  comme  ADN ,  JLGF  y  ^c.     - 

Mais  dans  la  fî^e  3  t.lesangies  DACUEAF  étant  fiippo- 
iés  égaux ,  en  ajoutant  à  chacun  Tanglç  commun  C^£  ^  les 
angles  DAE^  FAC  font  égaux  :  Je  mené  FG  de  manière  que 
AFG  =  AED  &  FGA  «=  EDA,  &c  f ai  les  deux  triangles 
femblables  AFG  .A  ED.  Demême  fangle^^^C  eft  fuppofé 
égal  àl'angle  EBM  complément  à  deux  droits  de  ES  F  ;  ainfi 
ajoutant  à  chacun  l'angle  EBC,  j*auraî  l'angle  ^^fi«=CBAf 
qui  eft  égal  à  fon  oppofé  au  fommct  FBHô  je  tire  F  H  de 
manière  que  BFH^=^BED  8c  FHB^s^BDEy  8c  j'ai  les. 
Tme  II,  N 
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deux  triangles  ièmblables  SFH^  BED  :  Je  mené  àuiE  ZFKT, 
parallèle  à  EDI»  &  je  prolonge  AC  iufqu'à  N^ic  BC  ju!C> 
cju'à  Rt  ce  qui  t^e  donne  d'aueres  triangles  femblables  A  DN, 
JQ^>  QFZ  j  à  caufè  des  parallèles  î  & Gi^Z ,  ADNi  parce, 
que  AND  eft  égal  à  fon  alterne  GZF,  &  que  ADNeA  égal 
piar  la  conftruâion  à  JFGZ  >  comme  auffi  BDR»  SKT^  à  caufè 
des  jparalleles ,  &  J5D^ ,  rif i^  ^  parceque  SRD  «s  ^ri?  à 
caufe  des  parallèles ,  &  que  SDR  le  même  que  SDE  efl; 
égal  d  J'/fT*  le  même  que  F  MB  =3  (  par  la  conftruâion  ) 
SDE.  Je  (uj^ofè  à  pre(ènt  l'inconnue  I)£=sxj  les  .triangle 
ièrabUioles  me  feront  trouver  deux  valeurs  difierentes  de 
DE  (  X  )  deCquelles  faiiant  une  équation ,  elle  fera  l'équation 
de  la  courbe. 

fi«.XXX.  Les  triangles  fèmblables  SDR  »  SKT,  donnent  DS  (6) . 
DR(e)::KB(i''XJ.KT^''^i  aînfi i?r  =  i^^:^^- j 
&  DS  (h) .  BR  (f)  :  zKBtk-^Kj'ST^  *^«.  Les  trian- 
gles fèmblables  SDR ,  THF ,  donnent  SR  (f).  DR  (t)  :  s 
fX  fi^'p-i'^J.  TH  =a  *.iî=^^i«i  d'où  l'on  déduit  SH 
tB^  ST  -^TH^^  *ff-ri-*y*««^'^*«».  Ils  donnent  encore 
SR(f).  SD  (h)  ::  FT  (^£:^ii=^).  FH:^^^^^^=^; 
Enfin  les  triangles  fèmblables  SFH»  BED ,  donnent  SH 
ft'»*tti-f^*tff'irj .  F  H  {^i^^'J  :  :  SD  (b) .  DE  (x) 

—  «.r^mlffr-ll/^-***  ^  «'cft  '*  première  valeur  de  DE  (x), 
"Lis  triangles  fèmblables  ADN^  AKZ,  donnent  AD  (a), 
DN (c)  : :AK(a-^iO.KL^ ^^^i ,  d'où  l'on  déduit  ZF 
sm^*^"^.  Ils  donnent  encore  AD(d).  AN  (i)  ::  AK 
(a-^xj.  AZsm  al±is.  Les  triangles  fèmblables  ADN, 
ZCF,  donnent  auffi  AN (d).DN (c)  ::  ZF {f*-^'^''"J , 
£G  ^ss  fy^fn~*f  1  d'où  l'on  déduit  A  G  as  AZ  —  ZG 
,-_  w^H./y,-^,..«,^>.^  115  donnent  encore  AN  (à) .  AD  (a) 

:  :  ZF  {-*'}~^') .  FG  s=i  sl^^zll»  Enfin  les  triangles  fèmbla- 
bles AGF,  ADEy  donnent  AG  (nsjzssi^ÈbjidÀ^^ji' ) ,  iq 

V^ia-a-r;  t.  AD  (a).  DE  (x)  =  ^^v;^^^jS=rr 

crèfe^/j9=feï77  >  où  fuppofant  —  ^ r  m-  </</  =  +  xx , 

if.  #^  _  /■/*. ««  «  «    l'nn  a  -<<--*-«<f^  •*■«<«  ^  r  ***'"****  •*'*^* 


L  I  T  R  f      Vïft  »• 

f|ùi  fc  rédotC  i — a*Se»m  •«-  sabctt^ — <s>^  .^4r4^i(K^aB  o  j 

Ceft  réquâtion  de  la  courbe  pour  la  figure  30 ,  qui  feit  voir 
qu'elle  e(l  une  fèâton  conique. 

On  trouve  pour  la  figure  3 1 ,  en  fe  fervant  des  triangles 
femblables  marqués  par  les  mêmes  lettres ,  D  E  (x)  ^ 

-«•Zf<^-jïï-iî'-.--ii  *=»  i», Jî^'z.^rjgVtilii//  >  où  fuppo- 

fant — r/-Hj^ss4-<«,  iccc-^ddsssxKi  Ton  a  -*»«^^^-*te 
«  ^^^:*^?^%  q«i  fc  réduit  à       ,       .       .     ".'""T": 

—  abbvÊMt^ 

-•■  ^*rt* 

•4-  abhuTLê 
Ceft  Téquadon  delà  courbe  pour  la  figure  51  ^  qiu  ne  difiere 
de  la  précedeoce  que  par  quelques  fignes. 

Pour  conmitre  fi  la  courbe  paffi  par  lespoUs  A  c^  B. 

En  ruppofanc  que/JDftf/ssBo,  Ton  aura  lefeul  dernier 
terme  de  chacune  des  équations  précédentes.  Celui  de  la 
première  étaijt  divifé  par  —  oactt^bbi^e^  donne  Téqua^ 
cion  déterminée  kKj^  a^j^a^ss:  a»  dont  la  racine  pofitire 

^^  bvssSD  (  fig.  $0),  &  la  négative  Kr^^  a  «  ^Di 
aînfi  la  courbe  païïc  par  les  pôles  AUB.Lé  dernier  terme 
de  la  féconde  étant  divifé  par  aacu-^  bb^t^Lt^  donne  Téqua*. 
don  déterminée  ^s;^^>^ax^'^  ab^sszo^  dont  les  deux  racines 

—  K 
font  poficives,  parcequ'elles  font  du  même  côté  de  Torî- 

gtnc  2}  (%  3O  •  La  j^remiere  eft  x^ss  a  es Dj4  ^  la  féconde 

'     Nîj 


-^=5  6  5S5  DJ?p  d*oii  Ton  cooclut  que  la  courbe  pafle  p w  J? 

7^£?«r  €onnoitre  file  points  C  i^isr  triungle  diurminé  ABC 

ir^  ^^12/  À/  courbe. 

Iic.xxx.  ii  N  menant  par  C  la  ligne  Cj3  parallèle  à  la  ligne  des  coui. 
pées  EBI  &  C^  parallèle  aux  ordonnées  /jF,  DB^  fuppo- 
fane  Ci8  5=-DJ^=«,  &  CJ^ssDiï»^,  &  nommant  les- 
autres  lignes  comme  ci^deflbs^  les  triàngle^s  femblables  BDRy, 
£&C,  donneront  DR{€).  giC\»)  :  :  I>B  [b).  j5i8  =  ^î 
d'où  l'on  déduit  D^{zJ  =  Z)5  —  i?/3' = -^^ .  Les  trian- 
gies^fernblablcsy^i3iS^3  -r^j8C, donneront auffii)i^^(^^ .  C/2(«). 
;.-,.^JD  {a) .  ^0  =  Çi  d^où  l'on  déduit  i)^K)=^i8'— ^-D' 
==i!L=jî£==é:iLii,^d'oùl'on  tire  JD<r<»)  =^^^79^,& J^C(^). 
^^^''itZl^-  Or  Ton- trouve  précifement  les  mêmes  valeurs? 
de  «  &  de  5;^  en  fuppofant  FG  [y'^'T^^''),  &  F  H  {'=±i^±±')  ,^ 
ohacune  égale  à  zcr6,  ce'quî  doit  arriver  dans  la  formation 
de  la  couroe  quand  le  point  F  quf  la  décrrt:fè  trouvé  au^ 
point  C;  ainfî  la  courbe  paile  au  point  C  * 

Si  onvouIbicfçavoiT  les  points  où  k  courbe  rencontre  la.^ 
ligne  EDRyW  n'y  auroit  qu*à  fuppofer  dans  les  équations» 
précédentes  jç  î5=a  o ,  &  les  deux  valeurs  de  u  que  Ton  trouve-- 
roit  par  cette  fuppofîtîon;  marqueroîent  ces  points  j  fi  Ton 
trou  voit  les  valeurs  de  i^  imaginaires ,  ceJéroît  une.  marque 

3ue  la  courbe  ne  rencontreroit  point  J?2?JÎ.  Si  on  trouvoît 
eux  valeurs  égales  pofitîvcs  ou  négatives  de  »,  cela  feroir 
voir  que  EB  toucheroit  la  courbe  au  point  auquel  u  aurohr 
ces  deux.valeuF6  égaler. 

pour  connoitre  les  cas  oà  la  courbe.  eJtunefaraboUy  pu^  une  elHpfei . 
ojù  une  hyperbole  y  S*  pour  en  trouver  le  pararmirt 

là*  If  diamètre. 

Il  faut  faire  en  forte  que  le  quarré  de  l*une  des  deux  încon^ 
nues,  comme  ii;^ 'n'ait  pas  d'autre  cocficient  que  Tunité  ^ ,& 
l'équation  fera  pour  la  figure  3  ^5.  '        ^ 

iy^  4-*  aabce^^  •     —  aabc te]  -H a^b\  t 


fiic 


« 


•^ab^yat 


i«ki 


OACtx^^bbxaJ 


'X  i  V  K  E     VI  ir.  '  toi 

"•  Éc  cbmrte  Ton  peut  exprimer  les  coëficîen$  qui  fottt  con- 
nus pât  d'autres  graHcieurs  connues  plus  fimples^*  on  expri-  *  27^ 
mera  lie  cocficient  du  ferme  ik<  par  îj^j  celui  du  terme  s;;^ 
par  i^icelufdu  terme  ui^  par  -^  ;  celui  du  terme  t^  par  s  j  ic 
enfiti  le*  dernier  terme  jJar  tt  ^  &  Ton  aura  réquation  abré- 
gée zsr^ ~ ux^ — '^f ^lir  Tn^ u':^sû±: tt==  o ,  qui  contient 
toutes  les  équations  aui  .fe£l:ions  Gonîqêes  par  raport  à  une 
autre  ligne  qu'au  diamètre^  nY^y^nt  que  la  diverfité  des 
fignes^  les  differens  raptort's  dès  cbcficierft  ,&  quelques  ter- 
mes qui  peu  vent  quelquefois  fe  trouver  nuls  ou  égaux  à  zerp , . 
qui  la  rendent:  propre  a  l?ùne  des  fedidns  coniques  plutôt 
qu'ârautre: 

Quand'  ^  eft  pofîtîve  &  égalé  âij.  quarrq  ^  dé  la^moitié^ 
de  *^,  ia  feAion  conique  e(l  une  parabole.  *  .  »  440; 

Qgand  ^  eft  pofitive  ÔCvfurpaflie  ^^  c'eft-  une  ellîpfê.  *''     *  440, 
Quand'  f;-  e(b  négative  ;  c^^fb  urié  hyperbole  par  raporr 

â^  i*un  de  fes  diametres^,/^  fie  non  pas  par  raport  aux^fym-  *  44o«. 
ptotes^»  .... 

Si  on  voulôit  trouver  le  paramètre,  quand  c'e(f  une  pa- 
rabole j  le  paramètre  &  le  diamètre,  quand  c'eft  une  hyper- 
bole ou  uneellipfe,  iln*y  auroitqu^àfuppofer  chaque  tfeprtÈ' 
de  Inéquation  abrégée  (excepté  le  premier)  égaPati  terme 
qui  lui  répond  dans-  rëquation'  correfportdante-  du  itptiéme 
Problême*,  &  déterminer  pat  ces  équations  les  vateuts  des'  *  42^, 
indéterminées /J  g,  i^  /,  i!,/,  &la  valeur  de/feroitleparsu 
mètre  ^  celle  dt  rf  fèroit  le  diamètre;  Mais  comme  Ton  n*a' 
bi^foinde  ce^  chofissque'pour  décrire  là  feâîon  conique  pa^ 
k:  méthode  des  art:  }6byy6r\  &  que  la- pratique  dii  Pro- 
blême  que  Ton  traite  ici ,  donne  là  défcriptîon  facile  de  la? 
iedion  comquT}  il  eft  inutiléde  les  expliqiierici'plùs  au  long; 

Za  manière  de  trouver  les  axtsavjec  leurs  paramètres  desfeBiens* 
Cimique^  décrites  far  lon  méthode  frécedente% 

444.  Jl  faut  remarqiier]>endafrrque  Ton  fair  làrdefcriptîôn  de  laf  F  «  «^»  * 
courbera  fituationoùJés féconds côtésv^/^^/fontparàlleles^  xxxJifc- 
entt^ux ,  &  en  même  temps  le^  point  Jl^f  où  fe  croifent^  lès 
deux  premiers  côtés,  lorfque Tes  féconds  font  parallèles  j  6c' 
lès  làifTant  dans  cette  fituation ,  faire  décrire  une  circonfe:: 
Kxui£.AM£NA  ^u  point  2^i  ou,, ce  qui  retient  au  même^, 

N  iij. 


&  ce.  qui  eft  plus  facile ,  il  faut  tracer  la  circônfereiice 
JiMBIfA  fur  la  corde  ABy  de  manière  que  Tare  A  MB 
(  du  côté  de  la.  ligne  donnée  i>£  oà  fè  coapoienc  les  deux 
jpremiers  côcés ,  pendant  que  le  point  de  concours  des  (ê* 
conds  côtés  décrivoic  la  courbe  )  Ibit  capable  d'un  angle 
A  MB  y  qui  fafTc  avec  les  deux  angles  donnés  EAF^EBF^ 
quatre  angles  droits.  Il  faut  enfuite  cirer  par  le  centre  0  de 
ce  cercle  la  ligne  NOMD  perpendiculaire  à  la  ligne  donnée 
DEi  &  ayant  mené  par  le  point  M  où  elle  rencontre  la 
circonférence,  les  droites  MA^  MB  y  il  faut  faire  Tangle 
MAfé^zX  à  Pangle  donné  EAF,  &  MBf^  EBF  i  &  içs 
deux  lignes  Afy  J/" feront  parallèles  :  car  Tangle  A  M  B 
faifant  deux  droits  avec  MABy  MBA  y  il  faut  que  les  deux 
qui  reftent  BAfy  ABfhQènt  auflî  deux  angles  droits^ 
puifque  A  MB  fait  cjuatre  angles  droits  avec  M  Afy  MBfi 
par  confequent  Afi  Bffont  parallèles.  Or  Ton  va  démon* 
crer  par  TAnaly/è  que  Taxe  ou  Tun  des  axes  de  la  courbe 
décrite  par  le  point  F,  eft  parallèle  aux  lignes  parallèles  Af, 
Bfy  d'où  il  fera  facile  de  trouver  Taxe  dans  la  courbe  dé^ 
crite  par  le  point  F. 

La  corde  AB  qui  joint  les  deux  pôles  eft  donnée ,  & 
les  angles  A  MB  y  M  Afy  Jl/JÎ/font  :auffi  donnés,  puifque 
Içs  aneles  EAFy  f^i^^  aufquels  les  deux  derniers  font  égaux^ 
font  donnés  j  U  de  plus  la  ligne  D  ^  eft  donnée  de  po(l« 
«on }  c'eft  pourquoi  la  circonférence -^JVfJiV^  eft  donnée,, 
fon  diamètre  MN  eft  donné ,  les  lignes  NDy  MB  font  don- 
nées y  comme  auffi  AMy  MCy  BMy  ML  i  &  menant  ANy^ 
JPN  y  ces  lignes  font  auflî  données  j  enfin  tirant  AK  perpen- 
diculaire fur/5  prolongée  en  Ky  AK  &  BK  font  données. 
Il  faut  encore  tirer  pH  perpendiculaire  for  BH  qui  ren- 
contre Af^Ti  Gi  Se  enfin  tirer,  du  point  Eixxt  AMC  pro^ 
longée  la  perpendiculaire  JE/ 5  ces  chofes  fuppofées, 

On  nommera  les  données  DM  {m)  y  DN  {n),AK  {^)y 
KB{i)yMC{c)y  CD  {d)yD£{e)MZ[f)y  ôcles  încon^ 
Dues  DE(x)y  AG  («)  y  FG  (  <).  Les  triangles  reûangles  fcm- 
blables  DMCy  CJB7,  donnent  MC{c)  •  CD  (d)  :  ;  C£  {x— i) 
.C/sa^-izii.  ècMC{c).  DM  (m)  ::  CE{x^d).  EI=^ 
— v*^.  Les  triangles  reûangles  MDCy  M  AN  étant  fem- 
blables  i  caufedes  angles  égaux  oppofés  au  fommet  DMC, 
^M2i,  Votx^,MC{ç).  MD(m)::  MN{n^m).AM 


r 


LtynB    VII L  îoj 

2£=22i  d'où  l'on  déduit  AI  =  AM-^MC-*r  CI  =« 

m,~ m» •*■»,* 4*^44  ^  «M^  .  parccque  ->-  MC{^ct)  « 


H-  2>ilf  (-f-mKi)-HCi)  (•«-  «U).  Or  les  triangles  reâangles 
£AIi  JPAG3  font  femblables)  car  ôtant  l'angle  EAG  des 
angles  égaux  lAO,  £AF,  les  angles  reftans  EAI,  FAG , 
ibnt  égaux  -,  c'eft  pourquoi  AI  (=2f^) .  El  (  JBi=ia) .. .  ^g  («) 

.  i?G  (  O }  ce  qui  donne  DE  {x)  s»  "^,1'***.  U  faut  à  prefcnt 
trouver  une  féconde  valeur  de  D£  (  x  ). 

Les  triangles  reâangles  ZDM ,  LEP  ^  font  femblables, 
ayant  l'angle  L  commun }  c'eft  pourquoi  ML  (/) .  MD  (m) 

;;  LE\e-^x).  E  P  tai  fstfJ^  ^  àc  M  Z  (f) .  ZD  (i)  ::  ZE 

(  «-t-  X  ) .  ZP  ssa  iL!^.  Mais  les  triangles  reâafigles  fembla. 
blés  MZD,  MNB,  donnent  MZ  (/)  .  MD  (m)  ::  MN 
(s  —  m).  J?Af  aa  -*^f.g.  d'où  l'on  déduit  ^PsBs^ il/ 

«<".MZ— ZiPaa;'"— '"'•^y-**-"aasayg,àcaufedej^ 

{•^ff)saaMJD  {mm)  ^ ZD {'¥' te).  Enfin  les  triangles  re- 
Àangles  SEP,  BEH»  font  femblables ,  puifqu'en  ôtant  des 
angles  égaux  ES¥ ,  M^f,  l'angle  commun  M  S  F ,  les 
angles  reftans  EBP,  FBH,  font  égaux }  c'eft  pourquoi 
Ji>(Sfp).  EP  {^sif^)  :  ;  BH ^  AG  (m)^ BKih), 
FH^aFG  {k) -*- G  H  fi^  A  K  (a)  i  d'où  l'on  tir«««B 

^;;.-#-     ^1;.^-  =  *»  — if  »  aoo. 


Ceft  Péquatioti  de  la  courbe  que  décrit  le  point  F,{Ûg.ii), 
laquelle  équation  appartient  d  l'elliplè ,  puifque  ifxec  ^  «• 
ont  le  même  figne  -♦-*  î  &  le  produit  mxjae  s'y  trouvant  point,  »  ^^ 
1°.  la  ligne  des  coupées  AG  ( «  )  eft  parallèle  au  diamètre*  ,  ,^j,] 
lequel  immetre  eft  l'axe ,  puifque  l'ordonnée  FG  {xj  eft  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  coupées  AG(n).  1*».  fj  (Ç  )  côefi- 
cient  de  um,  marque  le  raport  du  paramètre  an  diamètre  %  *4)^, 
ta  par  confequent  auÛi  le  raport  du  qnarré  du  fécond  dia. 
mètre  au  quarré  du  premier  diamètre. 

Quand  la  ligne  droite  DE  que  décrit  le  concours  des 
deux  premiers  côtés  MA,  EP»  eft  éoupé«  pàjf  U  drconfe* 


aro4  An  ALT  SE    demontre^b; 

r.ence  AMB2^A  i  quand  elle  eft  par  exemple  ie^  Pcquatîoà 

devient ^;?;^^  -f-    a  ^ — "^^uu  -♦-    ^  i^  =  o^  qui  appartient; 


•*  440.  jà  l'hyperbole  par  rapart  au  dîametçe ,  parccque  *  —  *  ««  a  3e 

*  4)«.  ^S^^  —  >  ^^  ^ft  parallèle  à  Taxe  *  j  pûifque  ^;î;^ne  s*y  trouve 
.  pas ,  &  que  JFG  (O  ^^  perpendiculaire  fur  AG  (  «  ) ,  &  ^'  (  7  ) 

**  5Î9-  exprimé  le  raport  du  paramètre  au  diamètre*,  comme  auffi 
le  raport  du  quarrjé  du  rçcond  diamètre  au  quarré  dupre- 
'mîer  diamètre. 

Quand  la  droite  DE  touche  la  cîrcoaiference  AMJ^NA 
-&  détient  J^  e ,  alors  les  triangles  MDC,  CEI^  MDL  s*éva- 
nouiiTent,  &il  ne  refte  que  les  triangles  A  El  y  FAQ  y  MANp 
MSN  y  BEPy  BFHi  &  fi  J'on  fait  une  fig-ure  pour  ce  cas, 
on  trouvera  en  fe  fervant  de  ces.  ti^angies  une  équation  à  1^ 
parabole  dans  laquelle  iir;^&  uu  ne  fe  trouvent  point  j.ce  qui 

^4)8.  fait  voir  que  A  G  eft  parallèle  au  diamètre  *  qui  doit  êtr^ 
Taxe,  puilque  ^G;^^)tcft-pcrp.wdîculaire  fur  AG  («j. 

# 

R    E  ^  A  iH   OM  %  i^^ 

44J'  'Q^^^^  une  fèdîon  conique  eft  décrite ,  &  qu'on  a  une 
ligne  droite  donnée  de  polidon  AG  patfilîele  à  Taxe  -,  pour 
dttojuver  l'aace, il  ri*y  a<jii*à  mener  <ie»x. perpendiculaires  i 
AG  qui  fè  terminent  de  côté  &  d'autre  à  La.couri^e ,  &  mener 
une  4rQÎtepar  Içs points 4u  milieu  de  chacune, ipefer.araxe. 

C  O  A   0  i  ^  A  I  jK  jp       J.. 

>445.  On  peut  aîfément  meoer nine  tangente  de^la (C.ourhe  par 
f  16  URB  Pun  das  depx  jpolesi,  comme^9^^^s  mêmie  qu'elle Çofît  jtra* 
#**"•  ^ée.  Il  fauf  mener  par  le  pok^iqpe  droite. ^i^jufqu'i  la 
donnée  J)E  (00  peut  fadlement  b^naginer  ,  &  les  lignes 
-jâqnt  on  yjt  parler  ,  .qu'on,  n*»  pas  tftic^ées  dans  la  figure  34, 
pour  iviter.  Iji  f  onfufioo  )  qui  ^e  aypp.  AB  l!*Bgle  (3LAS 
^r=^ëAF  î  puis  roraer  i^^^  ^  tirjer  par  j5  la  lignée/,  qui 
JÉalFe  avec  ^  l'angle  Q^fr^E^F  y  &  cette  .ligne  JBfkv^ 
«îingehte  au  point  ^  •  jca^r  eo  înriagioant  la  iîcuatioo  àQs  deu^ 
premiers  côtés  ÀEy  SE  dans  le  temps  que  k  fécond  côte 
A  F  eft  couché  fur  AS  y  6c  décrit  la  portion  de  courbe  infîl 

HJipent  petite  au  pointai  M  eft  clair  que  dans  cette  fituation 

i'angle 
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a'angle  S^QJfï  égal  à  E^F ,  &  Q^F = ES  F ,  &  qu'à  ce 
inoment  la  petite  portion  de  courbe  qui  eft  au  point  B,  fe 
trouve  dans  la  ligne  £fi  &-ff/ett  par  confequent  tangente 
âu.point  £. 

•COHOLLAIHE      II. 

Oè  Tcn  en/eigne  à  décrire  teOe  feilion  conique  qu'on  vouir* 

dont  cinq  f  oints  font  donnés, 

^^7*  vj/Ommje  1*oû  décrit  une  ligne  droite  dont  on  a  deux  points,  F  x  o  u  r.» 
un  cercle  dont  on  a  trois  points ,  on  peut  de  même  décrire  par  ^^"""' 
la  méthode  précédente  une  fedion  conique  déterminée  tel- 
le qu'on  voudra  j  Jorfqu'on en  a  cinq  pomts^,J?,C,a,is 
il  feut  en  joindre  crois ,  ^ ,  ^ ,  C ,  par  les  lignes  A£ ,  AC^ 
£C  t  &  prendre  deux  de  ces  points^  fic^pourpoles;  mener 
par  les  autres  points  F»  G,  les  lignes  FAyFS,GA»GB  î  faire 
les  angles  FAE ,  GAK,  égaux  chacun  à  l'angle  CAD  com- 
plément à  deux  droits  de  l'angle  CAB  i  &  faire  l'angle  FBB 
égal  â  l'angle  ABg  -complément  à  deux  droits  de  l'angle 
ABCyU  GBK  ^  ABCi  mener  la  ligne  droite  EDK 
par  les  points  EbiK»  où  les  lignes  AEy  BE6cAK,  BK  fc 
rencontrent.  Si  l'on  fait  avec  ^es  règles  des  aneles  égaux 
à  EAF  t  EBF ,  &  fi  faiïànt  tourner  ces  anglesfur  Tes  pôles  A 
ScB^on  fait  toujours  en  forte  que  les  premiers  côtés  AE» 
'  BBfc  coupent  fur  la  droite  EDK ,  il  eft  clair  que  le  point  F, 
<{m  eft  le  concours  des  deux  féconds  cètés  AF ,  BF  décrira 
4a  ièâion  conique  qui  paflèra  par  les  cinq  points  donnés. 

Si  l'un  des  cinq  points  ou  une  partie  des  cinq  points  étott 
tlans  l'une  des  hyperboles ,  .&  les  quatre  autres  ou  l'autre 
partie  dans  l'hyped^ole  oppofée  j  il  faudroit  faire  les  angles 
FAE ,  GAKé^VMX <;hacun  à  l'angle  CAB ,  &  non  pas  à  fon 
complément  à  deux  droits  CAD .}  &  de  même  les  angles 
FBEy  GBK  égaux  chacun  â  l'angle C5^,.&  la  ligne £DiC 
paflèroit  entre  les.poles  A  UBy  comme  dans  la  figure  3  o, 

A  V  M  n^  X  i  as  E  M  E  V  T, 

448.  Si  au  lieu  d'une  ligne  droite  DE  l'on  faifoit  parcourir  ao  Fr«o»« 
point  de  concours  Ë  des  deux  premiers  côtés  AE,  BE  des  J^J-  * 
angles  -mobiles  EAF ,  EBF ,  une  des  fa<5tioiis  coniques ,  la-  ^^ 
quelle  on  voudra ,  qui  paflat  par  l'un  des  pôles ,  par  exemple 
par  A ,  le  point.de  concoure  F  des  deux  feconds  côtés  AF , 
Tome  II,  O 


lo^  Analyse    demon,tre'e. 

BF  y  dëcriroic  une  courbe  du  (econd  genre ,  c'efb  â-dire ,  dohie 
on  trouveroit  Téquation ,  comme  on  a  fait  celle  des  feâion^ 
coniques ,  dans  laquelle  les  inconnues  auroient  trois  dimen^ 
ilons  )  &  fi  Ton  faifoit  décrire  au  point  de  concours  E  la 
courbe  du  fécond  genre  qu'on  viendroit  de  tracer ,  le  point 
de  concours  F  dccriroit  une  courbe  d*un  genre  plus  élevé ,  & 
ainfl  à  l'infini. 

Avertijfctntnt. 
On  ne  porte  pas  ici  cette  matière  plus  loin ,  parcequ'il 
faudroit  faire  un  traité  entier  de  ces  lignes  courbes ,  &  on 
s*eft  propofé  (èulement  de  faire  voir  ici  quelques  ufàges  de 
TAnalyfe  par  raport  aux  courbes  géométriques  ,  &;  furtouc 
aux  ferions  coniques ,  &  ce  que  Ton  en  a  dit  fiiffit  pour  en- 
tendre ce  que  Ton  dira  dans  la  fuite  qui  y  aura  raport,  fans 
avoir  befoin  d'autres  ouvrages. 

Des  cou&bes  qui  ne  sont  pas  géométriques* 

449*  O^i'i^E  les  courbes  Mmetriques  dont  les  coordonnées 
font  de  fîmples  lignes  droites  par  le  moyen  desquelles  oa 
exprime  un  raport  commun  à  tous  les  points  de  chacune  de 
ces  courbes  par  une  équation  algébrique ,  où  les  inconnues 
ont  un  nombre  déterminé  de  dimenfions  ^  il  y  a  une  infinité 

.  d'aiitres  courbes  dans  chacune  defquelles  il  y  a ,  comme  dans 
les  courbes  algébriques .  un  raport  commun  à  tous  leurs 
points  que  l'Ânalyfè  exprime  par  une  équation  j  mais  ce  ne 
peut  pas  être  en  y  employant  de  fîmples  lignes  droites  pour 
coordonnées  qui  ayent  entr'elles  un  commun  raport  ^  qui 
puîfle  être  exprimé  par  une  équation  algébrique ,  ce  feroienc 
des  courbes  géométriques ,  mais  dans  quelques  •  unes  on  fè 
ièrt  pour  Tune  ou  l'autre  des  coordonnées,  &  quelquefois 

^  pour  toutes  les  deux,  de  lignes  courbes,  comme  d'arcs  de 
cercle ,  ou  d'arcs  d'autres  courbes  ;  ou  bien  l'on  fe  fèrt  de 
lignes  droites  pour  coordonnées,  mais  que  l'on  fiippofè  éga- 
les d  des  arcs  de  cercles  ou  d'autres  courbes  ^  dans  quelques* 
unes  les  abcifles  partent  d'un  même  point,  &  les  ordonnées 
font  des  arcs  de  courbes  ^  dans  quelques  autres  \t%  coordon. 
nées  quoiqu'elles  foient  à^s  lignes  droites  ou  des  arcs  de 
courbes,  elles  fuppofent  encore  la  quadrature  de  quelques 
courbes,  c'efl-à-dire  l'expreflion  des  coordonnées  dans  Té- 
quation  de  ces  courbes ,  concient  l'exprejËon  de  la  quadra- 
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cure  de  quelque  courbe  divifëe  par  quelque  ligne.  Il  y  en  a 
dont  on  ne  connoît  le  raporc  commun  de  cous  les  points ,  ou 
de  toutes  les  lignes  infiniment  petites  donc  leur  contour  eft 
compofe ,  que  par  des  lignes  infiniment  petites  qui  font  d«i 
criangles  infiniment  petits  qui  donnent  chacun  une  même 
équation ,  quip  devient  par  le  moyen  des  grandeurs  chan-. 
géantes x ^y ^  &c.  Téquation  de  la  courbe. 

Quelques-uns  appellent  ces  lignes  nu€baniques  i  d'autres 
pour  prévenir  le  préjugé  que  donneroic  ce  nom  de  méchante 
que  aux  Ledeurs  y  en  \^%  porcanc  à  croire  que  ces  courbes 
n*ont  pas  des  propriétés  &  des  ufages  qu'on  puifle  démon* 
trerauffî  exaûement  que  celles  des  courbes  géométriques^ 
aiment  mieux  les  appeller  tranfcendentes.  Il  n'importe  quel 
nom  leur  donner  ,  &:  on  peut  les  appeller  mechaniques  i 
mais  il  eft  certain  que  depuis rheureufe  découverte  du  calcul 
différentiel  &  intégral  y  on  en  démontre  les  propriétés  auffi 
exaâement-  que  celle  des  courbes  géométriques ,  &  qu'on 
en  fait  prefque  autant  d'ufage  dans  la  Géométrie  &  datjs  les 
fciences  phyfico.mathematiques  3  &  que  la  plupart  des  plus 
belles  découvertes  &  des  plus  beaux  Problêmes  refolus  par 
les  Sçavans  de  notre  temps  ,  regardent  les  propriétés  &  les 
ufages  de  ces  courbes. 

Quoiqu'on  puifïè  exprimer  les  principales  propriétés  de 
plufieurs  courbes  mechaniques  par  des  équations  où  il  ne 
faut  que  le  calcul  ordinaire  de  TAlgebre  j  on  ne  peut  gueres 
cependant  découvrir  les  propîetés  &  les  ufages  des  courbes 
mechaniques ,  qu'en  employant  dans  leurs  équations  les  ex* 
preflions  du  calcul  différentiel  &  intégral ,  &  en  fe  fervant 
de  ce  calcul  ;  c'ef^  pourquoi  on  fe  contentera  ici  de  donner, 
feulement  l'idée  de  quelques  courbes  mechaniques. 

Des    lignes    spirales. 

450,  Si  l'on  imagine  que  le  rayon  CA  prolongé  à  Tinfinî,  du  cer.  F  t  g  u  r  ■ 
cie  AEBy  fe  meut  en  tournant  autour  du  centre  C,  en  com-  ^^xiv. 
mençant  au  point  A ,  &  allant  de  A  vers  EyDyA  ^  &  qu'en 
même  tems  un  point  C  parte  de  C,  &  fe  meuve  fur  le  rayon 
CA  de  manière  qu'il  arrive  au  point  A  en  môme  temps  que 
CA\  la  ligne  C-ff^que  décrit  le  point  Cpar  ce  mouvement,. 
s'appelle^iWf .  Sa  propriété  principale  fè  déduit  de  fà  forma- 
tion, qui  cft  quç  la  circonférence  A  EDA  cfl  un  arç  quelcon- 

Ôîj 
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que  AEH  pris  depuis  l'origine  A  jufqu'au  point  T>  où  fe trotn^ 
-ve  le  rayon  CD  quand  le  point  mobile  Cfe  trouve  en -même, 
temps  au  point  B  de  la  fpirale ,  comme  le  rayon  CD  que  par*, 
d^urt  le  point  mobiie.C pendant  que  le  rayon-CDou  CA  par*, 
court  la  circonférence  entière,,  eft  â  la  partie  CB  du  même, 
rayon  que  parcourt  le  même  point  C  pendans  que  le  rayon. 
CA  ou  CD  parcourt  Parc  A  ED. 

Âin(î  nommant  le  rayon  r  j  fa  partie  CB  priïe  pour  abrciffe^ 
X  jia  circonférence  A  EDA ,  f  ;  &  chacun  des  arcs  AED  pris- 
pour  ordonnées  ,/>  1^^  proportion  précédente  s'exprimera, 
ainfi  \^c.y::r.xîct  qui  donne  l'équation  à  la  fpirale.  £x  as  r^^^ 
ou.x=^. 

ILe  M  A  K  q^u  E  $4. 

•  t. 

45  ^ •  V-/  N' remarquera  que  quand  lepoîht  mobile  Ceft  arrivé  en: 
^  ^  il  peut  continuer  de  le  mouvoir  ^  &  dans  une  féconde  ré.. 
yoliSt;ion,  il.  décrira  une  féconde  partie  de  la  fpirale.,  .dans^ 
une  troifîéme  révolution  ^  une  troifiéme  partie  de  la*  fpirale,, 
£carin(î  iPinfîni  j  xe  qui  eft  caufë  que  le  rayon  prolongé  CA 
rencontre  la  fpirale  en  une  infinité  de  points  5  &  que  l'abfl* 
ciflë  X  peut  avoir  une  infinitc.de  valeur  par  raport  â.tous. 
ces  points. , 

4J1,  Où  peut' encore  concevoir  que  lé  point  mobiFè  C  peuti 
fc  mouvoir  de  C  jufqu'à^,  de  manière  que  le  raport  de  1^ 
circonférence  AEA  {c)  â Tare  AED  (y) ,  foit  le  même  que. 
celut  d'une  puifSince  quelconque-m/m  reprefente  un  nom*^ 
bre^xitiekonque  entrer  ou  rompu  )  du  'rayon  *CA  (f^)  i  -une. 
femblable  puiflànce  de  l'abfcifle  CB  (x'^'Jj  &  Pôn  aura  pour: 
lîéquation  de  ces  fpîrales  â  l'infini  ^xTssr™/,  pu  x™œ=  ^y. 

L  I  L 

# 

4J3;  Outre  ces  fpirales  ^  l'on  en  peut  encore  imaginer  rd'ântrcs^ 
d'une  infinité  dé  fortes ,  parmi  lefquelles  on  fera  feulementici^ 
remarquer  11  fpirale  logarithmique ,  dont  là  propriété  eft  que. 
la  tangente  3T  â  un  point  quelconque  Bi^.hÀt  toujours  le; 
mêmeangle  au  point  i? avec  le  rayon  .SC  Mais  l'équatiom 
Beceflaire  pour  exprimer  cette  fpirale ,  employé  le .  calcuL 
dtfiisireatiel  dontoa  ne  .parlera  q^e.daos  la  partie. qu^faici. 


il 
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Oh  nemarqtiera  feulement  que  cette  fpirale  ne  commence 
fas  au  centre  C  d'où  partfcnt  les  rayons  Crf,  CD\  comme 
lès  précédentes; 

D  B  s    G  Y  c  L  o  ï  D  E  y^ 

454-  S I  l'on  îmaghte  querle  cercle-^jF^  roule  fur  la'  drotre  EDj  F  r  c  r  r  t? 
&  fi  l'on  cortçoit  que  le  point  ^décrit  en  même  temps  une    ^xxv. 
courbe  ^fD  fur  le  mîcme  plan  où  eft  la  Jîgne  £D  &  le  cer- 
cle  ^FE  qu'on  appelle  générateur^  cette  courbe  fë  nomme- 
iycUïde.  Si  Von  tire  par  tous  les  points  ^  de  la  demi  circon. 
fcrcace  ^F£^  upe  droite  J/parallele  â  la  bafe  EDj  jufquU 
la  cycloïde  en/^  la  droite  jF/eft  toujours  égale  à  la  longpeuf 
de  Tare  AE,  &  la  bafe  ED  eft  égale  à^la-  detoi:circonference 
AEE\  Car  il  eft  évident,  que  quand  le  pointa  eftarrivé  au 
point  D y  tous  les  points  delà  demi-circocferencë  AFÈ^  à 
commencer  du  point  J5,  ont  été  appliqués  fucceflîvement  fur 
les  points  delà  bafe  £D,  &  qu'ainfi  toute  la  demi^circon- 
^ttxiQ^^EEA'% été, poui^amfi'direi mefurée parlabafè  jfeD^, 
^  qui  lui  eft  par  confequent  égale  ^  6c  que  quand  le  pointa 
eft  arrivé  au  point  /de  k  cycloïde  ^  fi  l^on-  trace  ledemrx 
cercle  générateur  afe^zx  ce  pofnr/,  en^faifant  ae  perpendil 
iDulaire fur  BDf^  Ee eftla mefure de  Tare qm^n  roulant s*eft^ . 
pour  ainfi  dire^  mefuré  fiir  Ee  ^  lequd  arc  eft*  vifiblenienc 
égal  â  Tare  ^i^^ou^^qai'eft  celui  qu'a*  dccrirpendant  ce 
mouvement  le  point  A  depuis*  ^  jufqu'en  J"^  ov^  dépuis  ^ 
jufqu'en/,  en  tournant  fur  ion  centre,  pendant  qù^en'avam 
^antle  cercle  générateur  roulant  toujours  Je  même  point  A^ 
a  décrit  la  partie. de.  cycloïde^/  Or ^^  étant  égal  i^Ee^ 
&  BF  à^^^il'eft  évident  c^\xtFfvas=^Ee=^  à.ràrc  AF  ou  af.> 
Ainfi  prenant  là  demi-circonference^iTf  pour  là  ligne 
des  coupées,  &  lès  droites  J/ppur  lès  ordonnées,  &  nom« 
mant  la  demi- circonférence  APE  (^),  la  bafe  ED  (^),  cha-- 
qpecoupée  A  F  (  O  »  l^ordonnée  Ff{y) ,  Ton  aura  c.b::  s^.y^ . 
ce  qui  donnera  l'équation  à  la  cycloïde ^s=  ^j  ou  bien,, 
parceque  r  =  ^  3  Téquation  fera)^  c=  ;^ 

i4;j-j;      Si  Ton  prolonge  fF  jùflju'à  S ,  &  qu'on  nomme ;ff/ ( y ,x; . 
AE  ^a) ,AS{Jc)^  AF{xO,  il  c(k  évident  que i'ordonwée  £f  ' 
eft  égale  à  Tare  AF^^^^^iàt  plus  àia perpendiculaire BF^^ 
qui  eft'  égale  *  à  ^AB  x  BE  =s  yf  dx  —  xx  >  ainfi  l'on  aura  *  ^ly, . 
encore ^^sB=^ 4-*  v'^x—^x  pour  l'équation  â  la  cycloïde,. 


xio  Analyse  démontre'!: 

45  6.  C'eft  encore  une  propriété  de  la  cycloïde  ^  qu*oa  démena 
crera  dans  la  féconde  partie,  que  chacun  des  arcs  delà  cy« 
cloïde ,  comme  ^/,  eft  double  de  la  corde  AF  àt  Tare 
correfpondant  AFi  ainfi  nommant  toujours  AE  {a),  AB  (x)  j 
*  xsS.  Tare  Af{s)\\^  corde  A  F  fera  égale  *  à  v'-i^x  ^  &  Pon  aur^ 
pour  une  troiiiéme  équation  d^  la  cycloïde  s  ^sss.  r^ajç, 

Remarq^ues» 

I. 

4J7.  La  cycloïde  a  beaucoup  de  propriétés  &  d*u(agesâuî  ont 
été  découverts  de  notre  temps  f  &  de  plus  Ton  a  dimngu^ 
trois  fortes  de  cycloïdes  à  qui  convient  l'équation  j^  =  ^  j 
I".  quand  ^s=sr^  c'eft  la  cycloïde  ordinaire,  i*.  quand  b 
furpafle  r,  c*eft.la  cycloïde  allongée  i  3^  quand  b  eft  moior 
dre  que  e  ^  c*eft  la  cycloïde  raçQnrcic. 

11/ 
458.  Il  y  a  même  une  infinité  d'autres  fortes  de  cycloïdes ,  qui 
ont  pour  bafe  ED  une  courbe  ^  ellçs  fe  forment  «nconcevant 
3ue  le  cerclç  générateur  roulant  fur  une  çirconfi^rçnce  ou 
[ur  une  autre  courbe,  un  point  pris  dans  la  circonférence  du 
tçrcle  générateur^  ou  dans  un  des  rayons  au  dehors  ou  a^ 
dedans  du  cercle,  décrit  fur  le  plan  où  eft  ce  cercle  unç 
«fpece  de  cycloïde ,  qu'on  appelle  epicycUide,  On  doit  bien, 
tôt  voir  un  fçavant  traitçdç  toutçs  ces  cycloïdes  compofç 
par  M,  Ni(oU. 

II  I, 

4^  j.  On  peut  concevoir  que  le  cercle  générateur  fait  une  înfl^ 
nité  de  tours  fur  fa  bafe  prolongée  à  Tinfini  ^  ainfî  chaque 
cycloïde  peut  s'étendre  a  l'infini ,  excepté  une  efpece  d'epi* 
cyclojde  autour  de  la  circonférence  pour  bafe ,  qui  revenant 
^  aux  mêmes  points,  eft  bornée  a  n'avoir  qu'un  nombre  dé- 
terminé de  parties  coûtes  fçmbla^les ,  bc  elle  çft  geometri- 
.  que, 

De    la    CoU%BP    l-pCARlTHMIQUE, 

4^0.  S  O I T  une  droite  AL  prolongée  de  côté  Se  d'autre  a  Pin* 

FiGu&B  fini,  Se  conçue  partagée  en  parties  égales  les  plus  petites 

JfXXVl.  qu'on  puiffe  imaginer,  AC,  CE^  EG,  Sec.  &  qu'il  y  ait  fur  les 

Vivifions  le?  dro;tçs  pi:aUçlçs^^,CA  ^i^*  i^c, qui faiTenç 


lu 
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une  progreffion  géométrique  ^  la  courbe  SB  F  H  y  &c.  q{ii  , 
pafTepar  toutes  les  extrémités  de  ces  droites  proportionelles, 
s'appelle  la  Ugarithmique  ^  dont  les  coupées  font  fur  la  droite 
^Z>  &  les  ordonnées  font  AB^  CD  y  &c.  Cette  courbe  a 
plusieurs  propriétés  de  grand  aAige  j  mais  comme  Ton  ne 
peut  guéres  les  exprimer  que  par  le  calcul  différentiel ,  on 
fera  élément  remarquer  ici  que  comme  les  parties  de  la 
ligne  des  coupées  font  une  progreffion  arithmétique  ^  &  les 
ordonnées  corre(pondantes  une  progreffion  géométrique  ;  8c 
que  quand  tous  les^  termes  d'une  progreflîon  arithmétique 
font  correfpondans  pris  de  fuite  aur  termes  d*une  progref- 
fion géométrique  aufli  pris  de  fuite ,  les  termes  de  la  pro- 
greflion  arithmétique  s'appellent  les  logarithmes  des  termes 
de  la  progreffion  géométrique  )  la  courbe  logarithmique 
contient  les  uns  &  Tes.  autres^  &  c'eft  delà  quelle  tire  Çùn 
nom.  Ainfi  prenant  j4S  pour  Tunité  ^  8c  A  pour  le  point  où 
commencent  les  logarithmes ,  la  partie  ABML  contient  )es 
nombres  qui  (urpaâfent  Tunité  8c  leurs  logarithmes  corref*. 
pondans  ^  8c  l'autre  partie  A^B  contient  les  nombres  moia** 
dres  que  l'unité  iîi  ieur^  logarithmes  correfpondans^  8c  le 
logarithme  de  Tunité  eft  zéro. 

Avertifftmtnt. 

Ce  que  Ton  vient  de  dire  des  courbes  mechaniqnes  fuffic 
pour  en  donner  ici  une  idée  aux  Leâeurs  ^  8c  pour  n'oublier 
aucune  des  courbes  qu'on  a  imaginées  jufqu'â  prefent  :  on  va 
expliquer  en  peu  de  mots  les  courbes  qu'on  appelle  exfmn^ 
titlles  8c  parcourantes. 

Vi,s  CounBis  Q^u^oN  APPELLB  exponentielles 

£  T  parcourantes. 

4^'-  Le  S  grandeurs  comme  rf%  ;c?,  x^  x\icc.  qui  font  des  coOi: 
ftantes  comme  ^^  ou  des  changeantes  comme  x^y^  8cc.  éle* 
vées  â  des  puiflances ,  dont  Texpofànt  x^y^x^t^i  une  gran* 
deur  changeante,  s'appellent  exponentielles  o\x  parcourantes: 
Les  équations  qui  contiennent  de  ces  fortes  de  grandeurs, 
ont  le  même  nom  j  comme  auffi  les  courbes  dont  le  raporc 
commun  â  tous  les  points  de  leur  contour  s'exprime  par  ces 
fortes  d'équations. 

Par  exemple,  en  nommant  x  les  abfcîfles  AC,  AM^icc,  '^xxvi 


i ri  Akaly.se    demontr ^é: 

.depuis  l'origine  >^,;&;^.les  or.dpnées  CD^  EF ^  &c.  & 
^grandeur  conlUnte  al  fuppofé.queiaxQujcbe  BDFH^  &c. 
Vexprime  par  cette  équation, ^^==:^,  quelques-uns  la  notti- 
jment  exfonentielle  ^  à^zMivQs  f4rcourante  >  d.e  mêcne  x'^œ/, 
.ou  xy=/,  x^;5=:^,.fQnt  dœ  équations  djeiCour»besj)arcou^ 
rantes. 

Pour  feibrmerunecîdce  diftinde  die.ces  courbes,. fi  a^tss^^y 
eft  Téquation  de  la  courbe  BDF\  Ufaut  concevoir  que  la 
.première  ordonnée  Ci)(^)eft^éeaie  à  laconftance  ^élevée 
A  la  puifTance  /dont  Texpoiant  eft  rahfcilTe  correfpondante 
jiC{x),  La.feconde  EF  {y)  eft  égale  àja  conftante  a  élevée 
A  la  puifiance  de  la  féconde .ahfciflè  ^E  {x)i  &l  ainfi  des 
éordonnées  fuivantes. 

Si  x^  ss  jf  eft  TéquaHon  de  la  icourbe ,  il  faut  i:x>ncevoir 
.que.  CD  {y  )  =  AQ{  x  )  élevée  â  la  puifTance  dont  Texpofani: 
.eft^C(x),4que  MF  (/)  =  ^i.(x)ilevéei  la  puiflàncc 
;dont  rexpofâut  eft  AE{x)^  &:^ivfi  des  autres.  D*où  Toit 
uconi^ait  atfcment  la  GQurt>j^  dont  j^^  s=^  feroit  Téquation: 
'IkA^^s  quand  If  équation,  eft  ^^^ar  exemple  ^  x^^=^yi  dans  la- 
jquélle  rexpofant  js^^.eft  une  «chapeeante  dHIcrente  4e  x  ic 
dfiyj  Ton  jconçoit  une  :autre  .coucbe  Ai^(^t^  dont  l^une  des 
coordonnées  ACEytcc.  eft  commune .41  vec  celle  delà  cour* 
^be  parcourante  9  &  dont  on  fçait  le  raport  de  chacune  des 
jordbnnéés.CJ^^  E^^  &c.  quiibnt  les  z,^  avec  les  abfciflès  cor- 
irefpondantes  communes  AC^  AE^  &c.  qui  font  les  x. 

hts  équations  exponentielles  peuvent  avoir  plufieurs  ter. 
jnes ,  xomme  x*  «h  j^p^j/^  ^y. 

Les  expofans  changeans  x^y^  &c,  des  gtai^deurs  expo, 
doentielles  peuvent  eux-mêmes  être  élevés  â  de$  puiilances 
.dont 'les  expofans  foient  auffi  changeans,  ce  qui  fait  diftin- 
;uer  ces  grandeurs  exponentielles  Se  leurs  courbes  en  plu- 
leurs  genres,  dont  relies  qulprécedentfpntk  premier  ij^ 

fécond  gft ,  par  exemple ,  x"  ==yy,  &  aînfî  à  Pinfin^. 


SECTION 


L  I  V  n  E     VIII.  '  II} 


SECTION     IV. 

t 

De  Vufage  que  fait  VAnAlyfl  des  courbes  pour  ré  foudre 

les  équations  déterminées ,  ^  les  Problèmes  des 

fiiences  Pbyfico-Mathematiques. 

Ufage  que  rAnalyfc  fait  des  courbes  géométriques ,  pour 

réfouare  Us  équations  déterminées. 

Principe  J^oà  l^Analyfe  déduit  cet  ufage. 

4^  z.  £^  N  fuppofant  que  les  équations  à  la  ligne  droite  &  â  toutes 
les  courbes  géométriques  de  tous  le3  genres  ont  leurs  cou- 
pées reprefentées  par  la  même  inconnue  ,  par  exemple  x  bu 
»  y  &c,  &  leurs  ordonnées  aufli  exprimées  par  la  même  incon* 


mera  de  ces  deux  autres ,  n'ait  que  la  feule  inconnue  j^  de 
rordonnée  j  les  deux  lignes  dont  on  a  pris  les  équations  pour 
faire  évanouir  x  ^  fe  peuvent  couper  ^iBk  autant  de  points  que 
^inponnue^  a  de  dimenfions  dans  Iç  premier  terme  de  la 
troisième  équation  dont  j^  efl;  la  feule  inconnue* 

Par  exemple ,  fl  Ton  prend  la  valeur  de  x  dans  Téquation 
à  la  lione  droite  x  «sf  ^ ,  &  qu'on  la  fubftitue  dans  une  équa^ 
tion  de  laquelle  on  voudra  des  ferions  coniques  ,  comme 
dans  px  ^'^^yy  y  qui  efl:  Téquation  à  la  parabole }  on  aura 
la  troifiéme  équation  j^j^ — ^y  =  o  ^  dans  laquelle^  étant  au 
fécond  degré,  marque  qu'une  ligne  droite  peut  couper  unepa^ 
rabole  en  deux  points  ^  &  comme  il  y  a  une  valeur  de  ^  ss  o , 
cela  marque  que  les  coupées  de  Téquation  â  la  ligne  droite 
commençant  au  même  point  où  commencent  les  coupées  de 
Téquation  â  la  parabole ,  auquel  point  ^  sss  o  ;  le  premier 


des  j^  >  y  auroit  deux  valeurs  réelles  dans  la  troifiéme  équatioa 
qu'on  trouveroit  en  faifant  évanouir  x  par  les  deux  autres. 
Tome  JJ.  P 


XI4  Analyse  dimon^re^e: 

De  même  prenant  la  valeur  de  x  dans  l'équation  de  la* 
parabole  fx=^yyy  qui  eft  x  ==  j^i  &  la  fubftituant  dans> 
réquation  par  exemple  du.  cercle  ,  quieftjjj^  zàsi.  dx  —  xxy 
on  trouve  la  troifîéme  équation  y^ — ^^H-^^sso,  dans 
fequelley  a  quatre  dimenfions  j  ce  qui  fait  voir  que  le  cer- 
clepeuCv  couper  la  parabole  en  quatre  peints ,  dont  il  y  dn  a 
deux  de  confondus  au  fommet  de  la  parabole  où  eft  Torigi- 
ne  des  x  &  des^,  parcequej/  a  deux  valeurs  égales  à  zéro 
éans  la  troifiéme  équation  pécedente  :  mais  quand  Porîgîl 
ne  des  coupées  eft  difFérente  dans  la  parabôfc  &le  cerclé  ,jf 
a  quatre  valeurs  réelles  dans  la  troifîéme  équation  que  Ton^ 
trouve  par  le  moyen  des  deux  équations  à  la  parabole  H 
au  cercle. 

Oh'  trouvera  de  même  qu^én-  prenant  deux  équations  de 
deux  ferions  coniques  quelconques,  j^  aura  quatre  dimen:^ 
fions  dans-  te  premier  terme  de  la  troifîéme  équation  qur 
naîtra  de  Tëvanouiflèment  de  x  par  leur  moyen  5  ainfî  deux: 
fcdions  coniques  peuvent  fe  couper  en  quatre  points  j  quey 
aura  fîx  dimenfîonsdanî  le  premier  terme  de  là' troifîéme 
équation  qui  naîtra  de  Tévànouiflement  de  x  par  le  moyen 
de  deux  équations,  l'une  d'une  fëâion  confqne  quelconque, 
£c  Tautre  d'une  courbe  du  fécond  genre  j  &  qu'ainfî  une 
courbe,  du. premier  genre  en  peur  couper  une  du  fécond  en* 
fîx  points. 

On  peut  de  la  mê^me  manière  trouvet  en  combien  de 
points  une  courbe  géométrique  quelconque  peut  être  cou- 
pée par  une  ligne  droite ,  par  une  courbe  du  premier  gend- 
re ,  par  une  courbe  du  troifîéme ,  &c. 

E  X  E  M  p  L  e; 

li«.  xix.^L  A  parabole  ^C^  dont  Taxe  eft  ABh^  le  paramètre  •-^?' 
t=zp  y\zsx=^AR^  Ab'y  \t%yrs=zliC\,b€^  a  pour  équation^/ 
i~^Ar=o.  La  ligne  droite  SCc^  en  fuppofant  SA=^ay  AT 
parallèle  à  i?C  menée  par  A  égale  à  h  ^  ôc-prenant  les  at  fur 
AB  du  même  pointa  d'où  l'ôn^prend  les  x  de  la  parabole; 
aura  pouf  abfcifle  SB^=naJhx ,  &  pour  ordonnée  BC=iy:^ 
&  pour  équation  ^ij*^  =s^  j  d*QÙ  l'on  tirex=^2L^}  fi  l*otf 
met  cette  valeur  de-^x  dans  l'équation  de  la  parabole  ,  on 
aura.. la.  troifîéme  équation /j^^ — ^^^^~^^sso ,  dans  laquelle; 


I 
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^'%  deux  valeurs  poficives  y  *  qui  font  celles  des  deux  ordon-  *  3* 
jiées  BC  iy)  y  Ac  {y)y  menées  des  deux  points  C^r  où  la  8^C^n; 
droite  SCCy  dont  Tcquation  eft  x=5=^=^y^.,  coupe  la  parabo* 
.le  yiCcy  dont  T-cquation  dtj^ — fxscso  5  lefquelles  deux 
ordonnées  comouinesâ  la  droite  &  â  la  parabole.^  font  de- 
venues  déterminées  par  iaxommuneinteiîfeâion  de  la  droî- 
;te.  Se  de  ki  parabole. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  daîrement  concevoir  le  prin- 
cipe ,  &  pour  faire  vcrir  en  même  tems  quelle  en  eft  la.  rair 
ion  5  avec  quelle  jufteffè  rAnalyfe  s'accorde  avec  la  Géomé- 
trie,,&  comment  elle  fait  découvrir  ^vec  le  fcul  calcul  les 
ropflf ieté6  jdes:.figures  Les|)rlus  compoîîces  jointes  les  unes  avec 
es  autres,  &  comment  réciproquement  Îa-Géometrie  expri- 
me par  fès  figures  les-refblutions  des  Problèmes  découver- 
tes par  l*Analyfe  5  c*eft  ce  qti*on  verra  mieuxpar  J'ufage  que 
rAnalyfe  fait  de, ce  principe*  J- 


r. 


^»*^W^  Il       i|R 


V/àge  ijue  fAnafyfi  ^ait  du  principe  précèdent ,  p<mr 
former  U  me^thfide  de  troUfver  e^kUemeht^  par  les  fi-- 
gures  d^  la  Geametrie  ^  les  ligné  s , qui  font  Us  valeurs 
4^,  racines -des  équations  dé  terminée j  qui  donnent  U 
fÀfolutïon  des  Problèmes  déterminées  de  quelque  de^ 
gré  que  puijfent  être  ces  équations.  C* eft  cette  méthode 
qu  on  nommé  la  conftruElion  des  équations. 

L  fttit  Jd^  principe -précèdent ,  quepour  trouver  les  Hgnes 
qui. font  lesivaleurs  des  ratiiacs  d'une  équation  déterminée 
quelconque ,  c*eft-à.dire  de  qoidque  degré  qu'elle  puiflè  êcre^ 
dont  rjnconni^e  eft  par  exemple  t^y  \^.  11  faut  trouver  deux 
équations  dans  chacune.defquelles  l'une  des  inconnues,  par 
exemple  celle  qui  marque  les  ordonnées^  foit  ^j  &  l'autre, 
qui. exprime  lescoupéps,  foittuic^Autre  mconnue  comme. « 
auffî  commune  à  cç^  deu'X..équadQns.4  ^^ue  ces^\iatiocis 
/comprennent  aoflî  \  npo-jchacupè.,  inai^  les  deux  énferoble^ 
toutes  les  grandeurs  conni^es  dé  j'équafion  qu'on  veut  te- 
ferpdre  ,  &  enfin  qifeîlçs  foient  telles  qu*en  faîfant  évanouir 
Pinconnue  »,par  lepnnnoyen ,  la.trôîfîéme  équation  qui  efc 
^ûdra  fo*ît  predfénreht  Pé^uatîoti  propoie^^  "  ^ 

3Py 


ii6  Analyse  demontrb'e; 

4^4.  Par  exemple  fi  on  veut  refoudre  Tcquation  du  quatrième 
degré  z^  —  »^'-*-/^^ — ^z^-^rxso^  il  faut  trouver  deux 
équations  comme  s^^ — Vr=s^Oy  qui  eft  une  équation  â  i'hy.. 
perbole  par  raport  aux  afymptotes ,  &  s^^^,.^  n  sçj^  p -^  ^7- 
^uu=^o^  qui  eft  une  équation  au  cercle ,  qui  font  telles 
qu'en  mettant  dans  la  féconde  les  valeurs  de  «  ^  ««,  qui  font 
»  =2^,  uu=z  -^^  Ton  a  pour  troifîémecquatioo  la  pro- 
pofée. 

2^  Il  faut  tracer  les  courbes  des  deux  équations  qu'on  a 
trouvées  en  commandant  par  laquelle  on  voudra^  par  exem. 
pie  on  tracera  d'abord  Thyperbole  équilatere  d&  Téquation 
^»  —  V^r  =s=  o  5  ou  bien  (  en  fuppofapc,  pour  ne  pas  fe  fervir 
d'incommenfurables;V^rs«^^)  de  l'équation  j^y^ — ^^=0, 
en  tirant  les  deux  droites  perpendiculaires  OR^  OH ^  & 
XXXV ^'  prepant  OR  &  la  perpendiculaire  RriORj  chacune  ==5^ ,  & 
^^*  traçant  par  r  l'hyperbole  dont  OR ,  OH  feront  les  afy  mpto- 
tes ,  après  quoi  nommant  OC  {u)  ^  &  £Ç  (  zj  >  l'on  aura  ^C  a 
OC(iùJ  =  ORyRr{'aa  =  Vry      ^' 

L'hyperbole  étant  ainfi  tracée^  il  faut  enfuîte.  décrire  I(f 
cercle  dont  l'équation  eft  k^^^  «^-h  »« — 97^  «  -h/  ==  o  > 
&  il  le  faut  faire  de  telle  manière ,  que  les  ordonnées  ;^du 
cercleïoiént  fur  les  ordonnées ^C'(^  de  l'hyperbole^ ou  bien 
qu'elles  leur  foîent  parallèles ,  &  qu'elles  ayent  la  même  ori- 
gine s  &  qu'il  en  foit  de  même  des  coupées  du  cerclé  &c  de 
*  45^.  rhyperbole.  Mais  les  ternies  nx^ç-^  u ,  marquant  *  que  Téqna- 
tion  eft  à  une  liene  parallèle  au  diamètre,  il  faut  comparer 

FzGuiLi  cette  équation  du  cercle  avec  l'équation  indéterminée  du 

^j^^'jj;    cerclé  *iia;^~2/)?^4- ««—il/» -H //-♦-// 

fer  que  ces  deux  équations  font  la  même  équation , 'c'éft-âr 
4ire,  que  leurs  termes  correfpondans  font  égaux  i'(  s'il  y  a  voie 
câ  le  terme  j^^^^dans  l'équation  du  cercle ,  il  auroit  falu  la  com- 
parer avec  réquation  indéterminée  du  -cercle  où  fe  trouve 
*  4j^.  nj^*  )  cette  fuppofition  donnera  les  équations  particulières 
propres  à  déterminer  les  valeurs  de  /^  i^J,  par  raport  à  Té^ 
<)uatioâ  7^ — nxj^  uu — x;|^  u  -4-^»  o 5  &  Fon  trouvera  / 

T  t  o  0  K I    .  Pour  décrire  à  prciêut  le  cercle  de  cette  éxjuation  de  la 

xxxvu.  manière  pi-Qpre  à  ilonnei;  les  racines  de  la  proporée/  il  faut 

ie  i'origiofi  Q  prendrçiiwrk ligne  OJi  des^ ordonnées  i^de 
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Thypcrbole,  qu*on  fuppofe  auffi  être  la  ligne  des  ordonnées  ^ 
du  cercle ,  la  Ijgne  0/f=/=f»îfila  valeur  de  /  =  i  » 
eût  été  négative ,  il  auroic  falu  prendre  OJFf  =  {nfur  MO 
prolongée  de  Tautre  côte  de  l'origine  O  i  ce  qu'il  faut  remar- 
quer pour  la  fuite.  Après  cela  il  faut  élever  par  le  point  M 
la  perpendiculaire  HK  ==  i  =  îvt^.5  le  point  K  fera  le 
centre  du  cercle  qu*il  faut  décrire,  C'eft  pourquoi  du  cen- 
tre  K  avec  le  rayon  V^  m  -h  J^ — /^  îi  faut  décrire  la  cir- 
conférence BBS  A  y  &  mener  des  quatre  points^,  B  ^  &c. 
où  elle  coupe  Thyperbole  Jes  quatre  lignes  BC  perpendicu- 
laires fur  la  ligne  OH  àQs  z^,  &  ces  quatre  hjgnes  BC  déter, 
mineront  les  quatre  lignes  OC^  OC,&c.  qui  feront  les  quatre 
valeurs  exaAes  de  j^dans  Inéquation  propoice  x^^  &c.  ou,  (i 
Ton  veut,  leurs  quatre  parallèles  &  égales  Bc^  Bc,  &c. 
car  le  cercle  BBBAB  a  pour  équation  parla  conftruAion, 
zs^ —  nx^-^ uu  —  i^^u -H/  =  o  j  &  on  peut  encore  le  dcmon* 
rrer  ainfî,  FB^=  OC^ OH^ K^\n,  KF^^KH-^FH 
^=  ^r-^^i  &  le  rayon  du  cercle  KB^=V\nn^'^^ — p\ 
Or  à  caufe  du  triangle  reâangîe  KFB,  (on  imagine  facile- 
ment la  ligne  XJ? ,  qui  n*eft  pas  marquée  dans  la  figure  3  7  ) 

KB  35*  KF  -H  FB  5  ce  qui  donne  en  mettant  les  valeurs  de 
ces  quarrés,  Téquation  précédente  du  cercle.  L'équation  de 
l'hyperbole  eft  auflî  %^  —  Vr=io  par  la  conftruûionî  d'où 
prenant  la  valeur  de  «:£=^%  &  la  fubftituant  dans  l'équa- 
tion précédente  du  cercle,  on  trouve  precîfément  Téquation 
propofée  x^^  &c. 
4^5-       On  remarquera  fur  cette  conftruûionj  i^.  qu'on  peut 

trouver  fur  la  figure  même  le  rayop  KB  ^=:  ^i^m^^-^-^ p^ 

fans  en  faire  d^autre  à  part  5  car  il  n'y  a  qu  a  imaginer  Thy^ 
pothenufe  OK  du  triangle  reûangle  OHK  qui  fera  égale  â 
V^«»-h|^î  faire  enfuîte  le  demi -cercle  dont  elle  fera  le 
diamètre ,  &  y  înfcrire  la  corde  OA  =;  v'/^  &  l'autre  corde 
KA  ^  étant  le  côté  du  triangle  reâangJe  dont  l'h  y  pothenufe 
eft  OK^y/^nn^^-^,,  &  le  côté  OA^y/p\  l'autre  côté  KA 

fera  égal  à  V^»»-»-^— /,  &  fera  par  confequent  le  rayoïi 
du  cercle  de  Téquation  précédente. 

4^6.    1^.  Si  le  cercle  coupoit  les  hyperboles  oppofées^  les  valeurs 
de  ;;,que  donneroient  Içs  iûsérfeiSions  de  Thypcrboic  £B\ 

P  uj 


^ 


m8  a  n  a  !l  y  s  e  «d  «  m  o  n  t  h  ^e: 

feroîent  les  racines  podcives,  &  celles  que  donnerdîentte^ 
intçi:fedions  de  l'hyperbole  oppofce,  fèroienc  les  négativesu 

467.  ^^.  Si  le  cercle  touchoic  feulement  Thyperbole  fans  la 
couper,  ce  fèroic  une  marque  que  deux  interférions  oii 
même  les  quatre  Teroient  réunies  en  une  5  ce  qui  feroic  con^ 
noître  que  les  valeurs  de  ^,  ou  dg.  moins  deax  iferoienc 
égales. 

468.  ^  4°.  Si  la  corde  0^=V/,  ccôît  trop  gravide  ^our  êtrç 
îofcrite  à  la  demi  .circonférence  décrite  fur  le  diamètre  O  K 

==V^»»  -è-lf^  ce  feroît  une  marque  que  les  racines  fèroienc 
imaginaires,  cemoieauffi-fi  le  cercle,  dontJerayx)n  eft^^ 
x=\/-j»«-*- Jl-^^,  ccoit  trop  petit,  &  nexroupcât  ni  ne  tou- 
qhoic  rhyperbole  ££^  &c.  Ces  remarques  font  voir  la  con- 
formité dç  la  Géométrie  &  de  TAnalySfe ,  &  elles  fervent^ 
:fur-tout  les  trois  dernières ,  d^ns  toujces  Ips  conftru^ion^  .d£$ 
♦^<juat^oAj, 

C  o   H    o    L   t    A    l    K  %. 

4(39.  1  L  eft  évident  parle  principe  &  par  rapplication  qu'on  em 
vient  de  faire ,  qu'on  peut  refoudre  ou  conftruire  une  équa^ 
rion  déterminée  quelconque,  par  le  moyen  d'une  équation 
à  la  ligne  droite ,  &  d'une  équation  i  une  courbe  dti  Tn.ême 
degré  que  -fera  l'équation  propofée  :  <^'une  équation  du 
troifiéme  ou  du  quatrième  degré  peut  te^  conftruire  par  le 
moyen  de  deux  équations  dont  chacune  eft  celle  d'une 
feûion  conique ,  { on  y  comprend  le  cercle  &  de  même  dans 
Ha  fuite  )^  que  les  équations  dvi  cinquième  &  fixiérae  degré 
peuvent  fe'conftruîre  par  upe  éqûarion  d'une  feftiqp  conique 
^  par  l'équation  d'une  courbe  dû  fécond  genre  :  Qvie  les 
(équations  du  fepciéme  Se  du  huitième  degré  peuvent  fe 
conftruire  par  une  équation  d*une  feéKon  conique  -&  une 
autjrpd'uiie  cpurbe  du  ,troifiéme -genre.  Ljes.^quatipns4u  j% 
6%  .7%  8^  &ç  ^^  4^g^^  peuvent  auffi  fe  conftruire  par  <leax 
çquaçioqs  chacune  d!unex:ourbe  du  fécond  genre.  L'on.peiît 
déduire ^îfément  du  principe  &  de  l'application  qu'on  en  ft 
faite ,  de  quel  genre  doivept  ^tre  les  courbes  dont  on  pourra 
|)rendre  les  équations  pour  conftruire  les  équations  djéter- 
«ninées  des  degrés  plus  élevés. 

,.    Mais  il  faut  renaarquer  que  les  CQnftruftîons  des  équation j 
^iptermiiiées  par  ies  équations  d€s  coui^besles  plus  fioiples  v 


1 
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4bfvent  être  préférées  aux  conftruâtions  par  les  équations 
des  courbes  plus  compofées  ^  ainfî  (fans  parler  de  la  conflru- 
â:4on  des  équations  détepminées  du  fécond  degré  où  le  cen 
cle  &  les  lignes  droites  fuffîfent  )  Ton  conftruit  les  équations 
du  troifîéme  Se  du  quatrième  degré  par  les  équations  de 
deux  feâions  coniques ,  dont  Tune  efV  ordinairement  celle 
du  cercle,  comme  étant  très- facile  à  décrite  j  celles  du 
cinquième  &  fîxiéme  degré  par  uae  équation  d'une  feâion 
«eonique  &;  une  d'une  courbe  du  fécond  ^nre^  les  équations 
^dufèptiéme ,  huitième  &  neuvième  degré  ^  par  deux  équa^- 
tioûs  de^d^ux  courbes  du  fécond  genre.  Sec- 

Il  ne  refte  plus  poy:  faire  concevoir  clairement' comment' 
TAnalyfe  fe  fert  des  courbes  pour  trouver  les  racines  des 
équations  déterminées ,  qu'à  expliquer  la  méthode  dont  il 
faut  fè  fervir  pour  trouver  quand  on  a  une  équation  déter^ 
mitlée,  les  deux  équations  aux  deux  courbes  qui  fervent  à; 
h  conftruire. 


Méthode  pour  trouver  les^  équations  des  courbes  qui 
fervent  à  conflruire  les  équations  déterminées^ 

L 

Pour  les  équations  déterminées  du  y  ^  dtt  j\?  degré. 

o.  1  OuTBS  leà  équations  du  troifîéme  degré  peuvent  être' 
repréfentées  par  cette  formule  ^  -h  nz^^  ^f  ^-*-  aar  =  o  j 
on  peut  toujours  doritier  une  femblablè  préparation  aUx 
grandeurs  connues  d'urne  équation  *  5  on  fuppoftf  qu#^le%  *i7W 
fignes  -H  rèprëfentenr  ctiXiL  des  équations  particulières  j  aîttfi 
quand  il  y  a  quelques  termes  de  ces  équations  qui  ont  — , 
les  fignes -H  des  termes  correfpondan^  de  la  formule  reprè- 
fèntent  ces  fignes.  Quand  le  fécond  terme. manque,.»  eft 
égaîe  à  zéro.  Pour  ne  faire  qu'un  cas  des  équations  du  troî- 
iiéme  &-du  quatrième  degré ,  il  faut  multiplier  les  équations 
du  troifîctne  degré  par  Wnconmie  x^^  &  la  formule  fera 
x^-^  n^  -H  ^f  ^-H  aarz^=>  o  j  &  alors  l'une  des-  racines  fera< 
égale  à  zéro.  On  n'employé  pas  la  lettre/,  parcequ'on  s'en 
eft  fervi  dans  les  équations  des  feâîions  coniques,  par  raporc* 
4  leurs  diamètres  Scauxlignes  différentes  de  leur  diamètre^. 
|[ourniàrquer  le  patantieti^e./ Les  équations  duquacric^e-' 


izo  Analtsedemontr  b'e: 

degré  peuvent  de  même  être  reprcfentées  par  cette  for- 
mule x^  '■¥'  nzl-^-  a  q.Zj^ •+•  a  ar  z^^ a}s=zQ.  L'on  peut 
refoudre  ces  équations  par  deux  équations  j  la  première  à 
une  feûîon  conique  quelconque  fans  qu'elle  foît  déterminée, 
c*eft-à.dire,  par  une  parabole  quelconque^  par  une  ellîpfe 
quelconque ,  &;  par  une  hyperbole  quelconque  5  la  féconde 
par  un  cercle  aufli  quelconque.  L'on  peut  auffi  les  refoudre 
par  deux  équations  à  deux  ferions  coniques ,  dont  Tunçfoic 
déterminée^  c'eft-à-dire  unetelle parabole  déterminée,  une 
telle  ellîpfè,  ou  une  telle  hyperbole  déterminée^  ou  un  tçl 
cercle  déterminé ,  &  dont  Tautre  ne  foit  pas  déterminéç. 

P  R  E  M  I  1  n     Cf  A  s. 

Quand  aucune  des  deux  feïlims  coniques  rie  fi  déterminée. 

47€ .  i^.  I L  faut  fuppofer  cette  équation  â  la  parabole  \^.  au = %f^ 
*^T^^>  ^^  quarrant  chaque  membre,  on  aura  aauu=z^ 

•4-  »^'  -♦-  r  nnx^ 

2°.  Il  faut  mettre  dans  chacune  àts  formules  précédentes 

^auu '^\nnzsj=^ C '♦' ^^^ ^^ ^\^ct  dtx^^ nz^y  iiCau-^^n^ 
e=  z^xji  la  place  de  XK}  &  1^  première  formule  donnera  aaun 


aaqu  -^^{anqx^ 
^  aarx^ 


qui  devient  en  divifant  par  aa , 

»^  m  — |5«H-  ^z^=zo, 

qui  eft  une  féconde  équation  â  la  parabole  quand  l'équation 
pripoféç  eft  du  troîfîéme  degré.  La  féconde  formule  don., 
«era ,  z%  ««  -^  îJ  «  -^  ^  K,-^  as=mo^  qui  eft  une  féconde 

équation  â  la  parabole  quand  la  propofée  eft  du  quatrième 
degré/ 
3^  Il  faut  ajouter  enfemble  la  v\6çh  i\  équation ,  &  Von 

^^am  ^H    rz 

-^{nz^ 

Ceft  réquàtion  au  cercle  pour  la  formule  du  troîfîéme 
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Oh  ajoutera  de  même  la  première  &  la  i«  cquatîon ,  &  l'on 

aura,  3%  ««  — H•-*■^^•^s^-^■^^^='^• 
-»- f  »         — îî^. 

C'eft  ré.qajkdoii  au  cercle  pour  la  forme  du  quatrième 
degré. 

47 1.  Op  peut  t;rouver  les  racines  de  toute  équation  du  troifléme 
degré  repréfeoc;ée  par  la  formule,  en  conftruîfant  la  parabole 
de  la  première  équation ,  &  lui  joignant  le  cercle  de  la  3^ 
équation  qui  la  coupera  en  quatre  points ,  dont  un  fera  au 
£bnunet  de  la  parabole,  auquel  point  i^=os  ^  menaqt  des. 
trois  aucres  points  de  ces  iaterfeâions  trois  ordonnées  à  la 
ligne  des  abfciilës  u  de  la  parabole ,  elles  feront  les  trois 
valeurs  des  racines  de  Téquation  du  troifîéme  degré.  Si  le 
cercle  ne  coupoit  la  parabole  qu'en  un  point  outre  celui  du 
ibmmet,  il  y  auroit  deux  racines  imaginaires  ^  &  s*il  la  cou* 
poit  en  un  point  &  la  touchoit  en  un  autre.,  il  y  auroit  deux 
racines  qui  feroient  égales  i  caufe  de  Punion  de  deux  inter. 
ibctions  dans  le  point  touchant. 

4.73.  On  peut  de  même  trouver  les  racines  de  toute  équation 
du  quatrième  degré  repréfèntée  par  la  formule ,  en  traçant 
la  parabole  de  la  première  équation ,  &  lui  joignant  le  cercle 
de  la  3'  équation.  Mais  pour  ne  pas  eroflîr  ce  Traité  inud. 
lemrat^  on  n'en  donnera  un  expnciple  que  dans  le  fécond 
cas. 

474.     Si  Ton  vouloir  fc  fèrvîr ,  pour  trouverles  racines  des  équa^ 

dons  du  troifîéme  &  du  quatrième  degré  représentées  par 

les  formules  précédentes,  du  cercle  de  la  3''ou  IIP  équation^ 

&  d'une  ellipfe  ou  d'une  hyperbole  ^  voici  la  aianiere  de 

.  trouver  les  équations. 

4^  Il  faut  retrancher  la  première  équadon  de  la  2%  hi  1*00 

aura  w— ««  —  ^<  h-  8^  ^«*  o. 

Ceft  une  équation  à  l'hyperbole  équilatere  par  raport  an 
diamètre  pour  U  foriQule  du  troiiîéme  degré. 

Tome  II.  Q^ 


\ 
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lit;  AlïALYSE      DEMOlfTK  E*6. 

On  retrancHIra  de  même  la  première  équation  de. là  r*,';6£ 
Ton  aura»»  —  ^» — A2L-*"5;^**'^^=o..  - 


^  au  -♦-   r;^ 

Cèft  une- équation  à  rhyperbole  équîlatere  par  raporrau? 
diamètre  pour  la  formule  du  quatrième  degré. 

4TÎ 


eu  -sro.  II  faut  en  fuite  ajouter  cette  équation  à  la  r% 
&  la  fomme  fera  une  équation  à  Tellipfe  pour  la  formule  du 
troifîéme  degré  ;  &  enluite  la  retrancher  de  la  z%  &  la  dif- 
férence fera  une  équation  à.rhyperbole  non  équilatere  par: 
raport  au  diamètre ,  pour  la  formule  du  croifiéme  degré. 

On  ajoutera  de  même  cette  équation  à  la  2',  &  enfuite 
on  l'en  retranchera^  &  la  fomme  fera  une  équation  à  J'enîpfe. 
pour  la  formule  du-quatriéme  degré  ^  &  la  différence  fera  une. 
équation-  à  Thyperbole  pour  la  formule  du  quatrième  degré.- 

4^-      L'on  peut  trouver  de  différentes  façons  les  lignesqui  font: 
les  racines  de  la  formule  du  troifîéme  &  du  quatrième  degré, . 
en  joignant  deux  à  deux»  les  équations  précédentes  qui  ré-- 
pondent  à  la  formule  du  troifiéme  degré,, quand  la  propo- 
féeeft  du  troifîéme  degré,  &  celles  qui  répondent  à  k  formu- 
le du  quatrième  degré,  quand  la  propofée  eft  du  quatrième 
degré ,  puis  traçant  les  courbes<de  ces  deux  équations  de 
manière  que  les  u  dé  Tune  fbient  fur  les  u  dé  l'autre,  ou  leur 
foient  parallèles  &  ayeot  la  même  origine  ,^&  que  ce  foit  la: 
même  diofé  des  t^,  mais  il  vaut  mieux  dans  la  pratique 
fè  fervir  de  l'une  dès  équations  aux  feétîons  coniques  avec 
Tcquation  du  cercle v  parceque  le  cercle  eft  plus- facile  à 
décrire  j  Se  dans  ce  cas  il  faut  fc  fcrvif  des  axes  àt%  fedions- 
coniques,,  parceque  les  ordonnées  dû  cercle  font  touJQurs 
perpendiculaires  aux*  coupées.  ^ 

477;       6^,  Si  l'on  veut  une  équation  à  l'hyperbple  par  raporf 
aux  afymptotes,  pour  ne  faire  qu'un  même  cas  à^s  équa- 
tions dû  troifiéme  &  du  quatrième  degré,  on  multipliera 
""      là  formule  du  troifiéme  degré  t^-^nz^^aqx^-^aar^^o^ 
gar  x^  a  5=  a , .  quand  le  dernier  terme  aura  4- ,  &  par 
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.^—^=0,  qaand  le  dernier  terme  aura  —  \  &  Ton  aura 

rcquacion  du  4*  degrjé  :!^  -h  »)^' -f-  ^f ^-4-  ^^^r^-i-  ^Vss:  o  . 

vOn  comprendra  enfuite  cette  formale ,  c*eft-i-dire  toutes  iec 
équations  du  3*  degré  ainfi.élevées  au  4^  avec  toutes  les  équa- 
4:îons  du  4*  fous  cette  formule  commune  du  4*  degré  si^^nz^ 
H-  a^s^  -H  aarj^^h  aass  =  o  j  Ton  iuppofe  que  dans  toutes 
les  équations  du  4*  degré  de  cette  formule,  le  dernier  terme 
.a-+-i  il  n'importe  pas  quel  figne  ayent  les  termes  moyens 
^encre  le.premier&le  dernier.  On  fuppofera  cette  équation 
à  rhyperbole  entre , les  afymptotes  I.  us^-^as^^Oi  en  la 
<quarrant  on  zuva  um^s=s  aass  ;  on  mettra  dans  le  dernier 
terme  de  la^formiule  la  valeur  de  aassi  &  Ton  aura  en  divi« 
/fant  par  zji,  k^-t'  »^-^  ^  -*-  -7-'  H-  ««  ==.«  i  &  mettant  dans 
Je  terme  ^la  valeur  de  ^=  ï  P"^^  ^c  la  I"  équation ,  Ton 
^ura  IL  g^-^ nx^^ uur^'^  u^aq sas  o  ^  qui  ett  une  équa- 
tion au  cercle ,  que  Ton  trouveroit  encore  en  mettant  fi  m. 
plement  au  lieu  de  as,  fa  valeur  «jj;;^ dans  le  dernier  terme , de 
Ja  formule,  car  To»  aurait  en  divifant  par  s^^  x^r^ ^^«L*^  ^f <L 
<H-  aar-^  asu^s:ip.i  &  multipliant  par  1»^  &  mettant  enfuice 
.pour  «^(a^^aleur  as,  pUis  divifant  par  as.  Ton  auroit  xz^ns^ 
\^um-^^u^aq  =:o.  ^i  l'on  décrit  l'hyperbole  de  la  pre» 
miere  équation ,  8c  qu'on  décrive  enfuite  le  cercle  de  la  x^ 
équation,  de  manière  que  l'origine  des  »  &  celle  des  ji^^foient 
communes, &  que  les  u  du  cercle  foient  parallèles  aux  u  de 
rhyperbole^  ^  que  ce  foitla  même  chafe  des  ^/les  înterfe- 
'^ions  du  cercle  &  de  Thyperbole  ou  des  hyperboles  oppo. 
:fées,  quand  il ^y  a  des  racines  po(îctves.&  négatives^  don* 
neront'Ies  points  de  Thyperbole,  d'oà  menant  ]ks  ordonnées 
;^^de  Thyperbole,  Ton  aura  les  racines  de  la  propofée  qui  fe- 
ront ces  ordonnées  x^  Si  le  deriiier  terme  de  la  formule  étôit 
négatif  3  il  eft  évident  que  le  terne  uu  deféquation  au  ce& 
cle  aurôit  le  figne  **^;  ainfi  elle  ferôît  Téquation  d^nne  hy. 
perbole  équilatere ,  &  non  pas  d'un  cercle. 

47  8..  :    5i  le  dernier  terme  de  la  formule  étoit  négatif,  il  faudroit 
tr;ansformer  l'équation  du  quatrième  degré  de  manière  que" 
Je  dernier  terme  fiât  pofitlf  dans  la  transformée^  ce  qui  eft 
îtoi^ours  poffible  :  car  le  dernier  terme  n'étant  négatif  dans 
a*  quatrième  degré  que  parceqif  il  y  a  quelque  racine  né^a- 


1^4  Analyse     demontre'e; 

*4y.  tive.enles  rendant  toutes  pofitivcs*,  le  dernier  teime  de 
viendra  pofitif. 

R    £    M    A    H   Q^U    E. 

479-  Q^  ^  ^  ^  réquatîon  donnée  n'a  pas defecond  terme^U n'y 
a  qu'à  fuppofer  toutes  les  grandeurs  des  équations  préceden- 
tes  où  eft  n  égales  à  zéro,  &  elles  ferviront  pour  rcfoudfce 
cette  équation» 

SecondCas. 

Q»and  tune  des  feB ions  coniques  efi  donnée. 

480.  Il  ftiut,  quand  l'on  veut  employer  une  feftion  coniqiue 
domiée  pour  réfoudre  une  équation  du  troîfîéme  ou  du  qua- 
trième degré ,  intraduire  dans  \ts  équations  qui  y  doivent 
jfervir  des  grandeurs  indéterminées,  de  manière  que  par  le 
moyen  de  ces  indéterminées ,  Ton  puîfle  déterminer  Inéqua- 
tion delà  parabole  ou  de  Pellipfe,  ou  du  cercle,  ou  de  Thy- 
perbole  qu'on  aura  trouvée  par  la  méthode  être  l*ùne  à^^ 
deux  équations  qui  doit  réfoudre  Téquation  propofée,  l'on 
puîfiè ,  dis  je,  la  déterminer  à  être  Téquatîon  de  cette  feàion 
conique  donnée.  Comme  Von  a  déjà  employé  dans  les  équa- 
tions aux  fedions  coniques  qui  expriment  leur  raport  à 
d'autres  lignes  que  leur  diamètre  les  lettres  dy  f^f^  g^  h  y  iy  /,. 
on  fe  fervira  ici  de  deux  autres  indéterminées  khcm.  On  ne 
fera,  pour  abréger,  qu'un  cas  des  équations  du  troifîéme  ÔC 
•  477.  dir  quatrième  degré,^  com^me  dans  l'article  6  *  du  premier  cas^ 

Méthode^ 
4S I .  S  O  '  T  la  formule  de  toutes  les  équations  du  troidcme  degré 
élevées  au  quatrième ,  &  de  toutes  les  équations  du  4*  degré, 
^*-*-  ny^  -*-  aqyy  •+-  aary  -f-  aass  =  o. 

1*0.  U  faut  la  transformer;  en  fuppofânt^s=  «-,  k  eft  une 
indéterminée  y  &  (ubâituant  cette  valeur  dejr^  on  aura  la 
transformée  x^^^A^l^m  z^x^^  e^^^l^  =-0  j  on  re- 
gardera cette  transformée  comme  Téqûation  propofëe  â 
réfoudre  j  &  quand  on  aura  déterminé  ky  &  trouvé  les  ra- 
cines, on  aura  les  valeurs  à^  y  en  mettant  dans^ss^  les 
valeurs  de  z^icdç  k^ 
481.  2^.  Il  faut  fuppofer  cette  équation*  à  quelle  parabole  on 
voudra,  &  même  a  une  parabole  donnée: dcaufe  de  l'index 
terminée  ky  I.  x?^-^  f^ K^s^ ku ^  ou  ^«;,-t-â^— A»==o> 
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quî^' donnera  ^*  -»-  î4  ^j  ^_^  ^j^_  kkuu  ',  aiofî  l'on  aura 
i^^j^^ku  —  ^^:^^  Se  ^^'J  x^=kktlt^^  s^  ^1^  On  met- 
tra dans  la  pfopofée  les  valeurs  de  «C  "^  ^  ^C  >  &  <le  xx}  & 
l'on  aura  ii.  ««-*-^«  — j^^-*-i^«xo, 

qui  eft  une  féconde  équation  à  la  parabole^ 

On  ajoutera  la  I'*  K  la  1 1'  équation,  &  Ton  aura 


là'  ^ 


^uî  eft  une^  équation  â  quel  cercle  on  voudra  d  cauie  de  11it« 
déterminée  >^^  &  même  â  uH'  cercle  donné  ^  à  caufe  de  la 
même  uidéternMnée. 
483*  3^-  Si  l'on  veut  des  équations  à  une  éllîpfe  dbrirléè,  &  si 
une  hyperbole  dontf  ée  par  raport  au  diamètre ,  il  faut  intro- 
duire une  tfouvelle  indéterminée  m^  ce  qui  fe  fera  en  multi- 
pliant la  I"  équation  par  s,  &  Ton  aura  IV.  2  ^r^j^  to^^ 


i?s«  =  o. 


On  ajoutera  cette  ïV*  équation  à  la  11%  &  Ton  atH» 


qui  eft  une  équation  à  une  ellipfe  qui  peut  être  donnée  k 
caufe  des  deux  indéterminées  ifc  &  «*,dont  k  fervira  à  déter- 
flftiner  le  diamètre  de  cette  équation  à  être  le  diamètre  don-* 
né  de  relUçfè  donnée ,  &  w  à  déterminer  le  paramètre  de 
cette  équation  â  être  le  paramètre  donné  de  rellipfe  donnée. 
On  retranchera  la  IV*  équation  de  la  \  1%  &  l*oii  aura 

Vr.  nu  -H  ^«  —  =  jçs;^— 4=l-^-h4^=o, 


qui  eft  une  équation  à  une  HyperBoTe  par  raport  au  dfaine' 


^x4  ANALYSE    DEMONTH-^E; 

i:re,  qui  peut  êcre  donnée  à  cauip  de  deux  indécerniiûiéjes^ 

Comme  il  rt*y  a  point  de  terme  u^ç^dzns  la  V*&  la  Vil* 
**«?•  équation,  *  eft  le  raport  du  paramètre  au  diamètre *i  par 
confequent  nommant  (i le  diametrcde  reHîpfe  &deJ*hyper- 
îi>ole  donnée,  &  />  le  paramètre,  l*on  aurar-toujours  «i  =  jî^j 
ce  qui  détermine  m  par  raport  à  rellîpfe  donivée  ou  ài*liy- 
perbole  donnée.  ' 

^84.      On  peut  trouver  les  racines  de  la  propofée  parla  V^ équa- 
tion ,  après  f  avoir  déterminée  à  êtr,e  Téqua^tion  de.ljelHpfç 
.  donnée ,  &  par  la  llï*  qui  eft  Téquatîon  ducercle  j  nnlàîs  alors 
Je  cercle  ne  peut  plus  être  donné ,  pàrcequ'îl  nérefte  plus 
<l'indccerminées  pour  déterminer  Péquation  II  P  à  iêcrc 
réquation  d'un  tel  cercle  donné.  On  peut  auffi  trouver  ces 
mêmes  racines  par  la  VI*  équation  après  l'avoir  décerniinée 
à  êcre  d'équation  de  l*hyperbole  donnée ,  iSc  par  la  HP  équa- 
^tion  qui  eft  celle  du  cercle,  mais  qui  ne  pieutplus  .êtr.e  don* 
îHé  par  la  raifbn  qu'on  yieoc  de  dire.  Li  y  a  pourtant  de^ 
cas  quand  le  diamètre  jde  l'hyperbole  donnée  eft  4;)Qoindre 
que  Ton  paramètre,  dans  lefquels^  lorfqU'on  vjeut  détermi- 
«ner  k,  on  ne  trouve  que  des  valeurs  imaginaires  d,e  £rainiî 
.dans  ces  cas  de  quelques  équations  particulières  qu'on  .peut 
•çrouver  à  refondre^  on  ae  le  peut  pas  parune  telle  hyper- 
bole donnée  avec  le  cercle^  mais  on  1^  peut  toujours  avec 
•une  hyperbole  donnée  par  raport  airx  afymptotes^  comme 
on  le  va  expliquer ,  en  faifant  remarquer  auparavant  que 
;l'angledes  ordonnées  du  cercle  étant  toujours  droit^  il  faut 
^audi  toujours  fe  -fervir  de  l'axé  ou  de  /l'un  des  a|:es  dans  la 
ife^Hon  conique  à  laquelle  on  joint  le  cercle  pour  réfoudre 
d'équation ,  6c  quand  l'hyperbole  entre  les  afymptotes  eft 
.iirbitraire ,  &  qu'on  veut  l'employer  avec  le  cercle ,  il  faut 
prendrje  l'équilat;(2re  à  caufe  4e  Par^gle  droit  que  fojpt  les 
^ymptotes. 

48  j.      4°.  ^î  l'on  veut  réfoudre  la  propofée  par  une  hyperbole 
<lonnée  entre  les  afymptotes  &  par  un  cercle ,  il  faut  fup. 

poferla  racine  ^quarréei^i  du  dernier  terme  de  la  transfor- 
mée égale  À  a^y  &  Ton  aura  VIL  «^asc  Vji^  ou  ux^^^  4i-'  ==  o^ 
.qui  eft  une  équation  a  l'hyperbole  entre  les  afympto^s ,  qui 
ipCttt  ^txp  doaoép  >  fi^ufe  de  ripdjécermipqî  M  c^r  iippofe 
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^e  l'équation  de  Thyperbolc  donnée  foit  u^^ssèb  ,  Ton 
aura  44-'  ==  hb  3  par  conféqucnt  A  =s  ^  V  ^  5  ce  qui  dérermine 
la  valeur  de  k  de  manière  que  Téquation  indéterminée  u  x^^ 
—  *4i=a,  devient  réquatîon  particulière  de  Thyperbole 
donnée.- 

Pour  trouver  Inéquation  au  eerclë  qui*  doit  être  joint  L 
Bhyperbole donnée  pour  trouver  les  racines  delà  propofce^. 
il  faut  diftinguer  deux  cas  j  le  premier  ,  quand  l'hyperbole 
donnée  eft  équilatere }  le  fécond  quand  elle  ne  Teft  pas  j  alors* 
Sangle,  des  afymptotës  eft  aigu  ou  obtus. 

Premier-      Cas, 

Quand  l^hyftrbole  donnée  efi  équilatere. 

Il  faut  quarrer  chaque  membre  de. la  VIP  équation,  meti- 
tre  dans  la  transformée  au  lieu  du  dernier  terme  ^  fa  va^ 
leur  uux^AWi{tT  enfuite  l'équation  par  ^z^^Sc  mettre  dans^^ 
le  terme*i^',  la  valeur  de  ^prife  de  la  VH*=  équation :?;sssii-'i^ 
&  l'on  aura  VIIL  ^-*-  ^  iç  h-442  -f- V  «-^  ««=  o  »  qui  eft  l'é- 
quation du  cercle,  qu'il  faut  joindre  â  l'hyperbole  donnée* 
pour  trouver  par  fès  interfeélions  avec  l^hyperbole  les  raçi-- 
nés  de  la  transformée. 

S  E  c  a  N^  D     Cas* 

Quand  tangle  des  afymptotes  efi  aigu  ou  obtus.  - 

'IL  faut  introduire  une  nouvelle  indéterminée  ^,.par  Ir" 
moyen  de  laquelle  on  pourra  faire  en  forte  que  quoique  l'é- 
quation exprime  le  raport^du  cercle  comme  dans  la  figure-' 
19.,  â  une  droite  Ô^qui  ne  fait  psis  un  angle  droit  avec  les 
ordonnées  du  cercle ,  cependant  on  piailTe  avoir  une  autre' 
ligne  O^ilf  parallèle  au  diamètre  ^a  du  cercle  à  laquelle  les^ 
ordonnées  du  cercle  foîcnt  perpendiculaires.  Pour  introduis 
re  cette  indéterminée  m  il  faur multiplier  la  VIP  équation^ 
par  2,  &  l'on  aura  IX.  ^  «^r— ^î^'  =  o.  Il  faut  l'ajouter  iv 
la  VHP  quand  l'ànglè  des  afymptotes  eft  aigu ,  &  l'on  aura;: 


X.  ^s:-»-^  «i;.r*-  ^  fsf^  uu^^-fu  -»-4tf  =«  o  ,  qui  eft  l'équation: 


44 


du  cercle  dont  on  a  befoin;  11  faut  retrancher  là  IX*  équa- 
tibn  de.la  VIII«  quand  l'angle  des  afy^mptotcs  eft.obtus,,&: 


lit  Analyse    demontile*!: 

Ton  aura  XI.  ^^-'^u^rh^K.-^uu^i^u^'^i^^^o; 

qui  efl:  Tcquatian  au  cercle  dont  on  a  befbiki. 
486.  0.0  remarquera. que  le  dernier  terme  de  la  propoice  dote 
avoir  -4-  quand  on  fè  ferc  de  l'équation  de  l'hyperbole  aux 
afymptoces,  afin  que  uu  ait  h- dans  Tequation  du  cercle 
qu'il  faut  joindre  à  l'hyperbole  pour  la  réfblution  dç  Tcqua- 
tion  j  on  remarquera  auiji  que  quand  le  fécond  terme  des 
équations  â  réfoudre  eft  évanoui ,  il  n'^y  a  qu'à  fuppofer  dans 
toutes  les  équations  les  grandeurs  où  eft  n  égales  à  zéro,  6c 
les  mêmes  équations  fervij:ont  poux  le  ^cas  où  le  fçcojad  te^ripe 
eft  cvanouj. 

/iycnijfement. 

Pour  faire  clairement  concevoir  la  conftruftion  des  équaJ 
tions  â  ceux  qui  commencent,  on  en  mettra  ici  deux 
exempje^. 

JBXEMPLE       I. 

La  cpnJiruBion  des  équations  du  troijîémi  ^  du  quatrième  degré 
far  le  moyen  d'une  parabole  donnée  (jr  d'un  cercle  ^  enfefervanf 
*  48*.  4t  la  /"  ^  di  ta  Jir  équation  du  fécond  cas  *. 

.487.  "OuR  ne  faire  qu'un  cas  des  équations 4u croifîéme  &  d.iii 
quatrième  degré  par  la  méthode  de  Tart,  477,  on  fuppofera 
que  j^*  4-  ny>  ^aqyy-jf.  aary  ^  aafs  =  o ,  repréfence  toute 


qu'elle  eft  Péqu; 
ftruâîon ,  après  laquelle  conftruâîion.qn  «ira  les  vajeurs  dejf^ 
en  mettant  celles  de  i;^&  de  >fc  dans^?==^. 
1^  I  oxj  RI     Soit  la  parabole  donnée p^C, dont  Taxe  eft  ABy  le  para^ 
XXXViiL  ^çxxt  AP  jrsL  a  y  &  l'équation  ji^j^  —  ^;c=3pO;  pour  faire  en 
*4«*.  forte  que  l'équation  indéterminée  â  la  parabole*  %îs.^x;K, 
—  ku=zo^  convienne  à  la  parabole  donnée,  il  faut  s'ima- 
F I  fi  0  a  s  giner  que  la  parabole  AC  (  fig  17  )  eft  la  donnée ,  q^iie  les  x  fe 
^ X  V I L   prennent  fur  v^^^que BC^ ^Cfojat  les  ordonnées y.^AP  (p) 
-eft  le  parîimetre  //:  Le -terme  ^^  marque  que  l'équation  ^^ 
H-  yi  ^  — ^  ^  =5=  o^  exprime  le  râiport  des  points  de  «la  .para- 
bole donnée  â  une  autre  ligne  que  l'axe  j  &  comme  uz^ne 
«l'y  trouve  pas,  cela  marque  que  «cette  ligne  eft  parallèle  à 
i^^jl.  y^xp  *^  îtinÇ  il  ijaqt  .#';maeinex  qup  p'pfl  0^  qui  eft  ^u^  &c 

C^M9 
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que  MN  (g)  eft  xero ,  &  ON  (/)  la  même  que  OM  (A) ,  que 
MCssa  ^  5  &  réquation  ♦  iy;^  —  ^r^^iir^  —  i/;?;^^-  ^  »»  rf-  ^'  «  ^^^^^ 

—  ^»-h//-i-/>=o,  à  caufe  deg  =  o,  &  ^=/eft ^ij;. 

—  i/ii;,— ^  «-*-// -v-// =55  o.  Il  faut  fuppofer  que  c^eft  la 
même  équation  que  xgj^  3Î i^— ;  ^=  o ,  &  que  les  termes 
Correfpondans  font  égaux  ^  ce  qui  donne  AZ{1)=  "^  4Î-* 
^oUi^sssAjCe  qui  détermine  itj  le  dernier  terme  •+•// ^- /*/ 
s=  0 ,  puîfque  le  terme  connu  eft  zéro  dans  x^-^  ^  x^ —  ku. 

s=  0  j  aînfi  mettant  la  valeur  de  B^  Ton  a  Jl**  4- 1/)  =  o  j  & 
mettant  au  lieu  de  k  fa  valeur  fo\xa{p  étant  ici  nommée  ^)  ^ 
l'on  trouve  ZO  ou  ^/  (/)  =  —  ,^^,  &  ^Z  (/)  =— ^  j  aînfi 
réquation  ^2;.-*-  5*  ^ —  ife«  =  o  ,  devient  Téquation  de  la' 

Î parabole  donnée  {j4)  xj^^  \x^ —  ^«sss  o,  en  mettant  au 
ieu  de  k  fa  viileur  a\  mais  elle  exprime  le  raport  des  pointsr 
de  la  parabole  à  une  ligne  parallèle  à  raxe  j4B  qu'on  trouve 
ainfi.  Soit  menée ^Z  perpendiculaire  à  Taxe  jiBy  &  égale  F  i  o  vkv 
à  5 ,  il  faut  la  mener  vers  la  gauche  de  Taxe,  parcequ'elle  eft.  xxxviUr 
négative  ^  &  que  Ton  prend  ici  la  droite  de  l'axe  pour  les 
ordonnées  pofitives  j  h  le  fécond  terme  de  la  transformée 
avoit  été  négatif  ^  |  au  roi  t  été  pofitive,&  il  auroit  falu  me. 
ïier  ^Z  vers  la  droite  de  Taxe.  Il  faut  tracer  par  Z,  ZO  paral- 
lèle à  Taxe  qui  rencontre  la  parabole  en  Oi  cette  ligiiefèra 
la  ligne  des  coupées  («),  êc  LO  fera=:^  ==  /;  car  menant 
rprdonnée  Oby  le  quarré  de  OA  ou  de  AL  qui  eft  ff  efÉ 
égal  au  produit  de  la  coupée  Ab  on  0  Z  <\yn  eft  ^^  par  le 
paramètre  a.  L'équation  delà  parabole  donnée  devient  donc 

£ir  raport  d  la  ligne  àçs  coupées  OZ^  ^-^î^ — ^»  —  o^ 
es  ordonnées  1;^  font  les  perpendiculaires  fur  OZ  prolon- 
gées jufqu'â  la  parabole,  .     .    .     J 
Il  faut  i  prefent  joindre  d  cèpe  parabole  le  cercle  de 
la  IIP  équation,  laquelle  eft  (en  mettant  au  lieu  de  >b fa 
valeurs)  iç^-h  rxj^nu  -^-qu  -^k-ss^ss^Q. 

J.  . 

•-•-^«;.      —  ^»    •  •-' 

Il  faut  >1magincr  que  te  fcçVtre  dé  Fa  %ire  i^*  eft  cela?  * 
de  cette  équation; -excepté  que  te  terme  «;;^  mànquàiK',  laf 
ligne  MN  (gXeft  wro  >  &  0-^  (/>  ne  fût  qu'une  même  ligntf 


-'  .  • 
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f  4)«.  avec  OM  (h)  ^  ainfi  l'équatiott  *  i^'^  iIs^.'^im-^  tht-^H 
: •  <4*  // ~  ^<^3=3 o ,  eft  la  m£me  que  la  précédente,  2c  fuppo. 
Tant  leurs  termes  correipondaas  égaux ,  on  trouvera  OZ  {/) 


î-^^  — ife  — ^  AKoxJi  0K(0«  — f-HgH-^ 


t  • 


ae  le  demi  diamètre  ^a  (i*/)»^  — i-*-^  — rc;  — f 


f      »_  »»  _.     «      •  1»  ^ 
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Les  coupées  é^  de  la  parabole  donnée  ayant  leur  origine 
au  poinc  Z ,  &  fè  prenan;  fur  LO^  &  les  ordonnées  commen«i 
çanc.â  la  ligne  ZO  àcs  abfcifTes ,  à  laquelle  elles  font  perpen^ 
diculaires  comme  Obc^  il  fauc  prendre  fur  LO  la  ligne  OZ)=aa 

•*  I  4.  j2  H-  ^,  laquelle  OD  répond  à  OH  (i  )  de  la  fig.  19 
quand  cette  quantité  eft  pofîtive ,  mais  quand  elle  fe  trouve 
négative,  il  faut  prendre  Od  égale  à  cette  quantité  fur  01^ 
prolongée  de  Tautrc  côté.  Il  faut  enfuite  élever  au  point  O 

r    la  perpendiculaire  Di:=»  —  i:;»-?^ —  ïstï  — •?»  laquelle 
"  DK  répond  à  jTriC(/)de  la  figure  19  }  mais  quand  elle  eft 
négative ,  il  faut  prendre  Bk  égale  à  cette  quantité  de  l'autre 
côté.  Le  point  iC  ou  it  eft  le  centre  du  cercle ,  qu'il  faut  dé- 
crire avec  Iç  rayon,  qu'on  nommera {  ^^  égal  à  cette  quaa» 

j       '  t  M          p  II  I    ■  ■    I       »   <     X        1 1                             a. 
♦1l^<*  V  "   _i-  £J  -iL  «««    »         ^   _i.  »»  _i_  *       e  e       St^ 

titc  V  —  î-*-4i  —  TS5—  4       —  %  '^U^  %     '^^  S  S  i  CÇ 

tirer  i^  points  CiC^  où  il  coupera  la  parabole  des  perpen*. 
diculaires  fur  la  ligne  ZÙDh  cea  perpendiculaires  feront  les 
valeurs  des  racines  de  la  transformée  :  car  prenant  la  valeur 
de  ft  dans  Téquation  A  de  la  parabole  donnée  ^  &  la  fubfti* 
tuant  dans  Téq^ation  J?  du  cercle,  .on  trouvera. réquatîoat 
transformée  propofée  à  réfoudre.     '  ' 

I- 

488»  Q^-^^^  ^^  fécond  terme  maeque  dans  Ht  propofée,  la 
même  conftruâion  fert  en  (uppoiànt  »sssç)  dans  toutes  les 
grandeurs  oii  elle  fe  trouve,  &la  conftruâioo  eft  bien  plus 
facile^  la*  parabole  dooi»ée  n'ayant  nul  befbin  de  |)rép{Q-a^ 
tion  { il  faut  feulement  y  joindre  le  cercle ,  mais,  on  a  youllà 

cendre  U cc»#uiîU<m^^^^  , .  ^ ,  ^. ,  i, .  ;, 


.V.-   ^^ 
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:'  "  IL 

[48  j;  '.  Quand  l'équation  propofce  n'cft  que  du  troifiémc  degré , 
.inais  élevée  au  quatrième  degré ,  Tune  des  valeurs  de  i  ou 
.  l'une  des  GC  tik  toujours  égale  à  la  grandeur  a  de  l'équa- 
tion x±ia±=6y  par  laquelle  on  a  multiplié  la  propofée 
pour  l'élever  au  quatrième  degré  ,&  les  autres  valeurs  de  z 
■tont  les  racines  de  la  propofée. 
.  III. 

45 0.  Quand  on  â  tiré  les  lignes  OD,  DK  pour  conftruire  le 
cercle,  la  ligne  qui  eft  la  valeur  du  rayon  fe  trouve  comme 
i  l'art.  465. 

IV. 
4JI. .  Comme  l'oa  a  averti  que  les  fîgnes  -1-  des  termes  de  U 
iormule  des  équations  du  troifiéme  &  du  quatrième  degré 
xepréfentoient  les  figues  -1-  ou  —  des  équations  particulière» 
qu'on  aura  à  jéfoudre,  le  Ledeur  y  doit  faire  attention,  Se 
il  trouvera  aifément  les  fignes  convenables  aux  cas  parti, 
culiers, 

£    X   B    M   »   L  £        I  I.         ^ 

JCa  eonftruEiion  des  équations  du  traifième  ^  du  quatrième  degrt 
far  le  moyen  (tune  Ihyperbole  donnée  entre  les  afymptotes  qui  ne 
font  pas  un  angle  droite  é"  ^«»  ^^rcle  en  fefervant  de  la  VIP 
é*de  la  JC^  équation. 

45 !•  JL'Eqjjati^n  â  refondre  eft  la  transformée  jç^  -h  ^  i^  F 

^m^x^^Vj,  jç^^y^— -o,  l'équation  à  l'hyperbole  donnée  *^^^ 

eft  «^5=:  44^  j  on  fuppofe  que  les  hyperboles  oppofëes  (X ,  ce 
font  données,  c*eft-à-dire,  décrites  fur  un  plan  avec  leur» 
iâfymptotes  AD  ^  AB  ^  qui  font  un  angle  aigu  j  &  que  leur 
équation  eft  ux,=s. bb :  Pour  rendre  Inéquation  uxj==^  ^  pro- 
pre  a  cette  hyperbole,  ii  faut  fuppofer  ttfs-s  ^^^  ce  qui  dé« 
termine  la  valeur  de  Tindéterminée  iS,  qui  devient  k^==:b^^  x 

l^aispour  abréger  le  calcul  on  lai/Fera  k  par  tout  au  lien 
de  Ùl  valeur  qu'il  fera  facile  de  fubftituer  à  fa  place.  II  faur 
joindre  à  cette  hyperbole  tracée  le  cercle  dont  Téquatio» 

menant  des  points  où  il  coupera  les  hyperboles  des  parai le^ 
les  d  celle  des  afymptotes  iur  laquelle  fe  prennent  les  ;^de 
i*byperboIe,  elles  fef ont  les  valeurs  de  la  propofée. 
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:ï3'*  Aval  y  SX,    d  rmoimï  r  e'e. 

Il  faut  pour  décrire  ce  cercle  s'imaginer  que  c*eft  celui  de 
la  figure  19,  dcqife  Péquanon  précédente  eft  la  mêmé'^ue 

?«^.  Téquation  *•  «y^ —  7  »<.  —  *^^-*-  «if^  -1-  y-'  1^  h-  //sa  o\ 

&  /iippofer  les  termes  correfpondans  ëg^ux  j  aihfî  ^  i^.  — ^ 
=5-4-2.  On  fuppofera  pour  profiter  de  rindcterminée  m, 
F I  o  o  &  I  qu'elle  eft  égale  à  g  { GFûg.  1 9  )  ^  ainfi  l'on  aura  OF  (/).=^ 
XXIX.  — 1^,  &  i^G  (g)  ==;»  3  d'oiiil  fuie  que  QG(^)t===^4^^.P-;w»  6 
on  fuppofera  pour  abréger  hsszV^^ia  —  mm  s=sr;  &  com« 
me  ici  OF (/)  ou  la fe  trouve  négative,  &  FG  {m)  pofîtive^ 
OG{  —  A  ou  — c)  fera  négative.  l'^.OZ  (/)  iras  —  ï4.  3<>.  Met-  ' 
tant  dans  ^U:pJ:hL ssi  ii  les  valeurs  de  /,  g,  â,  /,  on  trouve, 
ra  Otff  ou  K;/  (/)  =  r^  —  4^.  4^  L'équation  des  der* 
nîers  termes  fera  trouver  le  demi  diamètre  iCa(|^)s=s 


444'    "*"     l4f  C/  '  44  • 

Il  faut  joindre  à  prefent  le  cercle  à  l'hyperbole  donnée 
-dans  laquelle  on  .fuppofe  que  les  coupées  u  le  prennent  fur 
Ficuitt  l'aArmptote  AB^ic  que  les  ordonnées  j^font  parallèles  à 
XXXIX.  l'afymptote  AB:  Pour  le  joindre,  il  faut  que  les  coupées  u 
du  cercle  fe  prennent  auflî  fur  la  même  AB^  &  que  les  or- 
données ^du  cercle  foient  parallèles  à  AD  5  c'efl  pourquoi 
-  '    '    \  on  prendra  AF^ssa—  lai  on  mènera  F  G  parallèle  à  AB ,  & 
du  point  ^  on  tirera  AG  perpendiculaire  à  AB  &  à  FG  i  on 
nommera  FG  {m)  j  &  c'eft4'avantage  qu'on  tire  de  l'indéter- 
minée m  qu'on  a  introduite ,  de  ce  qu'étant  indéterminée ,  il 
efl:  libre  de  la  déterminer  â  la  li^e  F  G  qui  fafTe  un  angle 
droit  avec  AGy  cq  qyii  eft  neceflaire  pour  le  cercle  où  les 
ordonnées  doivent  être  perpendiculaires  à  cette  ligne ^G  & 

parallèles  a  FGi  on  nommera  GA{cts:^\^4.aa' — mm) y  on 
prolongera  G  A  vers  ivr.  Le  triangle  reâ:angle  AFÔ  réppoil 
au  triangle  OFG  de  la  figure  29,  mais  il  eft  de  l'autre  côté 
à  caufe  de$  quantités  négatives.  Pour  trouver  le  centre  du 
cercle,  il  faut  prendre  du  point  A  fur  l'afymptote  AD  pa- 
rallèle aux  ordonnées  k  ,  A£  sa=  —  5*  du  coté  oppofé  à  AD, 
parceque  cette  quantité  eft  négative  j  cette  ligne  répond  à 
OZ  de  la  figure  19.  Il  faut  enfuite  mener  par  Z  une  parallèle 
ZM  a  h  ligne  CANi  cette  parallèle  ZM  répond  à  la  ligne 
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ZKBoi  de  la  figure  29,  &  c'eft  la  ligne  du  diamètre  du  cercle 
laquelle  paflè  par  fon  centre:  Pour  avoir  ce  centre,  il  faut 
prendre  for  ZM  la  ligne  ZK  ==  -*-  ff*  —  ^^  vers  la  droite 
:àe  rafymptote  DAZ  où  font  les  coupées  u  pofitîves  quand 
Z  K  eft  pofitîve  du  côté  oppofé  quand  elle  eft  négative  i 
cette  ligne  ZK  répond  â  la  ligne  ZK  de  la  figure  29  3  &  Ip 
point  K  eft  le  centre  du  cercle.  Enfin  de  ce  centre  K  avec  le 

rayon  ^"^-h  W—-?f  —  éhl±^^  dont  on  trouvera  la 
longueur  comme  ci-defTus  *j  on  tracera  un  cercle  qui  coupera    *  4^;, 
Its  hyperboles  données  en  des  points ,  defquels  menant  les 
ordonnées  £C  (  ^0  ^  l'afymptote  AB,  elles  feront  les  racines 
de  la  transformée  propolée  â  réfbudre  j  lesordonnées  de  Tby- 

ferbole  CC  feront  les  racines  pofitîves,  &  les  ordonnées  de 
oppofée  feront  les  négatives  :  voici  comme  on  le  démontre; 
En  concevant  le  rayon  KC^  Ton  aura  par  la  propriété  du 

cercle,  ou  à  caufe  du  triangle  redangle  KMC^  MC  ^-  KM' 

^Kc\MaisMC=zBC{zO^£2^{^i;iu)^2^M{^^)i 
&  KM  =  +  ZiC(+22*  — .  iir)  —  ZM  (—g)  j  par  confe- 

quent  MC  ^-^JWf  ===^s;_-h  ?  «;?;-♦- "i^^H- 2^  »«  -♦-?$« 

JL^EÉi  ^  f  î£*2t  sss  ««-   44^ -- mm         t£U  ss^)  au  ^—  ^SiSt   t£U   ,,.^  'ZHÈ  m 

réduit  à  zs.'^^  ««L"*"  t^^**"  ««  -h  7  «■+■  **^  —  ^==Oj 

3ui  eft  réquation  X  du  cercle  qu'on  a  çonftrùite.  Mettant 
ans  cette  équation  la  valeur  de  «.prifè  de  Téquation  VH 
de  l'hyperbole,  qui  eft  ««îl%  &  celle  de  ir«r  =  Si^',  Voa 
trouve  exadement  la  transformée  x^^^zl^  gcc. 
^93,  La  conftrudion  eft  à  peu  près  femblable,  quand  l'angla 
des  afymptotes  eft  obtus,  La  plus  facile  de  toutes  çft  qu^n4 
cet  angle  eft  droit  comme  ci-deffiis  art.  464.  On  fera  fuç 
tette  conftruâion  des  remarques  femblablçs  i  celles  qu'on  a 
faites  fur  la  précédente. 

.  Il  eft  à  propos  de  remarquer  auffi  que  quand  on  réfôut  en 
particulier  un  Problème  de  Geometriç,  dont  Téquation  déf 
terminée  monte  au  troifiéfiie  pu  ^u  quatrième  degré }  o^ 
trotive  ordinairement  avant  d'arriver  à  cette  équation  déter* 
Aiîaée  deux  équations  parcicuUerçs  du  fécond  degré  qui  pac 
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les  dçaz  inconnqes.  «  &  ^z;^  &  qui  déplus  concienfient  toutes 
les  connues  du  Problème^  &  c'eft  en  fe  (ervanc  de  ces  deux 
équations  particulières  pour  faire  évanouir  Tune  des  incoiu 
aues  «^  qu'on  arrive  à  Téquation  déterminée,  alors  on  peut 
conftruire  le  Problème  par  le  moyen  de  ces  deux  équations 
particulières ,  c'eft-i-dire,  qu*en  conftruifant  les  deux  feâions 
coniques  dexes  deux  équations,  &  les  unifiant  enlemble,  les 
points  d'interfedion  donneront  les  lignes  qui  fàtisfont  au 
Problème.  Mais  quand  Tune  de  ces  deux  équations  partie 
culieres  n'eft  pas  celle  du  cercle  qui  eft  plus  facile  d  décrire 
que  les  autres  feâions  coniques  ^  on  peut  préférer  la  mé« 
chode  qu'on  a  donnée  où  le  cercle  eft  employé. 

II. 
Za  mhhode  four  trouver  les  équations  des  courbes  qui  fervent  ^ 
confiruire  les  équations  déterminées  qui  furpajfent  le  4'  degré. 

494*  La  méthode  eft  femblable  à  celle  que  Ton  a  donnée  pour 
les  équations  déterminées  du  troifîéme  &  du  quatrième 
degré  \  il  faut  feulement  faire  évanouir  le  fécond  terme  des 
équations  à  réfoudre.  On  peut  fe  fervir  de  la  première  pa« 
rabole  cubique  ^'==  aax  pour  les  équations  du  j%  6%  7%  8* 
&  9«  degré,  comme  on  s*eft  fervi  delà  parabole  du  premier 
genre  pour  le  3*  &  4*  degré ,  &elle  fera  trouver  une  ou  plu- 
Seurs  équations  des  courbes  du  fécond  tenre  \  dont  l'une 
étant  jointe  avec  la  parabole  cubique ,  la  coupera  en  à^s 
points,  d'où  menant  les  ordonnées j^  delà  parabole  cubique, 

'  elles  feront  les  racines  de  l'équation  propofée.  Comme  Ton 
n^entrera  pas  ici  dans  le  détail  comme  Von  a  fait  pour  les 
équations  du'3*&  du  4^  degré,  &  qu'on  fera  obligé  d'employer 
plufieurs  lettres  qui  repréfentent  les  coëfîcièns  connus ,  on 
fe  ffervira  pour  cela  des  lettres  /,  k^  ly  m  y  Uy  f^qy  r,  s  y  ti 
êe  Ton  employera  a  pour  tenir  lieu  d^unité ,  &  pour  rendre 
Ions  les  termes  homogènes.  * 

La  propofée  eft  par  exemple  ^«  ^-  aly^^  a^m^^a^ny^ 

T*"  ^Vy  ^  ^^^^  •*"  ^^Uy  •*"  ^^^y  •*•  ^^*  "^  ^"   ^^  fuppofera 

i'éqoationyssrtf^jrj  on  mettra  au  lieti  de  v  fà  valeur,  ex« 
èepté  dans  Tune  àts  grandeurs  du  terme  j^\  &  l'on  aura  x* 
^^yxx-^-  mxx-Jh  ^yyx  -+-  //>f  -h  7/'  -^^akx  •+•  ryy  -^  asy 
^  aat  ssft  o  ^  qdi  eft  une  équacioit  à  une  courbe  du  iccond 
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genre,  qu'oapeot  décrire  par  points,  en  fuppôfànt  pour  troi>. 
yer  chaque  point  Tune  des  deux  inconnues  égales  d  Punité)| 
â  deux ,  trois ,  quatre»  &c.  ; 

!  Si  Ton  mettoit  au  lieu  de  y)  fa  valeur  aax  dans  le  terme  \y\ 
on  auroit  une  autre  courbe  du  fécond  genre  très-facile  à 
décrire  par  points  »  puifque  l'inconnue ^  ne  monteroit  qu'au 
iècond  degrç. 

Si  la  propofée  eftdu  douzième  degré  commey**-*-^*/^^      .  * 
^  aaky^ -^  iac.  enfuppofant  Téquation^ss^^mc^  on  trou* 
vera,  en  mettant  partout  >r4fj^  au  lieu  de  yi^^  une  équation 
d'une  courbe  du  troifiéme  genre,  qui  étant  jointe  avec  la 
parabole  cubique,  fera  trouver  les  racines  delà  propofée. 

On  pourra  dans  les  équations  des  degrés  plus  élevés  » 
employer  les  équations  â  la  parabole  d'un  genre  auffî  plus 
élevé ,  comme  y  =»  ^x,  v^  =  a^x^  &c. 

On  pourroit  au  lieu  de  l'équation  d  la  parabole,  employer 
l'équation  d  une  efpece  d'hyperbole  du  fécond  genre ,  du 
troifiéme  genre  »  &c.  comme^x  =^î,yx  =  a^^  &c. 

Enfin  l'on  pourroit  même  employer  pour  première  équa-< 
tîoQ  celle  d'une  fèâion  conique  ^  mais  en  fubflituant  la  vai 
leur  de  ^  en  x  prife  de  cette  équation,  on  trouveroit  celle 
d'une  courbe  d'un  genre  plus  élevé ,  laquelle  étant  jointe  d 
la  feâion  conique ,  feroic  trouver  les  racines  de  l'équation 
propofée.  ^  •    • 

V/age  des  courbes  pour  U  réfolution  des  FrobUmet 

des  ftiences  Pbyfico^mathematiquesK 

USAQE     DB      |.>     PaKABOLE. 

4?  5  •  L  A  courbe  que  décrit  «ne  bombe  Iorfqu*eile  fort  du  mop;    .      . 
tîer,  quelque  inclinaifon  que  l'on  donne  au  mortier,  eftune  ••  '^ 
parabole.  Car  fi  l'on  imagine  dans  la  figure  S%  qtie  la  vertk-  Fio.  Viou 
cale  HA  prolongée  au-defibus  de  A  eu  le  diamètre  -^  que  les 
points  2/,Q.K  dans  les  lignes  MO,  PR ,  SK  font  ceux  pa* 
où  paOfe  labombe ,  &  par  confequent  ceux  de  la  courbé 
qu'elle  décrit  j  que  les  lignes  menées  de  chacun  de  ces  pointé 
au  prolongement  de  HA,  qui  foient  parallèles  â  la  direâioÀ 
du  jet  ACM  PS,  font  les  ordonnées  :  il  fiitt  de  ce  qu'on  à 
démontré  att.  3 19,  iêcond.cas ,  &  3  3  o  ,  fécond  cas ,  que- lé 
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quarré  de  AM  égale  à  Tor donnée  du  point  N^  eftaa  quatre 
de  AP  égale  â  Tordonnée  du  point  Q^  comme  MN  égale 
d  la  partie  du  diamètre  ou  â  la  coupée  qui  répond  à  l'ordon- 
née du  point  N^  eft  à  /^i^^égale  à  la  partie  du  diamètre  qui 
répond  au  point  Qj  &i:omme  ii  eft  évident  par  les  art.  329 
&  3}o,  fécond  cas,  que  cette  propriété  convient  à  tous  les 
points  de  la  courbe  que  décrit  la  bombe  ^  &  que  c'eft  la  pro. 
♦5^8,  prieté  de  la  parabole^*  cette  courbe  eft  une  parabole  :  ainfi 
nommant  MN  { jc  ) ,  Pdi^) ,  A  M  {y  ) ,  AP  (0  >  on  ^  <^«W 
proportion  de  la  parabole yy.xj^::x.M. 

Avertijfement. 

On  déduit  ordinairement  la  réfolution  des  Problêmes  de 
i*art  de  jetter  les  bombes  des  propriétés  de  la  parabole  ; 
mais  comme  Ton  a  donné  cette  réfolution  fans  remployer, 
il  eft  inutile  de  s'y  arrêter  ici  :  on  mettra  au  lieu  de  cela  les 
deux  Problèmes  fuivans. 

PROBLEME      I. 

49  6.  TR  O  V  VE  R  l'équation  de  la  courbe  qui  paffe  par  les  fommets 
Tio.  VIII.       des  axes  de  toutes  les  paraboles  décrites  par  une  bombe  jettée 
•  par  une  même  force  de  poudre  ^  en  donnant  au  mortier  toutes  Us 
inclinaifans  poffibles  des  cordes  ^lQ^  A  E  ,  A  G ,  &c. 

Il  fout  s*imaginer  que  l'horizontale  jiOK  &  la  verticale//^ 
font  les  lignes  des  coordonnées  de  cette  courbe  que  Ton 
cherche  5  on  prendra  les  coupées  fur  AH  y  ainfî  les  A3y 
AD  y  AFy  &- leurs  parallèles  comme  ON  y  &c.  feront  les  x> 
&  les  ordonnées  fur  AOKy  aînfî  AO  &  les  parallèles  â  AO 
feront  les ^5  la  force  du  jet  HA  eft  donnée,  &  on  fuppofè 
HA^s=^d.  Il  eft  évident  que  le  point  le  pins  élevé  de  chaque 
•^H.  jet,  comme  le  point  iVT^'du  jet  par  y^C^eft  le  fommet  de  la 

parabole  de  ce  jet.  Or  par  Tart.  3*4  Ton  a  ^  ===  i^dx  —  xxy 
ce  qui  donne  yy  —  ^x  -v-  4xx=  o ,  qui  eft  Téquation  qui 
convient  à  tous  les  points  des  fommets  des  paraboles  d'une 
même  force  de  poudre,  c'eft.à.dire  à  tous  les  points  tes  plus 
élevés  de  ces  paraboles,  puifque  la  changeante^  marque 
Téloignement  AO  où  eft  chacun  de  Taxe  HA  y  &  la  chan- 
geante X  exprime  la  hauteur  AJBy  AJ)y  &c.  fur  Taxe  AH 
de  chacun  de  ces  points»  Mais  j^^  — 4^^  -i*  4xx  «=  o  efl 

inéquation 
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4*^quadon  d'une  ellipfè  *)  ainfî  la  courbe  qui  paflê  par  tous  *  nn 
ces  fommets  eft  une  dlipfê.  Ce  qu'il  f^dbit  trouver. 

PROBLEME       IL 

497*  "^R  OV  P^MR  NquMtion  de  la  c^rie  qui  tpucbe  tâUM  Uffa^ 
Tdtoles  Jtmne  mime  force  de  feudre. 

Jr  Ou  n  réifbudre  ce  Problême,  il  (ùfEr  de  cxmfîderer  deux  Fco.  XL 
4e  ces  paraboles  AMC^  AmC,  dont  les  axes  OM^  om  onc 
leurs  fommets  M  ^  m  par  le  Problême  précèdent  dans  la 
même  ellipfe  jiMmHy  ces  deux  paraboles  fe  coupent  tou« 
jours  en  un  point  C ^  lequel  point  C  efl:  toujours  au-dedans 
de  la  courbe  touchante ,  excepté  ce  fèul  cas ,  <jui  e(t  que  ce 
point  d'interfeâion  C  efl  dans  la  touchante,  lorfqueles  deux 
paraboles  AMC,  AmC  deviennent  une  feule  &  même  pa^ 
rabole ,  c'eft-â-dire ,  quand  les  deux  axcsOM,  em,  devien^ 
neot  un  même  axe  OM,  Se  par  confequent  les  deux  ordon* 
liées  AOy  Ao  deviennent  une  même  ordonnée.  Ces  chofes 
fuppofëes  X 

Soit  la  connue  AH^s^dy  l'ordonnée  AO,  Ae^=!^y^  U 
coupée  ou  la  partie  de  Taxe  OM,  om,  depuis  le  fommet,  s=x 
A.jjy— 4i/x-+-4xx=ao  eft  réquatîon  commune  ^ux  fom* 
mets  de  toutes  les  paraboles  par  le  Problême  précèdent, 
iùppofant  à  prefent  que  le  point  d*interfeâion  Ç  eft  dans  la 
courbe  touchante  -,  AB ,  qu'on  nommera  u,  fera  une  ordon*. 
née  de  la  courbe  touchante,  &  ^Ç ,  qu'on  nommera  i;;,»  en 
4era  la  coordonnée  j  ScTon  aura  par  la  propriété  de  la  para«. 

bole  AMC  cette  proportion  ♦ ,  le quarré  de  AO  {yy)  eft  à  la  ♦J^ 
partie  de  Taiçe  OM  (x),  comme  le  quarré  de  CJSTou  OB 
\^u^^y)^  qui  eft  nu — luy-^yy,  eft  i  la  partie  correspon- 
dante de  Paxe  JV/JVttail^a— C-»==itf  —  i^  ce  qui  donne 
l!équatioa  xyy  —  xj^  aas  uux  —  luyx  -+*  xyy ,  qui  fe  réduit  à 
B.  x^yy-^xuxy^uux  sa  o.  Cette  équation  convient  au 

point  d'interfeâioh  C  de  deux  paraboles  quelconques,  com- 
me AMC,  Amd;  dont  les^xe<^fié  ks. ordonnées  aux  axes 
font  fimplementpar^lleles^  faifant  évanom;  l'une;  des  deu^ 
coprdonnées  X  ou  y  à^s  deux  paraboles  par  lé  moyei^  des 
deux  équations  A  8c  B ,  par  exemple  prenant  la  valeur  de   . 

X'P^  ^hiMn%  Téquacion  E^^Uâ  fiibfticuant  datts  Péqoa^ 
T»meJIp         *        ^  $î 


9à 


•13^  Analyse  DEMo^Tan'e» 

non  A ,  on  trouve  rcquacion  D.yjf ^J,|-^^        — 

0s  G  ^  laquelle  équation  détermine  le  point  d'interfeâion  C, 
(  qui  par  Téquation  B  étoit  le  point  dSnterieâion  de  deuic 
paraboles  quelconques  ^  dbnt  les  axes  &  les  ordonnées  auk 
axes  étoient  fimplement  parallèles  )  à  être  le  point  dlnter- 
iêâion  C  de  deux  paraboles  quelconques  d*un  même  jec'^ 
c'êfl:.â-dire  de  deux  paraboles  quelconques  parmi  celles  dont 
les  fommets  des  axes  font  tous  dans  la  même  ellipfe  AMmft. 
Pour  déterminer  à  pfefent  Téquation  D  à  exprimer  le 
point  d'interfeâion  Ç  de  deux  de  ces  paraboles  d^un  mêmâ 
jet ,  qui  ont  leur  point  dlnterfeûion  C  dans  la  courbe  tou^ 
chance  qu^on  cherche ,  il  rit  faut  plus  que  fuppofer  que  ces 
deux  paraboles  AMC^  AmC  deviennent  une  même  pàra^ 
bolej  ce  qui  fe  fera  en  fuppofant  que  AO {y)  a  deux  valeurs 
égales  ou  dçux  fois  la  même  valeur  dans  Téquation  O*  Et 
^7;.  alors  multipliant  ^  Téquation  Dpar  la  progreffion  arîthme- 

tique  1,  i,  o,  on  trou vera  jr  as  -h ^  l^X^\^  Mettais  cette 

valeur  de^  &  Ion  quatre  â  la  place  Je/  &  dejf^  dans  Téqua* 
tion  D^  elle  deviendra  Péquation  E.  Mu^^dr^ — j^dd^sso^ 
qui  eft  réquation  de  tous  les  points  dlnterfèâton  C  de  tou^* 
ces  les  paraboles  d^une  même  force  de  poudre  prifês  deux  à' 
deux^tjuî  le  coupant  dans  un  point  Cde  la  courbe  touchante 
qu'on  cherche,  deviennent  deux  à  deux  une  même  pafa.' 
bole^  êc  font  par  là  que  Inéquation  E  exprime  le  raport  de 
chaque  point  C  de  cette  courbe  touchante  par  le  nK>yen  des 
* •  -  '  deux  coordonnées  changeantes  AJf{^)i  fie  :pC  (  iQ.  Et  comme 
Kéquatiorl  E  eft  celle  d'une  fat^bols^on  voit  que  Uconrber 
touch^nte^eft  une  parabole  ^  dont  W  JLeâeurs  lurouvexoi^ 
aiienieDt  le  paramètre.  C#  ip'//,^^ 


•  M  r  "  ;  •  •      •  '        •  •  •      '  •         '•  •  r 
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L  f  ▼  n  É    V I  IL   '  t}9 

^  '  ■  •  ."■■..•* 

Supposition. 

C/N^ppoic^  i<=^.qu'un  rayon  de  lumière  comme  fCpaflant 
d'un  milieu  dans  un  autre  différent  comme  4^  Tair  dans  le 
verre  9  s*il  eft  perpendiculaire  à  la  furface  des  deux  milieux , 
il  continue  dans  le  fécond  fon  chemin  dans  la  même  ligne 
droite  $  mais  que  s*il  eft  oblique  à  la  furface  des  deux  milieux, 
ilne  continue  pas  fon  chemin  dans  la  même  ligne  droite, 
mais  qu'il  (è  rompt  à  rentrée  du  fécond  milieu ,  &  qu'il  con<> 
tinue  enfuîte  fon  chemin  dans  une  autre  ligne  droite  cy*ott 
C(p.  x^  Que  fi  Ton  tire  une  perpendiculaire  pCP  à  la  fur-- 
£sice  es  qui  fepare  les  deux  milieux ,  (  quand  la  furface  eft 
courbe ,  la  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe  au 
point  C  oà  pailèle  rayon  de  lumière,  efl  la  perpendiculaire 
à  la  furface  des  deux  milieux  en  ce  point  C  qui  efl  le  point 
touchant,  )  l'angle  £Cp  que  forme  le  rayon  £Cavec  la  par* 
tie  Cp  de  la  perpendiculaire  qui  efl:  dans  lè  premier  milieu, 
s'appelle  VaTtgie  iincidence^  &  Tangle/C/^  ou  a^CP  que  forme 
le  rayon  rompu  C/ou  Cç  dans  le  fécond  milieu  avec  la 
perpendiculaire  CP  ^  s'appelle  Van^le  de  refraEiian.  y.  Que 
quand  plufieurs  rayons  de  lumière  pafiènt  ainfî  ol>liquement 
d'un  milieu  dans  un  autre ,  c'eft  une  loi  prouvée  par  l'expe^ 
^ence,  &'dont  on  donne  la  raifoQ  dans  la  Dioptrique  &  dans 
la  Phyfique,  que  le  raport  du  finusde  l'angle  d'incidence  & 
du  finus  de  l'angle  de  refraâion  efl  le  même  par  raport  à 
tous  les  rayons,  quelque  difi^ence  qu'il  y  ait  entre  les  angles 
d'incidence }  c'^ft  ce  raport  confiant  qu'on  appelle  le  raport 
delà  refratiion.  Quand  les  rayons  pafiènt  de  l'air  dans  le  verre^ 
ce  raport  eft  1}  &  quand  ils  pafTent  dn  verre  dans  l'air,  ce  ra- 
port  eft  |.  4®.  Que  dans  les  courbes  AC  le  rayon  incident  efl  fig.  xxv. 
EC  \  la  tangente  au  point  C  eft  CS>  la  perpendiculaire  à  ce  *^  ^xxn. 
point  eft  fCP  qui  rencontre  l'axe  AB  en  />  ou  ^  ;  le  rayon 
rompu  efl  C^ou  C<p  j  par  confèquent  l'angle  d'incidence  eft 
BCp  =sc  ( à  caiWc  des  parallèles  J5C,  AB)i,  l'angle  CPA  ou 
CpA^  qui  (  ou  fon  complément }  dans  le  triangle  CPfoxx  Cptp^ 
a  pour  côté  oppofé  le  rayon  ronipu  C/ou  C^i  &  l'angle  de 
refraâion  eft  PCfwi  /C^,  qui  dans  le  même  triangle  CPf 
ou  Cp^  a  pour  côté  oppofé  la  ligne  Pf  ou  p^  \  ainfi  le  finus 
de  l'angle  d'incidence  eft  au  fînus  de  l'angle  de  refraâion , 
Cpmme  le  ray^M  r^impa  C^oa  C\^  eft  ^  la.  cUflance  //'  ou  4^ 

S  \\ 


14»  AlTALTSE   D  E  M  O  KT  R  e'e.    . 

oà  e(t  le  poînt/ou  (p,  auquel  iè  raflëmbleac  les  rayons,, de fist 


paflènt  du  verre  dans  Pair,  comme  on  le  fuppofè  (fig.  i6>, 
/(p.  C<p  ::  !'•  }.  Ces  choies  fùppofees ,.  voici  L'écàt  ait  \x 
^      queftiom 

Il  s*agît  de  trouver  la  courbe  AC  (  fîg.  i  y  8c  1 6  ) ,  qw/bît 
telle  que  menant  des  lignes  droites  Cf^  C(frde  tous  les  points  C 
de  la  courbe  à  ua  point  fixe /ou  (p.- de  l'axe  ^J?,.&  menant 
auffi  par  tous  les  points  C  de  kt  courbe  des  perpendiculaires 
fCPy  à  la  caneente  de  ces  points  C,  jufi^u'à  Taxe  en.  JP  ou  j>, 
le  raporc  de  chaque  Cf  ou  C^  à  la  difl^tnce  correfpondante 
fP  ou  9^  foie  toujours  le  même  raport  y  6c  qyu'on  puifle  ift 
tendre  égal  au  caporc|  fig.  ly^,  f  fig.  x6^ 

RESOLlTTlOîf^ 

L  Es  figures  i  y  &  i6  font  voir  d'une  manière  ff  claire  &  Œ 
courte  que  la  courbe  AC  doit  être  une  ellipie  quand  les 
rayons  paflènt  de  l'air  datis  leverre^  &  une  hyperbole  quand 
ils  paflent  du  verre  dans  Fair ,  qu'il  eft  inutile  de  cherches 
ces  courbes  par  l^Analyfe:  Car  MP  &  CP  ou  Cp  étant  fiip- 

Itg.  >rxv;  pofées.  perpendiculaires;  â  la*  tangente  CS^  &  par  conséquent 
&  xxvn  étant  parallèles  ^  Paxe^iftt  ou  ^<c,  ou  la  ligne  égale  à  l*axe 

Vi  «C42U.  ^juff  ou  A/^  eft  à  la  diftance  des  foyers  F  fou  Pp  y  comme 
chaque  rayon»  rompu:  C/ ou  Cftefli  à /'/oa /r<pt  .diflance  où 
cft  le  foyer /ou  ^  delà  perpendiculaire  CP  oM^Cp-i  d'ôiHk. 
l'on  voit  qu'en  faifant  une  ellipfe  donc  l'axe  jéx  è>k  à  la» 
diftance'  des  foyers  F f comme  y  ii,&c  une  hyperbole  donc 
Tane  j4tL  fbit  à  la.  diftance  des  foyers  P^  comme  x  à.  3  ,:ces» 
deux  courbes  feront  celles  que  l'on  cherche^ . 

Jn.xsy.  Ceft  pourquoi  fi  après  avoir  tracé  wic  ellipfe  AC  dbnc 
l^àxe^a  foft  â  ht  diftance  des  foyers  i^/como^e.  y  a  z ,  ôûf 
décrit  un  arc  de  cercle  du  centre /avec  quel  ^ayon  on  vou-- 
dra/C  moindre  que/^,  qui:  rencontre  rdlîpfe  aux  dcar. 
points  Cy  Cj.  I'un« au^-deflùs,  l'autre  au^^defibus  de  l'axé ,  fie  que 
ron  h.Çk:  tourner  la  figure  cômprife  entre  Parc  de  relHpfè: 
k  l*arc  du  cercle  autour  de  Taxe  j4B  j  cUe  décrira  ht  figure 
convexe  d'un  côté  fie  concave  de  l'autre  qtt'il  faut  donner  i^ 
«aveixe;,afi]2  que  les  rayons  parallèles  à  l'axe  ji£:  comme  £C^ 


L  r  V  n  E    rill. 
tombant  de  Pair  fur  la  (urface  convexe  CA,  ils  aillent  cous 
ie  raflembler  au  foyer  / 

Après  avoir  de  même  tracé  une' hyperbole :^C(fîg.  x6)y 
'^ont  la  diftance  des  foyers  F^  foit  iTaxe  À(l  coin  me  }  i  r, 
.fi  Ton  tire  une  perpendiculaire  CJ5  à  Taxe  j4B  y  &  qu'on 
faflè  tourner  la  ngure  ACB  autour  de  Taxe  AB\  elle  décrira 
la  figure  quil  feut  donner  à  un  morceau  de  verte,  afin  que 
les  rayons  EC  parallèles  à  Paxe  gui  entreront  dans  le  verre 
au  travers  de  fa  Ifgne  droite  £C  fans  y  foufFrir  de  rcfradioii: 
lui  étant  perpendicuiafres,  foient  détournés  par  la  refradic^i 
qu'ils  fbuBEirfront  au  forcir  du  verre  par  la  fiirface  hyperi^o- 
fique  du  vi^rre  aux  points  C^  r^  de  manière  qu'ils  aillenc: 
Cou^  &  rafièmbler  au  foyer  f .  Ce  qu^ilfalloit  trouver. ^ 


Vfis^  ^£  U  CycloUie  pouf  donner  de  h  régularité 

aux  Horloges^ 

*^S*  TROWER  quflîe  efi  fa  nature  de  U  courte  DPGA  qw^  Ko. 
^  centre  de  fe fauteur  P  J^uw pendule  JimfLe  S^F^ou  le  centre 
d*ofàlléiPion  P  (l'un  pendule  SP'  qu^enfufpafe  càmpop  y  doit 
iicrire  par  [a  pefànteur  ^  afin  que  chacune  de  fes^vibrdtUm  om 
chacune^des  dèfcentes  de  et  centre  depuis  quel  point  on  voudra, 
de  la  courHe ,  comme  du-point  D^  ou  du  point  Vy^ou  du^ point  G',, 
0U  de  tout  autre  paint  jttfqu' au  point  U  plus  bas  ^y.fe  fâjTêf 
tou^urs  dans  un  temps  égal. 

:  S  u  P   F   O    s  I  T  I   O   ir  Si 


Ko*'V!lIl' 


On  fûppofé  que  quand  uff  c&rps'  pefanr  defççnd' par  le^ 

.moûventent  de-fa  feule  pefantëur^.  fbiC  par  une  ligne  Vertjl 

cale  J?^^  foie  par' on'  pkn  iilcliné  comme  6^  termindpar 

les  mêmes^horizonta)esi7&3  AL^X^  vicefle  qu'il  aura  aoqui- 

.fe  par  la  deicend^  inclinée  G-^ ^ fera*  égale  à^  la  vicede  qu'il' 

auroic  acquife  par  la-  defcentb^  J?^^:  terminée  par  les  .mêmesS' 

.  ]ïorizt>ncales  j^iC^  AL.  Ainfr  k>  viteife.  acquife  par  S'A  éfanc: 

ae  yJiEÀ^^X^^  viteflfe  acquife  par  OA  oft.  auffi  ég;ali&  k\/PA'  *')^tî. 

Maisle  cemps  eft  differencj, car  le  temps  T  par /?^=«i?^%;iP%idi^o^ 

kle  ternes  /par  GA^^^^  j,  ainfi  r .  *  t:FA.GA^\ï>'iii:. 

8  luk 


I4t  lill  At-Y  S  E     O  £M,Oy  TR  B'e. 

ron  dëdiiic  âilemenc  que  fî  differens  corps  pe(an$  defceiir 
doîenc  par  piu(îeurs  plans  dif&remment  inclinés  qui  fuflènc 
compris  enue  les  mêmes  horizontales  ^  les  temps  employés 
'à  delcendre  par  ces  plans  difiFerens  ieroient  proportionels 
aux  longueurs  de  ces  plans. 

D^oii  il  fpit  que  les  terap$  des  defcentes  d'un  corps  pefànt 

tombant  librement  par  les  cordes  G^ ,  Ej4,  C^,  &c.  d'un 

cercle  dpnt  le  diamètre  j4H  eft  vertical,  font  tous  égauv 

entr'eux  ^  &  égaux  chacun  au  temps  de  la  defcente  par  le 

diamètre  Hj4.  Car  nommant  la  confiante  JF£^  (d)  y  chacune 

de;  changeantes  ^F,  AD^  AB^  &c.  (x),  Ton  aura  chacune 

♦  i88.  des  cordes  GA^  EA^  CA ,  &c.  =55  Vdx  *  î  les  temps  des  dcf- 

*  joi.  «c  centes  par  ces  cordes  feront  égaux  chacun  *  à  ^^  5==  iV^ 

)  lo-      =ss  î7^  )  qui  e(t  le  temps  de  la  deicente  par  le  diamètre  MA. 

I  L 

FiG.  XLL     Si  xm  même  corps  pefant  defcendoit  de  fuite  par  plufîeurs 

plans  inclinés  contigus  qui  ^flent  les  uns  avec  les  autres  des 

angles,  qui  ne  diflèraiTent  de  la  ligne  droite  ou  de  1 8  o  degrés 

'  '  que  par  dés  angles  infiniment  petits,  comme  font  les  côtés 

infiniment  petits  dont  on  conçoit  que  font  formées  les  lignes 

courbes ,  la  vitefTe  acquife  par  la  deicente  de  ces  plans  comme 

par  DPG  (  fîg.  41  ) ,  efl  auffî  égale  à  la  vitefle  acquife  par  \z 

defcente  de  la  verticale  £ikf  comprife  entre  les  mêmes  hori' 

zontales  Ep/  Ji^Gi  ainfî  la  vitefTe  par  DI^G  =  VEMi 

la  vitefle  acquife  par  DPG  A  =  VEA  i  &  le  temps  T  de  la 

»  SOI.  8c  defcente  par  DPG  eft  ^^f^*  »  le  temps  t  de  la  defcente  par 

''''•       DP  A  cfl  'f^.  Ces  chofel  fuppofées ,  voici  la  réfolution. 

R.ESOLUT10N.  *> 

V>  Okcbvant  rorigine  dt  la  courbe  au  point  A,  on  mar^ 

quera  chacun  des  arcs  AGy  AP,  AD,  &c.  qui  doivent  être 

parcourus,  dans  un  même  temps  par  ht  changeante  j  3  &  ce 

temps  égal  &  confiant  de  la  deurente  par  chaque  s  fera  nom* 

mé  Ti  fic-chacune  des  verticales  AMj  AB,  AEy  &c.  cor- 

refpottdante  à  chaque /^  s'exprimera  (>ar  la  changeante  x. 

^'>'    Ot  la  viceiTe  acquife  par  la  defcente  de  chaque  s  effc  cgate 

•CI.  -  #  j^.  .j^  \/x%a!nfî  le  temps  T  de  la  defcente  par  chaque  /  f^ra^  j 

MHi  bien  y  parceque  cette  exprefUon  convive  au  temps  é^ 


\.  »  • 


1 1  T  IL  1   Vin.    '  i4j 

chacun  des  arcs ,  on  peut  la  divifer  par  i,  &  la  marquer 
ainfî  ^ }  cette  expreifion  du  temps  devant  être  la  même 
pour  chacun  des  arcs ,  puifquc  les  temps  pendant  lefquels 
ils  doivent  Être  parcourus  fooc  égaux ,  efl  égale  i  ane  gran- 
deur confiante }  on  peut  donc  la  lup^ofèr  dgalc  à  la  grandeur 
confiante.  z^<«î  par  confequenc  l'on  aura  ^,ss3iV<>,  qui  Ce 
téduit  i  s^^iVax^qm  eft  Véqbatîon  de  la  courbe  que  IW 
cherche.  Or  c'efl:  l'cquadon  de  la  cyéloïde  *.  Âînu  iî  Ton  *  ijt. 
fait  décrire  au  centre  de;  pdànteur  ou  d'orcillation  des  arcs 
de  cycloïde ,  les  durées  des  vibrations  du  pendule  feront 
toujours-  égales,  {èic-que  le  poids  de  l'iiorloge  agitant  plus 
fort  j  faâè  décrire  de  plusgradds  arcs  de  cycloïde  y  fbît  que 
le  poids  de  l'horloge  st^^mt^  moimfo^t  ,eii  faife  décrire  de 
plus  petits. 

D*où  l'on  voit  que  pour  donner  une  entière  jufteflê  aux 
horloges,  il  ne  refte  plus  ^a'A  troiveï  là  ihoyén  de  fefa-^' 
décrire  au  centre  de  pe&nceuron  dfoTciUatibti  du  pendule, 
des  arcs  de  cycloïde  y  ce  que  l'on  enfeignera  dam  la  féconde 
partie."',  "^-'    ''■'""■    ■•■-■■■''■■-    -■■'■:■■.''"•    .--^ 

'jtvettijfement.  ' 

Les  courbesont  une  infinité  d'autres, beaux  u&ges,inaî»j 
ce  que  l'on  en  a"  dit  fiiffic  pour  ifaire  vofrauxLaîeufîiCQm-; 
ment  l'Analyiè  Je«,  fait  découvrir  p^  le  calcul  onjcùnairc^le 
i*Algel;>re,  quand  cela  cft,p9ffitle.;   .  .' .  ;  ■'],-. 


7'j;.-."i  ;  ,ri'- 
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SECONDE  PARTIE. 

Vft^  di  VAnélyfe  dam  h  réfilMtiim  des  Problèmes  de 

UGeomefrie&des/ciencesPfyficO'matbemdtiqHeSf, 

en  employant  le  calcul  différentiel, 

PREMIERE  SECTION. 

^à  l'on  "  exfU^ne  le  calcul  différentiel  (^  les  principes 

dent  il  défends 


1 1 


P^]DHC^?E    9V    Ç.AI.C1J.L    OIFFfiHENTlEL    E  K  I  ST 
.....  SES    ÂN-CI£M>S:  Gl  OMET  B:£S.> 

500.  ^^^Esr  une  chofe  ordinaire  aux  anciens  Géomètres  de 
\^  regarder  deux  quantités  comme  ^tant  égales  quand 
elles  difterent  moins  entr'elles  qu'aucune  grandeur  finie,  de 
déterniinée  j  tant  petite  qu'elle  puii^e  être,  en  demeurant 
finitfoii  bornée;         /^  ,    !  ' 

'•  <j'èft  funte'-pi^întîpc  x^jû'en  cotfcevatit  dés  polygones  înC 
crits  Se  .drconfcrits  au  cercle ,  dont  lé^'côtés  allant  ^n  dimi- 
nuant diP  plus  en  plus  à  Tinfini,  font  que  le  périmètre  6c  Paire 
de  ceux  de  ces  polyeones  qui  oiit  les  côtés  les  plus  petits, 
approchent  le  plus  du  perimctre  fie  de  Taire  du  cercle  ^  ils 
iupporoîent  qu'on  pouvoircpncevoift  un  polygone  infcritfic 
un  autre  circonfcrit  dé  tant  de  côtés ,  &  par  confequent  de 
c:ôtés  Cl  petits ,  que  U  diâb*ence  entre  ces  {{eux  polygones ,  8c 
à  plus  forte  raifon  la  difierence  de  l'un  &£  de  l'autre  d'avec  le 
cercle ,  filt  moindre  qu'aucune  grandeur  fini?  6c  détermînéei 
i6c  ils  regardoient  le  dernier,  pour  ainfî  dire,  de  ces  poIy«- 
gones  infcrîcs  6c  le  dernier  de  ces  çirçonfcrits  comme  ég^ux 
entr'eux  8c  au  cercle  ;  ce  quils  n'auroient  pu  faire  qu'en 
concevant  les  côtés  de  chacun  de  ces  polygones  comme  in^ 
finiment  petits ,  êc  comme  y  en  ayant  une  infinité  ^  puifque 
pendant  qu'ils  demeureroient  finis  6c  déterminés ,  la  ditte* 
ff^CjPdu  polyj^one  infcrip  ^  du  cirçonfcrft  fproit  finiç ,  8c  de 
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même  leur  différence  d'avec  le  cercle  feroit  auflî  finie ^&  1  on 
ne  pourroic  pas  fuppofer  ces  trois  figures  égales  >  cdmptie  il 
leur  écoit  neceflàire  de  le  faire ^  afin  que  leurs  preuves  fu4 
fcnc  démonftracives.  C*eft  par  ce  principe  que  font  dcnion- 
trces  la  plupart  des  propofiçions  du  1 2'  Zivre  ££%clide. 
5^)1.      On  s'eft  heureufement  avifé  de  notre  temps  de  donner 
des  expreffions  propres  à  ces  différences  infiniment  petites , 
liefquelles  dififèrençes  pendant  qu'elles  font  réelles  ont  des 
raports  entr'elles  très-rcels ,  &  qui  font  égaux  aux  raports 
à^s  grandeurs  finies,  parle  moyen  defquelles  ces  raports  des 
différences  peuvent  être  exprimés.  La  méthode  de  trouver 
les  expreffions  des  différences  &  de  leurs  raports ,  efl  ce 
qu'on  appelle  le  calcul  des  différences  y  ou  le  calcul  différentiel  % 
par  le  moyen  duquel  on  trouve  d'une  manière  courte  &  fa- 
cile une  infinité  de  raports  entre  les  lignes  droites  &  cour- 
bes géométriques  &  méchaniques  qu'on  auroit  bien  de  la 
peine  â  trouver  par  d'autres  voyes  j  &  comme  les  grandeurs 
entières  que  l'on  peut  comparer  ont  des  différences  qui  ont 
des  expreffions  qui  les  leur  rendent  propres ,  on  peut  retour, 
ner  de  ces  différences  aux  grandeurs  entières  qu'on  appelle 
fommes  ou  intégrales  y  &  les  trouver  par  le  moyen  de  leurs  dif- 
férences :  Ce  retour  des  différences  aux  grandeurs  intégrales 
dont  elles  font  les  différences ,  eft  ce  qu'on  nomme  le  calcul 
intégral.  Par  le  calcul  différentiel  on  trouve  les  expreffions  des 
dififerences  des  grandeurs  intégrales,  &  l'on  fait  fur  ces  ex-«[ 
preffions  les  opérations  que  fait  l'Algèbre  fur  les  grandeur^ 
algébriques  ^  par  le  calcul  intégral  on  trouve  les  expreffions 
des  grandeurs  intégrales  dont  on  a  l'expreffion  des  difterences^ 

Utilités  DE   CES  Calcul  s. 

50 z.  OEpuis  qu'on  a  employé  ces  calculs  dans  l'ufage  d^  a> 
l'Analyfe^  on  a  non  feulement  réfolu  d'une  m^iere  plus 
courte  (Se  plus  aifée  la  plupart  des  plus  difl^ciles  Prob]ême$ 
qu'on  avpit  réfblus  par  le  cajcul  ordinaire  j  mais  on  a  faiq 
des  découvertes  fur  prenantes  dans  laGeopetrie  ççmpofée 
&  dans  les^  fciences  phyfîco. mathématiques,,  comme  on  l4 
peut  voir  dans  les  Mémoires  de  Pjicadeniie^  dans  Us  AElès  dâ^ 
ZeijtftCj  dans  Î^Analyfe  des  Infiniment  Petits^  dsLpsîes  Qu^ra* 
ges  de  M.  Newton  y  &  dans  tous  les  autres  où  Ton  employé 
c^s  calculs.  .  .    ,j     ,     .      . 
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14^  Amalyse    demontr b*ë. 

On  applique  ces  calculs  aux  courbes  mcchaniques^  comme 
aux  courbes  géométriques  ,&  Ton  découvre  par  leur  moyen 
les  propriétés  des  unes  &  des  autres  avec  la  même  facilité. 

Il  n'eft  pomt  neceiTaire  dans  ces  calculs  d^ôter  les  fignes 
radicaux ,  ce  qu^ôi^  Tun  des  plus  grands  embarras  du  calcul 
ordinaire ,  outre  que  ces  calculs  font  ordinairement  plus 
courts  d^eux-mêmcs  que  ne  font  les  ordinaires. 

Ces  calculs  fuivent  la  nature  dans  la  réfolution  des  Pro* 
blêmes  phyfîco.marhematiques,  laquelle  n'agîflànt  que  par 
le  mouvement  &  les  figures  ^  commence  &  agît  ordinaire*^ 
ment  par  des  degrés  infiniment  petits  â  chaque  inftant  du 
temps  ^  chacun  de  ces  inftans  étant  aufli  infiniment  petit. 

Enfin  on  réduit  par  ces  calculs  la  Géométrie  compofée 
ou  la  Géométrie  de  toutes  les  courbes  à  la  Géométrie  fimple 
des  figures  reftilîgncs,  ce  qui  la  réduit  à  toute  la  fimplicité 
poflîble  ^  8c  ce  qui  met  les  Géomètres  en  état  de  la  porter 
à  toute  la  perf/:dion  poffiblc. 

£^  principe  du  calcul  différentiel  fert  â  denumtrer  fans  calcul 
flufieurs  frof  épiions  de  la  Géométrie  compofie. 

v3  E  principe  que  dans  la  comparaî/bn  des  grandeurs  finies 
on  peut  regarder  des  diflerences  qu'elles  ont  entr*elles  ^  plus 
petites  qu'aucune  grandeur  déterminée^  ou  infiniment  petites 
(  on  n'entend  que  la  même  chofè  par  ces  deux  expreffions  )  » 
ce  principe  y  dis-je  y  fuffit  pour  démontrer  fans  calcul  &  d'une 
manière  très-fimple  plufîeurs  propofitions  de  la  Géométrie 
compofée ,  que  Ton  ne  démontre  que  par  de  longs  circuits. 
En  v(Mci  quelques  exemples  fur  la  cycloïde. 
50}*      Si  Ton  mené  par  un  point  quelconque  /de  la  cycloïde 
I  l'ordonnée /ï"^  parallèle  à  la  bafe  DE  qui  rencontre  le  cer- 
^'  cle  générateur  en  F^  qu'on  tirie la  Corde FA^bc qu'on  mené 
par  f\zdfo\ttfa  parallèle  â  la  corde  FAy  fa  fera  la  ran- 


Tl  G  OR 

XXXV 


00  peut  concevoir  que  cette  cotât  fe  tournant  à  cet  înftanc 
fur  le  point  e^  contme  furnn  centre,  décrit  par  fon  extrê- 
iftîté/un  arc  /  infiniment  petit,  qui  fait  la  petite  partie  /de 
la  cycloïde  :  or  <;^étant  le  rayon  de  ce  petit  arc,  eft  perpen- 
diculaire à  la  tangente  de  ce  petit  arc  fi  fa  perpendiculaire 
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à  efy  &  garallele^  F^^  eft  donc  la  tangente  de  ce  petit  arc  / 
ou  de  ce  point/  de  la  cycloïde  j  d'où  il  fuit  ^uffi  que  fc  eft 
parallèle  a  I£.   *  , 

504.  Pour  entendre  les  prapofîtions  fuivantes,  il  faut  remar*  Tie.XLU 
quer  que  fi  Ton  envelope  la  courbe  SKD  d'un  fil  également 

tendu  par  tout,  qui  foit  comme  colc  fur  cette  çovrlje^  &  qui .  > 
liiî  foit  égal  en  longueur ,  qu'on  develope  çnfuite  la  courbe 
en  commençant  au  point  D ,  &  que  Pextrêmité  D  du  fil 
pendant  le  developement  infenfible  que  Ton  fait  de  la  courbe 
DKS^  décrive  la  leconde  courbe  DPu4  5  la  première  courbe 
DKS  s'appelle  la  devilopee  de  la  féconde  courbe  D  PA ; 
chacune  des  parties  du  fil  comme  PK  détachées  les  unes 
après  les  autres  de  dejOTus  la  developée  T^KS  ^  s'appellent  leg 
rayons  de  la  develofée  i  &  la  courbe  DP  A  eft  la  courbe  for* 
mée  par  le  developement  du  fil  de  la  developée.  Ces  choies 
fuppofées  : 

505.  IJ  eft  évident  que  chaque  rayon  iCP  de  la  developée  eft 
égal  â  la  partie  developée  DK  de  la  courbe  DKSj  fi  ce  ïi'eft 
quand  le  fil  qui  envelope  la  developée  eft  plus  long  ou  plus 

,  court  que  la  courbe  qu'il  envelope  j  car  dans  le  premier  cas 
le  rayon  de  la  developée  eft  égal  à  la  partie  de  cette  courbe 
qui  eft  developée ,  &  de  plus  à  la  ligne  droite  dont  on  fuppofè 
que  le  fil  furpafiè  la  courbe  qu'il  envelope  j  &  dans  le  fécond 
cas  il  n'eft  égal  qu'à  la  partie  de  là  courbe  qu'on  fuppofe  qu'il 
envelopoit. 

J06.  Que  chaque  rayon  KP  de  la  developée  eft  une  tangente 
de  la  developée  •  car  le  refte  SKdn  rayon  KP  demeurant 
comme  colé  à  la  developée ,  le  point  K  eft  la  particule  de 
,  la  developée  du  point  2C  j  &  le  rayon  KP  ne  fait  qu'une  ligne 
droite  avec  cette  particule  &  en  eft  le  prolongement  -,  amfi 
le  rayon  KP  eft  la  tangente  de  la  developée  en  ce  point  K. 

5  07-  Qî?^  chaque  rayon  KP  de  la  developée  eft  perpendiculaire 
au  point  P  à  la  courbe  DP  A.  Car  on  peut  concevoir  que  le 
rayon  KP  à  l'inftant  qu'il  forme  la  particule  P  de  la  courbe 
DPA^  fc  meut  fur  le  centre  JRC,  &  qu'il  forme  un  arc  infini- 
ment petit  P  qui  eft  la  particule  P  de  la  courbe  DP  A.  Or 
le  rayon  KP  eft  perpendiculaire  au  petit  arc  i^  ou  à  Ja  petite 
partie  de  la  tangente  au  point  P-^  laquelle  petite  partie  eft 
en  même  temps  le  petit  arc  formé  par  le  rayon  KP ,  la  par- 
ticule P  delà  courbe  DPA^  Ôc  la  petite  partie  de  la  tangente^ 

'       T  î j 


14*  Analyse   demontrb'e; 

Suppofons  â  prefenc  que  DP  A  eft  une  cycloïde  dont  le 
cercle  générateur  eft  j4F  Ey  la  bafe  DE  égale  â  la  demi-cîr. 
conférence ^-F-B,  &  qu'il  faille  trouver  la  longueur  PK  du 
rayon  de  la  developéc  au  point  P^  &  enfuitc qu'elle  eftla  natu. 
re  de  la  courbe  DKS  qui  eft  la  dèvelopce  de  la  cycloïde  DP  A. 
Jo8.  Pour  trouver  la  longueur  du  rayon  PKy  il  feut  concevoir 
que  PG  eft  une  partie  infiniment  petite  de  la  cycloïde ,  que 
PK  eft  la  perpendiculaire  de  la  cycloïde  au  point  P^  &:  que 
GK  l'eft  au  point  G  5  â  caufè  qu'on  fuppofe  GP  infiniment 
petite  ^  les  deux  perpendiculaires  PKy  GK  peuvent  être  con- 
iîderées  comme  partant  du  même  point  K  de  la  developée 
qui  eft  comme  le  centre  autour  duquel  le  fil  ou  le  rayon  PK 
eft  conçu  tourner  lorfqu'il  forme  la  particule  PG  5  qu'on 
mené  les  ordonnées  PPS^  GHMy  qui  rencontrent  le  cercle 
générateur  aux  points  F  Se  H  par  où  il  faut  mener  les  cor- 
des EP  j^  FA  y  EH  y  H  Al  enfin  qu'on  conçoive  décrits  à^s 
centres  KhcE  les  petits  dites  fl^  FLy  les  petits  triangles  redan- 
glcs  FLHy  flh  feront  femblables  &  égaux  5  car  i^  les  hy- 

{>othenu(es  JkF  y  hf  (ont  égales ,  puifque  par  la  formation  de 
a  cycloïde  *  E/=  FP{i  caufe  des  parallèles  fPy  FE)j6c 
que  FP  eft  égale  à  Tare  AHF y  &  par  la  même  raifon  Eh- 
s=  HG  =  à  Tare  AH;  ainfî  Ef—Eh=^hf=z  i  Tare  A  F 
—  Tare  AH  =  Tare  F  H.  2^.  hl=Gh  —  Pf==:  à  la  corde 
£H — la  corde  EF  =zHZy  par  confequent  le  petit  côté 
ou  le  petit  arc//  eft  égal  au  petit  côté  ou  au  petit  arc  FZy 
mzisfKl=  F  EL,  à  caufe  des  parallèles  KPyEFy^  KO  y  EH. 
D'où  il  fuit  que  les  rayons  de  ces  petits  arcs  qui  font  X/& 
FF  font  égaux  :  mais/P  parla  formation  de  la  cycloïde  eft 
égale  à  la  corde  EFh  par  confequent  le  rayon  KP  eft  double 
delà  corde  EF.  Et  comme  la  même  démonftrarion  convient 
â  tout  autre  rayon  repréfenté  par  iC  /^ ,  il  eft  évident  que 
chaque  rayon  PK  de  la  developée  de  la  cycloïde  eft  toujours 
double  de  la  corde  correfpondante  EF  du  cercle  générateur, 
&  que  par  confequent  SA  eft  double  du  diamètre  AE. 
509.  Pour  trou  ver  la  nature  de  la  developée  DX5  de  la  cycloïde, 
îl  faut  mener  De  perpendiculaire  à  la  bafe  DE  delà  cycloïde 
&  égalai  EAoM  à  fon  égale  ES  y  décrire  fur  le  diamètre  De 
le  demi-cercle  Die  5  tirer  la  corde  DI  parai lele  à  Pfèc  à  FE^ 
qui  fera  par  confeauent  l'angle  fDl  égal  à  fon  alterne  DEFy 
ce  qui  fera  caufe  (les  cercles  DJe^  AFE  étant  égaux  ),  que 
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ces  cordes  BI,MF  feront  égales,  &  leurs  arcs  égaux ,  &que 
D/  fera  auffi  égale  à  fK  qui  eft  égale  à  £jF  s  &  menant  IK , 
elle  fera  égale  &  parallèle  i  Df.  Ces  chofes  fuppofées  : 

La  baie  ED  étant  égale  à  la  demi.circonferencê  jiFE, 
icFP  ou  fon  égale  £/étant  égale  à  Tare  AHF  *,  le  refk/2)  *4;4J^ 
de  la  bafe  eft  égal  à  Parc  £i?  &  d  l'arc  DI  qui  eft  égal  iEFi 
l'ordonnée  iC/ de  la  developée  DKS  menée  d*un  point  qucU 
conque  K  au  cercle  Die  y  étant  éeale  à  Dfy  eft  par  confequenc 
égale  à  Tare  D/î  &  comme  il  eft  évident  que  la  démonftra-; 
cion  peut  s'appliquer  à  tout  autre  point  de  la  developée,  la 
propriété  de  cette  developée  eft  que  chaque  ordonnée  iC/eft 
égale  à  Tare  correfpondant  BJ  du  cercle  Ble.  Et  comme  * 
c'eft  la  propriété  de  la  cy cloïde  *  dont  D  /  ^  eft  Je  cercle  *  4s^ 
générateur,  la  developée  DKS  de  la  cycloïde  BPA^  eft  elle- 
même  une  cycloïde  égale  â  la  première  BPA ,  puifque  le 
cercle  générateur  de  Tune  eft  égal  à  celui  de  l'autre  :  Elle 
éft  feulement  dans  une  autre  fituation  ;  le  point  D  de  la  de- 
velopée répond  au  pointa  de  la  cycloïde  BPA ,  &  le  point; 
S  de  la  première  au  point  B  de  la  féconde, 
jio.      Comme  Ton  a  démontré  que  chaque  panie  iC/^  du  fil 
developé  eft  double  de  la  corde  correfpondante  BI ^  &  com* 
me  la  partie  KP  du  fil  developé  eft  égale  â  la  partie  develo- 
pée BK  de  la  cycloïde  BKSh^^  s'enfuit  que  chacun  des 
arcs  BK  d'une  cycloïde  eft  double  de  la  corde  correfpoo-. 
dante  BI  du  cercle  générateur,  &  que  la  cycloïde  BKS 
eft  double  du  diamètre  Be  da  cercle  générateur. 

Remakq^ues.. 

Oà  Ton  explique  ce  qui  refioit  à  faire  four  donner  la  régularité  . 

aux  Horloges. 

511.  Il  eft  à  prefent  évident  que  fi  l*on  donne  à  deux  lames  de 
cuivre  SKy  Sk  la  courbure  SK  d'une  cycloïde  SKB,  dont  le 
cercle  générateur  Ble  ait  pour  diamètre  Be\^  moîcié  de 
la  longueur  du  pendule  SP  ou  de  fon  égale  SA  y  qu'on  fup* 
pofe  être  la  longueur  du  pendule  dont  les  vibrations  font 
précîfément  d'une  féconde-,  &  que  Ton  fufpende  le  pendule 
SA  ou  SP  au  point  5  entre  ces  deux  lames  de  cuivre  par  une 
foye  déliée^  de  façon  que  quelque  mouvement  que  le  poids 
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de  rhorlogc  imprime  au  pendule  SP^  ce  pendule  fbît  toUi; 
jours  la  tangente  de  la  cycloïde  5j^  ou  iit;  il  eft^  dîs-jc^ 
évident  que  le  centre  de  pefanteur  ou  d'ofciilation  P^  dé^ 
crira  dans  toutes  Tes  vibrations  des  arcs  de  cycloïde  AP^ltù 
f  4$i.  ijaelfes  par  confequent  *  feront  toutes  d'une  égale  durée.  Ce 
qui  rëftoit  à  démontrer  de  ce  qu'il  faut  faire  pour  donner 
'  toute  la  juftefle  pofEble  aux  horloges  j  &  c'eft  pour  cela  qu'oi\ 
a  didiîi  ici  ces  Exemples  de  la  cycloïde. 

II. 

5 1  z  •      Comme  Ton  peut  regarder  des  grandeurs  infiniment  pe- 
tites par  raport  aux  grandeurs  finies  dont  elles  font  les  dif- 
férences ,  on  peut  regarder  de  même  des  grandeurs  comme 
infiniment  grandes  par  raport  à  d'autres  finies  qui  devien- 
nent égales  à  zéro  par  raport  à  ces  grandeurs  infiniment 
plus  grandes  j  on  démontre  facilement  par  là  plufîeurs  pro^ 
^ofitions  de  Géométrie  j  par  exemple  on  a  déterminé  par  là 
la  fituation  des  afymptotes  de  l'hyperbole  art.  400.  en  fup^ 
pofànt  qu'elles  font  des  tangentes  de  l'hyperbole  à  des  points 
înfii\iment  éloignés  du  centre  de  l'hyperbole.   De  même 
dans  les  Problêmes  où  entrent  les  triangles  reâangles  donc 
un  côté  augmente  toujours  pendant  que  l'autre  demeure  le 
même,  ou  bien  diminue  toujours ,  en  fuppofànt  que  ce  der« 
ilier  côté  eft  égal  â  zéro  par  raport  à  l'autre ,  ou  que  celui- 
d  devient  infini  •  alors  le  côté  infini  te  Thypotenufe  devien« 
nent  parallèles.  De  même  quand  un  angle  aigu  va  toujours 
en  diminuant ,  en  le  fuppofànt  égal  â  zéro ,  ou  infiniment 
petit,  &:  fes  côtés  infiniment  grands  j  on  a  le  cas  où  \ts  deux 
(ôtés  deviennent  parallèles. 

'  C'effc  ainfî  qu'en  fuppofànt  qu'un  des  foyers  de  l'ellipfe 
demeurant  immobile,  l'autre  s'éloigne  à  l'inéni,  Tellipfë  de^ 
vient  une  parabole ,  2c  qu'on  trouve  parle  même  calcul  plu^ 
fleurs  propriétés  communes  â  ces  deux  figures. 

Ces  fuppofitions,  dont  l'efprît  apperçoit  la  vérité,  abrègent 
en  plufieurs  cas  Içs  réfolutions  du  proplême^  ic  les  rçndenc 
genêralçs. 


f. 


V. 
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B^plicAtion  du  calcul  differemieL 

PllEMI£IL£    SUPPOSITION  OU   DEMANDE^ 

jji3.TOuTEsles  lignes  droites  &  courbes ,  &  coures  les  ifigure» 
des  furfaces  &  des  folides ,  peuvent  être  regardées  comme 
formées  ou  décrites  par  le  mouvement  j  les  lignes  droites 
ar  le  mouvement  d'un  point  qui  n'eft  point  détourné  dans 
a  direâion }  les  courbes  par  le  mouvement  d*un  point  qui 
étant  détourné  â  chaque  inftant  de  fa  direâion  ^  ne  décrie 
aucune  ligne  droite  finie,  mais  une  infinité  de  petites  lignes 
droites  chacune  infiniment  petite  ^  &  qui  font  enfeqabie  deux 
â  deux  des  angles  qui  ne  diffèrent  de  la  ligne  droite ,  ou  de 
Tangle  de  1 80  degrés,  que  d'un  angle  infiniment  petit.  Les 
angles  font  formés  par  le  mouvement  d*une  ligne  droite 
mobile  autour  du  fommet,  &  de  même  les  triangles^  les  fi. 
gures  des  furfaces  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite  pv 
courbe  qui  fe  meut  le  long  d'une  autre  droite ,  de  fa^l^n  que 
jbendant  tout  le  mouvement  de  la  ligne  droite  ou  courbe  qui 
lè  meut, demeure  toujours  parallèle  à  elle-mênie  $  par  exem*. 
pie,  un  reâangle  peut  être  regardé  comme  formé  par  le 
mouvement  de  la  ligne  qui  en  fait  la  hauteur  le  long  de  la 
bafe  5  la  furface  d'un  cylindre  par  le  mouvement  d'une  cir« 
conférence  qui  fe  meut  toujours  parallèle  à  elle-même  fuû 
▼ant  la  direâion  de  l'axe  du  cylindre  ^  les  figures  iblides  par 
le  mouvement  d'une  figure  plane  qui  fe  meut  toujours  paraU 
lele  à  elle.même  fuivantune  liene  droite ,  les  prifmes  &  les 
cylindres  font  ainfi  formés  par  le  mouvement  de  feur  bafe» 
Une  infinité  de  furfaces  courbes  &  les  folides  qu'elles  coifn^ 
prennent,  peuvent  aufli  être  regardés  comme  formés  par  le 
mouvement  d^une  figure  plane  autour  d'une  ligne  dorte^ 
comme  la  fphére  par  Te  mouvement  d'un  derai^ercle  autour 
de  fon  diamètre ,  &  la  furface  de  la  fphére  par  le  mouve^ 
ment  de  la  demi-circonference  >  de  même  les  cylindres  pav 
le  mouvement  d'un  reâanele  autour  de  fa  bafe  regardée  comr^ 
me  axe  3  les  folides  paraboloïdes ,  ellipfoïdes,  &c.  parole 
mouvement  d'une  demi-parabole  &  d'une  demi^ellipfe  aizw 
tour  de  fon  axe.  C'eft  ainfi  que  les  anciens  Géomètres  oitf 
confideré  les  formations  des  lignes  |^de&£gure& 


IJl  ANALYSE      DEMONTllE^. 

Première    De* finition. 

Chacune  des  quantités(îl  fuffît  de  confiderer  ici  les  li- 
gnes droites  &  courbes  )  qui  âugmence  infenfibiement  ou  qui 
diminue  infenfibiement  dans  la  formation  des  lignes  &  des 
figures  s'appelle  variable  ou  changeante  \iL  les  lignes  qui  n'aug^ 
mentent  ou  ne  diminuent  point,  &  demeurent  égales  pen». 
dantque  les  autres  changent ,  s'appellent V^n/^^/^fj. 

Seconde  Supposition    ou   Demande. 

514.  CHaqjue  partie  de  temps  finie,  quelque  petite  qu'elle 
foit,  eft  divifible  à  Tinfinî  comme  Tctendue,  &  ces  parties 
de  temps  infiniment  petites ,  dont  il  en  faut  une  infinité 
pour  faire  une  partie  finie  de  temps, s'appellent  des  inftans.  Il 
en  efl:  de  même  de  la  vitefTe,  du  mouvement,  &de  toute 
grandeur. 

Seconde    De* FINITION. 

]f  1 5*  Ju'A  UGMENTATioN  OU  la  diminution  infiniment  petite 
que  reçoit  une  quantité  changeante  à  chaque  inftaqt  par  une 
viteflè  quelconque ,  dans  la  formation  d'une  ligne  ou  d'une 
figure,  eft  ce  qu'on  appelle  une  différence.  Les  lignes  chan- 
geantes droites  &  courbes  font  marquées  par  les  lettres  des 
inconnues  x^y^  f(^^  Uy  &c.  les  lignes  conftantespar  les  lettres 
des  connues  ayb^Cy  &c.  &  l'on  fe  fer  vira  de  la  lettre  rf  pour 
marquer  les  diffçrencçs  j  ainfî  dx  fera  la  difièrence  de  la  li- 
gne changeante  xh  dy  fera  la  difièrence  de  la  ligne  chan^ 
géante^  ;  &  ainfi  des  autres. 
y  I  ^.      Par  exemple ,  que  l'on  conçoive  la  ligne  droite  BC  à  Torî-i 
f,^.2CUi.  ^^^  ^  ^^i^  droite  ABbH y  &  que  cette  ligne  BC  fe  meuc 
*  toujours  parallèlement  à  elle-même  fuivant  ABbHyhi  qu'ea 
même  temps  un  point  C  qui  part  de  A  fur  la  droite  BC  fc 
»eut  auffi  le  long  de  ^Cen  allant  de  B  vers  C,  de  manière 
qu'il  k  trouve  toujours  dans  une  courbe  quelconque  ACc 
qu'il  décrit  par  ion  mouvement  j  qu'on  fuppofe  aufii  la  par^t 
tie  finie  AC  de  la  courbe  déjà  décrite  par  le  point  C,  &  qu*il 
décrit  en  un  inftant  par  une  viteflè  quelconque  la  partie  infi-« 
BÎment  petite  Ce  de  la  courbe ,  &  en  même  temps  que  la  droi- 
te ^C  parcourt  la  partie, infiniment  petite  ^^=:(en  me- 
fîanp  Cd  parallèle  i  Bb)  Cd,  Qu'on  nomme  la  coupéç  chan^ 

géante 
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N   géante  ,A3  (  x  )  $  rordonnée  changeante  BC  {y  )  j  Parc  de 
xx>ucbe  changeante  ^C(ik)  ,,  l'on  marquera  ainfi  les  difïeren. 
cts^  Bb=^Cd\ix\y  dc{dy,)^Cc{Ju)^  &  comme  le  petit  arc 
Ce  {du)  eft  conçu  comme  une  droite  infiniment  petite  qui 
efl:  en  cet  endroit  une  partie  de  la  courbe,  &  qui  étant  pro. 
longée  en  Ty  eft  la  tangente  aux  points  céccy  qu'on  fuppoiè 
infiniment  proches  Tun  de  Tautre,  les  raports  des  trois  peti- 
tes différences  Ce  {du) ,  Cd  {dx.)/de  { dy  >  dans  le  petit  trian- 
gle Cedy  font  égaux ^ux. raports  des  trois  côtés  corre^pon- 
dans  CT{t)^  ^T{s) ,  BC {y)  du  triangle  femblable  T C£ 
formé  .pM,la  tangente  CT  (./:).,. la  foutangente  BT{s)^  SC 
^rordonnée  .se  (y.). 
^ty.      On  peut  àuffîconfiderer. la- courbe  k^C  comme  formée 
par  le  point  ïC  qu'on  fuppofe  partir  du  point  j4  pris  comme 
un  centre  ou.pole  dans  un  point  de  la  courbe,  ou  en  quel 
endroit  on  voudra  du  plan  de  la  courbe  ,  lequel  point  C  fe 
meut  de  telle,  manière  le  long  de  la  droite  AC  pendant  que 
cette  droite  tourne  autour  du  pôle  Gxe  ^  y  qifil>fe  trouve 
toujours  dans  la  <:ourbew^Cqu'il  décrit  parfon  mouvement. 
Suppofé  quela. partie  finie  u4C  de  Ja  courbe  fbit  déjà  décrite 
par  le  point  C,  &  qu*il  décrit  en  un  inftant  pariine  vîtefic 
quelconque  Tare  infiniment  petit  Cr,  &  qu'on  tire  jie  & 
du  centre  A  le  petit  arc  de  cerde  yjry  qui  à  caufe  de  foa 
infinie  petîteflè. peut  être  regardé  comme  une  .petite  droite, 
j&  qu'on  nomme  le  rayon  AC{70  &  l'arc  AC  («) ,  &  lepetit 
arc  de  cercle  Cr{dx)^  Ce  fera  du  y  rc  fera  ^s;^;  &en  conce- 
vant  la  petite  partie  rC.  prolongée  qui  fera  la  tangente  de  la 
courbe  au  .point  Cy  ^par  le  pôle  A  une  perpendiculaire  At 
au  rayon  Ae  mené  de  ^  à  r  qtii  rencontre  la  tangente  en  n 
Je  petit  triangle  Cer  formé  par  les  trois  différentielles  Ce  {du)^ 
Cr{dx)yer{ dzj ,  fera  femblable  au  triangle  fini  eAty  &  les 
.trois  difJEerences  auront  eiitr'elles  les  mêmes  raports  queJes 
•trois  côtés  de  ce  triangle  eAL 

t^  O  R  OLX  A  I  K  E     X 

^i^.  On  voit  par  ces  formations  des  courbes ,  qu*on  peut  re- 
garder  une  courbe  comme  un  polygone^  ou  quand  elle^ne 
rentre  pas  en  elle  îm.ême^  xomme  une  partie  de  polygone 
qui  a  une  infinité  de  côtés  dont  chacun  eft  infiniment  petft^ 
"Se  chacun  de  ces  petits  côtésfaît  en  même  ten^ps  une  partie 
Tam  II.  V 
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de  la  courbe,  une  partie  de  la  tangente  de  la  courbe  en  ce 
point  là,  &  pour  ainfi  dire  le  côté  infiniment  petit  d'un  poly- 
gone d'une  infinité  de  côtés  infcrit  à  la  courbe. 

4  # 

CoiLOLLAI«K£      IL 

519.  0^^  P^^c  confiderer  chaque  partie  infiniment  petite  d'une 
courbe,  par  exemple  Cc^  comme  formée  par  te  mouvement 
d'un  point  C  qui  eft  poufle  par  deux  forces ,  l'une  fuivant  la 
direâion  Cd^  &  l'autre  fuivant  de  dans  la  première  forma^ 

.*;x^.  tion,  "^  de  fac^on  que  la  vitefle  de  la'premicre  foie  â  celle  deU 
féconde ,  comme  Cd^i  cdi  Se  fuppof é  qu'on  achevât  le  parai- 
lelograme  dont  Cd  &i  cd  font  les  côtés  angulaires,  il  doit 

?3ï^.  décrire  Cr  qui  eft  la  diagonale  de  ce  paraUelograme*,  & 
-  chaque  vitefle  par  les  côtés  eft  à  la  vitellè  par  la  diagonale  ^ 
comme  chacun  de  ces  côtés  eft  à  la  diagonale  décrite  dans 
le  même  temps;  ainfi  la  vitefTe  (u)  par  Cd  (dx)  eft  à  la  vitefle  {u} 
par  Ce  {du)^  comme  dx  iAu  ;  &  de  même  la  vitefle  (  v)  par  cd{dy) 
eft  à  la  viteflfe  (1^)  par  Cc\du)^  comme  dyiduiicX^s  vitefles. 
par  les  côtés  font  entr'èlles  comme  ces  côtés  Cd{dx)^  cd{dy). 

•  J04.  Et,  à  caufe  de  l'égalité  du  temps,  7" 5=*  ^=='^\  Ce  qu'on 
peut  facilement  appliquer  â  la  féconde  formation. 

R»  E    M    A  K    Q^U   E.. 

5 1  G.  O I?  pourroît  aufli  nommer  par  une  lettre  toute  autre  quan- 
iic.  XLii.  tité  variable^  comme  une  partie  des  figures  àts  furfaces  oit 
des  folkles  qui  vont  en  augmentant  ou  en  diminuant  infenfî- 
blement ,  comme  le  lègment  Cj4C^  Tefpace  j4BCy  le  folîde 
formé  par  cet  efpace  en  tournant  autour  de  Taxe  j4B  ^  iic^ 
par  exemple  nommant  s^Mnt  partie  de  figure  variable,  fa 
différence  qui  (èroit  une  partie  infiniment  petite  comme  Cu^r 
du  fegment  CAC^  comme  CBbc  de  Pèfpace  ^^iîC^  feroit  dx^ 
^  Mais  comme  les  figures  s'iexpriment  en  Algèbre  par  le  pro-» 

dm*t  de  pluïïeurs  lettres ,.  comme  un  reékangle  par  le  pro- 
duit ab  de  fès  deux  côtés  ;.un  prifme  par  le  produit  abc  de  /^ 
baie  par  fa  hauteur;  iieft  plus  utile  dans  les  Problêmes  fur 
ces  figures ,  de  marquer  leurs  différences  par  des  produits  ^ 
par  exemple  BC  x  Bb=^ydx  marquera  le  petit  efpâce  CBb£^ 
c^ui  eft  la  difi^ence  de  Tefpace  changeante  ABC 


le 
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PROBLEME, 

<l}3l    CONTIENT    LE   CaLCUL    DIFFERENTIEL. 

TROVf^ER  la  différence  £une  quantité  quelconque  qui  coraiem 
des  ff-andeÉMTS  chantantes. 

Pkemiek     Cas. 

«  

J  *  ï«  QU  A  N  D  les  changeantes  font  fîmplement  linéaires,  &  né 
fopc  pornc  multipliées  les  unes  par  les  autres,  (il  n'importe 

[las  qu'elles  foient  muldpliées  par  des  conftances ,  puifque 
es  confiantes  n*ont  point  de  différences  ),  &  qu'elles  font 
amplement  jointes  les  unes  aux  autres  par  les  fignes-H  &  —  v 
il  ne  faut  que  prendre  les  différences  de  toutes  les  chan^ 
géantes,  £cles joindre  enfemble  par  les  mêmes  fignes,  Ss 
Ton  aura  la  ditterence  que  Ton  cherchoit. 

Ainfî  ja  différence  de  x  — y  -*-  Kj=^i  cft  dx  —  dy  ^d^ 
=  o  j  la  différence  de  ax  —  ^-4-  r<=  ab^  eft  adx  —  bdy 
H-f^i^sasoj  la  dîfïêrence  de^^^r -r— *f^*-f-^5;.=  ^*,  eft 
^dx  —^dy-^^dT^^^^  oj  la  différence  de  xy/ a  ^y>Jb 
-^  Ky c ^=zab ,^{i  dx\f a — dy^i^-dz^c^ss^o.  La  raîfondc 
cette  pratique  eft  évidente  quand  les  lignes  vont  en  augmen* 
tant,  car  la  féconde  jr  eft  la  première j^  plus  la  différence  dy 
dont  la  féconde  furpaflè  la  première  ^  il  en  eft  de  même  des 
autres  :  Mais  comme  Ton  lie  veut  que  rexpreffion  de  la  feule 
difFerence,  il  faut  fîmplement  marquer  dy. 

Remauq^ue. 

j  1 1.  O  O  u.  Ton  voit  quequand  une  changeante^  va  en  décroifi. 
fant,  c*eft  la  première^  qui  furpaffe  la  féconde j^  de  la  diffé- 
rence dyy  aînli  la  féconde  y  tiky  —  dyyhc  dans  ce  cas  il  faut 
changer  le  (îgne  de  la  dîflference  de  la  féconde^  ;  par  exem^ 
pie  fi  X  augmente,  & que^  diminue,  la  différence  de  x^y 
lera  dx  —  dy^ic  la  différence  de  x  — /  fera  dx  ^  dy.  Nean* 
moins  en  futvaat  la  règle  du  premier  cas  dans  la  réfolutioa 
d'un  Problême  ,  on  retrouve  ordinairement  les  grandeurs 
négatives  qui  avoient  des  différences  négatives,  ce  qui  les 
doit  faire  prendre  du  côté  oppofé  *•  Cependant  il  eft  plus  à  *  i«r- 
propas  de  luivce  la  remarque, 

Vij 


r 


6r  &Si» 


ijô  Analyse     demohtre'i; 

S:E  c  ©  N  D    Cas* 

523.  v2  U  A  N  B  plufîeurs  changeantes  font  multipliées  les  unes- 
par  Its  autres ,  &,  (î  Ton  veut ,  qu'il  y  ait  auffi  des  confiantes 
dam  leurs  produits  ^  il  faut  multiplier  la  différence  de  cha^^ 
cune  feparément  parle  produit  des  autres,  &  la  fommedes. 
produits  fera  la  différence  que  Ton  cherchoit. 

Pour  trouver  la  différence  dé.xy^=^^3  il  faut  multiplier 
la  difièrence.  ï^x  de  x  parj^,  &  la  diflference  dyàty  par  x;  &. 
la  fomme^d/*:-Hx^=:o,  fera  la  diflference  de:xy=.^i^  ou? 
firnplement  j^é/x  -h  xdy  fera  la  différence  de  xy. 

De  même  fi  Ton  a  le  produit  xy\=^abc ^  la  différence  fera 
y^dx  ^  xxJty'¥'xydxj==iO'T^  onyz^dx-^xz^dy-^xydz^fcr^. 
la  djfferencejae  jf^^y  la  diflfexence,  de  a  xy  ftxsL.aydxl^.  axdy  ^ 
'  &  ainfi-des  aiitt'es^ 

La  raifon  de  cette  règle  cft'que  pour  multiplier  lés^iffew 
rtences  de  x  &  de^  Tune  par  Pautre,  il  faut  concevoir  que  xelt 
devenue  xh-^/x,  &Cy  eft  devenue  y  ^dy  h  &  le  produit  de 
ces  deux  quantités. efl  xy  -^ ydx-^- xdy -^  dxdy  y  &  comme 
l'on  ne  veut  que  les  diflferences ,  il'  fàut.ôter  ta  ççandeur  fî^ 
nie  xyy  &  il  relie  pour  la  différence  du  produit  xy,  la  fomme  r 
yd^-^xdy-^dxdyj  maisVx^/f  eft  une  grandeur  infiniment 
petite  par  raporc  à  )^^x -kx^k  j  c*eft  pourquoi  il  la  faut  auffî 
négliger,  &  il  ne  r^fle  quej^ix-ir^^  pourîaLdifïerencedex^. 
que  l'on  cherchoit. 

En -voici  une  autre  démonfbatîôn.  On  pcut^  concevoir 
chaque  diflference  ^x  &  ^^  de  x  &  dej^  partagée  parla  moi* 
tîé,  &  concevoir,  it  que  x  eft  dimipuce  de  la  moitié  de  fa. 
djflference,  &  qu'elle  .eft  devenue  x.  — 7  ^/xî  &  de  même 

que  j  eft  devenue»^---!  ^3  &  leur-produit  fera  xj^?-—-ij^'^ 
^•^l'xdy^^dxdy.  On  peut  auffi  concevoir  1^.  que ^'x  Sùy- 

font  augmentées  chacune  delà  moitié  de  lèur^diflferenceu ,  • 

que  X  eft  devenue  x-+^-|5/x,  &  que^  eft-  devenue  y^\dy\ 

fc  leur  produk  fera  xy-^-^ydx^^^jtdy-^^dx^y.  Ôr^l^eft 

clair^  qu'en -rewan chant  U  première  femme  des  produits  dé 

lâ  (ècondèf  on- aura- pour  refte  exaâf^^x  ^^x-dy^  ôc  que  ce  - 

refte  eft  égal  à  la  difference- du  produit  xy.  Pour  le  repréi 

fehcet^  à^  l'imagination  y  il  n*y  a^qu'à  faire  unreâângle  qui  i 

aille  eB-âHgmentant^,  dont. x  foi t  la  bafe  &/  la  hauteur,  &::  * 

pf eodte ^'abord  x  — {dx  ti  j^  — - i dy^  U  y  diftiriguer  lei . 
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redanglesque  donîïeleur  produit, &  prendre enfuîtex-h|-^;tf 
6c  y^^  L.dy^  &  marquer  les  «âangles  que  donne  leur  pro- 
duit ,.  &  Ton^  verra  que  les  deux  petits  reûangles  ydx  -*-  xdy 
fovA  la  difFerence  du  reftanglè  entier  xy. 

Cette  dénïonftration  fuppofce^  il  eft  évident  que  la  dif- 
férence de  xyz,^  ou  du  produit  de  tant  de  changeantes  qu'on 
voudra  ^jeft  la  fonrme  des  produits  de  la  diflference  de  cha-* 
cune  de  ces  changeantes  par  le  produite  des  àutriSs  chan- 
géantes  j  car  il  n*y  a  qu'à,  prendre  le  produit  des;  deux  xy 
comme  une  feule  grandeur  «,  &  Fa  différence  dé  xy\kvz 
égale  à  la  différence  de  us^.  Ox  la  différence  de  «^  eft  g^m 
•j^udKi  &  mettant  la  valeur  à^Ju  &  de  «  à  leur  place,  on 
aura  la  différence  de  xy^é^^lè  i  xzjy-^yx^x-^xyds^i  &  ainil- 
des  autres.. 

C  O  R*^O^L  L  A  I  BT  E      XI 

514.  Il  fuît  dé  là  que  la  différence  d'une  puilTance  quelconque 
d'une  changeante  ;^,  eft  le  produit  de  la  différence  dx  de 
cette  changeante  par  la  puiffance?  deTa  mêmcvchafngcantê 
dont  Pexpofant  eft  moiadre  d'une  unité-que  celui  de  la  pre- 
mière^ multiplie  par  réxpofàht  de  la  première  j  aidfi  la  "dif- 
férence â^^xx  QÏb^ixdx  >--la  différence xie  x'eft  }xx^x.> .celle  : 
de  x^  cjï  jycUxiSc  en  gênerai  celle'^dex"  eft  »x"""Vx. 

Car  ydx-^xdy  étant  par  lé  fécond  cas  la  dîffference  dil 
produit  de  xy^  il  eft  évident  qu'en  fuppofant  jf  ^»x^çf?  qui 
donne  dy^=^dx  y  &  en  mettant  dx^t,  Iféii  dé  dy^  Û  x  au  lieu 
dcjr,  dans  ydx -^  xdy^^'  on-^^tz^  xdx.^r'  xix  c=l  1  W;t  .Ce-qu'il  " 
eft  facile  d'appliquer  aux  puiflances  plus  élevées. 

j^  j.      Quand  il  y" à  dès  Cdnrftantes  pour  les  coëftciens  d^%  puif: 
(ânces  des  changeantes, ^lles  demeurent  dans  les' différences 
de  ces  puiffances^  ainiî  la  différence  dé  ax^  t&,  laxxdxvhi' 
diffèrencCfde  ax^.^ikmaxf'^^dxk  la..diffêrence  de  fxx  eft; 
\  X  ixdx  =  xdx  y  la  différence  de  ^  x"  eft  ax""^^dx  j  là  -dif- 
férence de 7"  eft  f  ;^»- Vx^  la  diffèrecce  dexy~ ^^nx^r^y'^âx.:^ 
-f-.i»A?y'"'"'5y  5  &ain0dcs  autres.  > 

CO    lUO    L.  L    A.'^l    BL   B      IX  ^ 

Ja6,  v^Uand  un€  fraâion' a -air  dénominateur  une  oi>pIufîéurs'^ 
changeantes  ou  leurs  puiflances  ^  on  fçait  qu'on  les  peut  met^ 
treau  jEiumerateur  en  metçaàtie  iigne^r  <ievant  leur  expp^^r 


i^î  Analyse  DEMOKt&s'E; 

fantj  amfif=«xy"S  i^  =  i ^>""t  i?^«=fx— 4  «caïtiG 
des  autres.  D'où  Ton  voit  que  la  di£Fèrence  de  ces  fra^ 
âioDs.quiontdes  changeantes  au  dénominateur,  fe  trouve 
comme  celle  des  produits  j  ainfi  la  différente  de  isssx'"', 
45ft  -r-  ;x"*"'^x=—  x^^dxy  la  diflference  de  xy"'eft/"  Vx 
—  ijicj^^^^^i  la  difiereoce  deî^^^  eftixxy""^rfx —  *^x^"^^i 
la  diflference  def  x>-"  eft^x^-'^-^Jx— «x'^^"'^. 

COILOLLAIKB      II  L 

J17*  Le  s  radnesdes  pqîflàncesdes  changeantes  pouvant  être 
l^egârdées  comme  des  puîfTanccs  elles-mêmes  ^  dont  les  expou 
lans  font  des  fradions,  on  en  trouve  les  différences  comme 
celles  des  puiflànjCes  (  premier  Corollaire  )  j  ainfi  la  différence 

dcVx^x^^,^(kix^^^dj^^lx^^4lx^^\i  ladiflfe- 

rence.de  vax^sena  *x*,efti^»x  *         dx^ss^a* x'^dx 

•  Il ^__ . 

tsr  i  ^ixv'rfjc  î  éri  gênerai  la  différence  de  ax"^  eft  f  x  •  </xJ 
la  différence  de  rfx-eft  ^x»  ^  dxsts=~.x  ^  dxi  la  dific- 
rcnce  de  i«x=;' left  ^x^*^''^t</x-*-%'x=^  ^  '  ^/yî  la  dif- 
férence de  y'3?Iirp  sa pcrp"T ,  eft -txxxi/x — ^xz^^x 


'T^ 


-x^  —  v**  ■""  '  '^  :!-r-^  î  la  différence  de  i/ax  —  xx 


Î-— I 


^x  -r-  XX  *,  ^-j X  adx—r-j  X  xxdx  X  <<x— ..xx  * 
'^Ç^^^^i  ta  différence def       ^  x"  x  ^  -4-  x  =  o,  eft 


••ri 


'*=Tf^/''"^"-'.^»x'"~Vx  X  rf4-x-H«ixx— Px"x^^x 

JB.  E   M    A  B.  Q^U  E   S. 

î  t<>  QU  A  N  D  il  arrive  que  quelques-unes  des  grandeurs  chan- 
geantes vont  en  diminuant ,  pendant  que  les  autres  aug;- 
mentent,  les  diâérences  de  celles  qui  diminuent  étant  néga- 

*  f%%.  rîyps%  U  &ut  cjxaiï^er  lefigne  dç  chaque  produit  particulier 


L  1  T  n  1    Vlir.  IJ9 

où  fe  trouvent  ces  différences  négatives.  Par  exemple  fi  les  y 
diminuent  pendant  que  les  x  augmentent ,  la  différence  de  xy 
doit  ètt&ydx — x<^  i  c'eft-à-dire ,  il  faut  changer  le  figne  du 
produit  particulier  xdy  où  fe  trouTe  la  différence  négative 

^  IL 


«  1  ft.     Quand  on  a  une  fois  Texpreffibn  des  différences  des  gran- 


&  ainfî  des  autres  opérations. 

m, 

Oâ  ton  explique  quelques  frincifes  du  cateul  intégral, 

530.      Les  quantités  (fonrc  o»a  cnfeîgirc  d  trouver  tes  dîfïeren. 

ces  y  fbot  les  intégrales  de  ces  dîfièrences  j  aînfi  x  e(t  Tinte* 

I. 
•  grale  de  dx  j  xy^  eft  Tintegrale  de  ydx  ^^  xdjf  j  Vie  =  x  '*  eft 

rîntegrale  de  ^  j  \/^Ar'  =  ^  7  -^  t  eft  l'intégrale  de  |  ^;t V^j^  j. 

&  en  gênerai  ax""  efl  l'intégrale  de  nax^^^dxi  &  ainiide^ 
autiies. 

Avertissement. 

j  î  I  -  La  méthode  de  retrouver  les  intégrales  dont  on  a  fes  dîjfw 
ferentielles  ,  ëfl  ce  qu'on^  nomme  le  calcul  intégral^  dont  onu 
parlera  dans  la  troifiéme  Partie.  Quand  on  réibut  des  Pro- 
't>lêmes>  de  Géométrie  &  des  iciences  Phyfico.mathematk 
ques ,.  qui  font  fournis  â  ce  calcul  y  on  trouve  d'abord  des 
équations  q^i  contiennent  àts  diéerences  j  &  remontant 
enfuite  de  ces  diâèrences  a  leurs  intégrales  ,  on  a  les  réfolu* 
fions  de  ces  Problêmes,  Ceux  qui  veulent  faire  ufàge  doi 
calcul  intégrât,  doivent  fe  rendre  très-familitres  tes  métho^ 
des  qu'on  vient  de  donner  ^  pour  trouver  tes  difierences  de* 
quantités  quelconques  qui  contiennent  dès  changeantes ,  en* 
faire  eux-mêmes  beaucoup  d'exemples  ^  &  bien  renwirqucr 
les  intégrales  d'où  ils  ont  tiré  ces  diflèrenices  ^  ils  acquières 
jront  par  là  une  très  grande  facilit;é  de  retVouvcr  tour  d'iiiï 
coup ,  f^ns  avoir  befoindes  regtes,  tes  intégrales  de  beaucoup 
de  di^rences  qui  &  preiemeroat  daj;^  Ui^  réiblucioa  w» 


i6o  Analyse    demontu  É*fi. 

Problêmes.,  &  qui  leur  donneront  tout  d'un  coup  les  rcfo- 
lucions  qu^îls  cherchoient. 
j3  2.     Ce  feul  exemple  ax"  eft  Tîntegrale  de  la  difierence  nax^^^dxy 

Î^eut  fervîr  de  formule  pour  trouver  ta  plupart  dts  integra- 
es  de  chaque  différence  particulière  qui  n'aura  qu'une  feule 
changeante  x,  en  comparant  la  différence  particulière  donc 
ilfaudï;a  trouyerJ*integrale  àla  différence .«<^x "•"'</;«. ^&  fup- 
pofant  qu'elle  repréfente  cette  différence  particulière,  &  que 
rintegrale^yVreprcfente  l'intégrale  que  l'on  cherche.  Car 
il  eft  vifîble  que  pour  retoucner  de  la  différence  nax'^'^dx  à 
l'intégrale  ^Ar°,il  faut  r^  élever jc  à  la  puîflànce  dont.l'ex- 
pofant  furpaflè  d'une  unité  rexpdfapt  n  —  i ,  &  Ton  aura 
V'^'"^'»:  x\  .&  mettre  dans'la  differenoe^cette  quantité  à  U 
piace.de*^"'"'^,  &elle  deviendra  nax^'dx.  z^,Il  faut  divifer 
.cette  quantité  par  la  différence  dx  de  x  lineaine,  multipliée 
par  n —  n-  i  =»5C^eft-à-dire,  ilfaut  diwi ftr  mu x'^dx  par 
^idx^iclc  quotient  fera  Tintegr^te  ax\ 

Ainû  jpoixr  trouver  l'intégrale  repréfentée  par  ax""  .de  la 


/g^^-r-  t\d?i 


.—  I 


.xliâfei;ence  ^r^rér^zL  s?=:  f^v-H;^  x  ^^— ^<  '*  >  on  fuppo- 


^ra  as^-^  ^5;^  =  x,  i  =3=  a,.-^  t  ==  «  —  '  i  par  tponfequenc 
*-?T-^rf- is?i.rH|?F=»-»T- i"?*--!  =?=/ï,  dx=:sad:^ — -^^z^  & 

4^?^ — ^  =Ar".  Pour  avoir  la^rancjçur^i  divifer  ,  .il.faut 
xnettre  dans.la  différence  propofée. cette  v^aleur  de  xV&  1a 

grandeur  'à  divifer  fera //iaxdx  =  ^^<.~''^n  ^  ^^ —  ^^^i.. 

le  divîfe^iïr.fçr^  ndjc  ==f|  x  2^^111^;  &  ÉaiIknt:la.diYifîoa 

„ I         ^ 

<m  trouvera  l'îmegràle  ax^  =?=  ar^ —  %^  ^=TVas(^ — ^5;^ 

^13i*  'il  eft  neceffaire  de  remarquer  que  les  conftaptes  d'ayant 
tpoincde  différence, une  intégrale  jomte  par  le  figne-f-  ou  — -- 
avec  une  coflftaote,  aia  même  différence  qu'auroit  cette  in- 
tégrale feule  j  c*eft -pourquoi  quand  on  retrouve  l'intçgrale 
<l*une, différence,  il  faut  quelquefois  Idi  ajouter  ou  en  retr^tn- 
cher  une<:onftante,  afin  d*avôir  l'intégrale  exaûe  de  cette 
<lîffèrence.  On  donnera  dans  la  troifiéme  Partie  la  Règle  qiti 
«fert  à  trouvercette gran^^tir coaftantje. 

Ofl  ^'a  mis.îcî  la.remarque  précedente,&  l'avertiflemenr , 
<|ttep0br  doiihflï'  à  ceu«Hg[UÎè6mmeocenc  une^^  du  cdîlcifl 
jjntegral  IV.  Remarque. 


/ 


I  V.     R   E   M   A   H  OU   B.  .  î.^  ,  -^-1 

f  34*  Les  grandeurs  conftatices  n'ayant  pas  de  ^iffeî'ence,  quand 
des  grandeurs  changeantes  libntr égalés  à  une  confiance,  ieius 
différences  font  égales  àizero }  fi  jc  «4-/  ss^^  dx±:^y  »  o^ 

ce  qui  donne  dx9s=s.  4^  dy,i  -fi  axjf  s»  ^^,  aydK:^étxîy ,v=.  <^^ 
ce  qui  donne  /^x  ==  ^  x^^  &  ^  ==*  ^4  fi  Ajy-*^  ^^a^;jr^dK 
^•^  A?/"*^y=:io}  aînfî  ârx=sAr;y"V^//,,&  ^  =5  f^..  Çctçe 
remarque  ièrt  dans  la  rçroUtion  de piufieurs.Pœblêmes.      ' 

y. 

î  5  y  •  'Qpaiid-6«  compare  une  intégrale ,  c'eft-à-dire  une  gran- 
deur  changeante  finie  qui  a  fa  difierence  comxçitj^^dy^  avec 
une  autre  grandeur  finie  j  \\  -faut  jeu  dçer  la  dijOé^ence ,  tfui 
étant  infiniment  petite  ,9  ne  peutj>olnt  être  comptée  avec 

ion  intégrale  5  ainfi—^^oît  être  aînfi  marquée  ^  :  Car  il 

faut  une  infînicé  de  différences  ou  de  grandeurs  iitfînim^ac 

petites  pour  faiiîe  une  grandeur  .finie,  ,    ^         r    : 

» 

C   O    R  O    L  t   A   î .  R  ï      1 V. 

OA  ton  txplïqme  la  manière  de  trouver  la  différence  des  fuites^ 
ce  qui  fervira  dans  la  3*  Partie  à  en  trouver  les  intégrales 4 . 

(àr  i  ^enfaire.Ms  formules  generaUs.^ 

536.  POuB  trouver  la  difièreàce  d^arie  foitc  qui  n*a  qu'une  même 
grABdeurchaBgeaote.prdomiée.comroe'OnU  voit  id  (A)  x"  n 

*x"-+-f**'-»-*x*"  &c.  *o.  il  fiiut  fuppofer  (  B  )  X  sss  <f 


^x'  -♦-  f  x*"-+-  *x*"  -»-  &c.  &  l'expreffion  précédente  fer* 
changée  en  celle-ci  (C)  x"  K*.  i°.  11  faut  en.  prendre  la  dif- 
férence, &  l'on  aura (D)t»x"'''X'<fcc-H/x"JC'-'</i:, qu'il 
faut  changer  en  cette  équivalente  (E)  mx^'^KK-K^'^Hx 
-i-^x  X  x'°"'i;^"'</J:,8clui  donner f ette/orme ( F )  mKdx 
•^pxdK  X  x"-*JS7"*.  3*.  Il  faut  dans  cette  dernière  F  met- 
creles-râikurs  de  iC  &  de  iJC  prifes  de  réguation  B ,  qui  font 
aC^B-Mhf*" -f- fje»"-*- fx»'-i- &c.  ttKd^==  n6x'"""¥-  incx"'* 
-f.  5 «***•- *-♦-&<;.  x<ix,dla^Iace<lejr</x  Ôcde«^î^  Toa 

*ura  «w -H  mix"'*'  mcx^* •*-  wrx*"  -ip  ^^\j        «-i  «-p-j 
Têm  If,  X 


f^f  AMAtTSB     C  E  If  O  HT  &  E*B. 

Il  eft  évident  que  c'eft  la  diflbrence  de.ia  fuite  ou  dcriiij 
tegrale  A  que  l'on  chefchoit.. 

S  £  c  Q  H  D      C  A  ». 
ji3y,  PiO  u  JL.  trouver  la  diSfrcoce  d'On  produit  de  plùfièurs  fùu 
tes,  eomwie  de  A.  x^  x  a  -^è  x,  -4^  c,x^  ^  ixV^   •+•  &c.  x 


<       ■■!      I  II  I         un 


yr-H  €x"  -H  Ax**  -♦»  &c.  i".  Il  feutfuppofer  KK^a^èx" 
f  x*"^  rx'"  ^  «ce.  &  C.  /  =:/-H  gx"  4-  i&X»"  -H  &C.  & 


fn.  cette  équiyakûtc  £..««''■'* JC  x-K*^'  /.  x  i:"^  rf4f.-f./»x  x 

j^^ JC^-'/x /■''VJC-^'fxx  x*~' JC  X  X^'^A^V/, «E lui  dohv 
iier  cettfrformeF.  »/CWx  -^pxldK  -^qxKdl  x  x"-'iC*^'/»"^ 
3<>.  îl  ftut  prendre  les  valeurs  de  Kldxy  de  xUK»  CLdtxKM 
dam  Btèc.  C  i  (  c'eft  à-dire,  multiplier  la  valeur,  de  JT  prîfe 
daos  B,  par  la  valeur  de  /  prife  dans  G;. &  multiplier  lenix 
produitpar  </xl  p'endre  la  vdie|ar;de iJC  dans  B\  Sclàmulci. 
plier  par  x/j  te  prendre  la  valeur  de  <// dans  C,  &la  muki. 
f;K6r  par  xJC>;  &jfiibftituer  ces  valeurs  dans  les  ternies  i»j:/âfx 
4t/x&iC  -H  qxKiiàtK  &  l'on  aura 
iMf'^mag  x'^'^mahx 

•^  ^a^nx^  '^  t^hnx 
€5rfkJà.dîflftfen€ft,dè:là  fuite. A.que  l'ôo  cher 

T  H  0.1    SI    Bi  M:».     C  A    5* 

;  pbum  trouver  U^ 


in 


ppôfe  B.  lCs-M< -H^*"^  f  JK»"-I.»^<*l*>*r  fiûp.  ««^«W* 

l^MoftOtnf  dé  U  faite /4.jçx'^-H*'Jc^»  ^  «ec.,  eft^  llinîté,  jti 
ne rnmt  pas .fopppièr  cette  dernierç  (îiite  ^ale  à  une.  ièule- 
Ûsoit  ^  mais  il  faite  chang^er  l'expreffion  A  '^^  ^^^^  é^qi^iva. 


Jt  U  ;V  R.  1       V  I  ï  I.  ti'6\ 

acnte-  C</Jc*  IC  -h  gx"*^  K'  H-  A*  "^h  ^  «te.  «c  eftfoite:, 
4°,  on  prendra  la  difiêrence  de  C.  qai  eft  D.  mfx""^  ti'iik 
'^J^f£_K^^  à^  -hlÏH^Jcgx •**^  ^  i/x  ^>»gx"^  iCf^»  <(Jt 

H-w-t- X  »x  Ax"**"-' ^f  </x^.f  Ax"^*"  X^-'^/iC-t-êcc.  qu'on 
changera  en  fon  équivalente  E.  i»/x"~^  JCx  Ic^*  dx-^pfxx 
^x^i  ^p.1  ^jg4.»,^axgx*  X  x*^'  2C X  K^  </x  -♦-  /gx  ■*»  X 
x*^*  iC^^  <?X^«  -I- 1«  X  i^x*  X  x"-*  JC  X  X«^*  <itf  -»-/ A  x»^»  X 
>x°*^'i:'^^tfiC-»-<&c  i  laquelle  on  donnera  «etxe  forme  F. 

hx^'Kdx^phx^^'dK^£cc.xx'^^K^^\  i^ll  faut  prcîi. 
dre  daxK.B  la  valeur  de  iC  &Iadifiêrence  de  iC,  c'eft  â-dirç 
la  valeur  de  dK  ^&  apcès  avoir  multiplié  la  valeur  de  iCpar 
dx  y  UEiettre  le  produit  dans  le  premier  terme  de  1^  à  la  place 
de  Kdx  ;  multiplier  de  même  x  par  la  valeur  de  dKy&i  me&. 
tre  le  produit  dans  le  fécond  terme  de  F  d  la.place  de  xdK^ 
fubftituer  demême  à  la  place  de  x'^Kdx  dans  le  troifîéme  ter«* 
*tne  de  F  le  produit  de  la  valeur  de  K  par  xVx^^  celai  de  la 
valeur  d&  JiC  par  x"^  dans  le  quatrième  ferme  de'F^  la  pla- 
xe  de  x"^'  dKi  celui  dela^valeur  de  iC  par  x^^dx  dansle  cîû- 
«^qpiiiëme  terme  â'ia  place  de^x^'iC^xi&celui  de  la  valeur  de 
dK  par  x^^  dans  le  iîxiéme  terme  à  la  j>lace  de  x^^dK^c. 
^  Ton  aura. 

maf^maéj^      -t-  m  a  c  x'^-^Scc. 
G.        ^fhfn%^      ^ipcfnx'^^^c. 

Hh  iiMr  mcagx^^m'¥'  n  xcg  x*'-»*&c* 

^fègmx^-¥'tic. 

» 

CeftiA  difièrence  de  A  ^ue  Fpn  cherdioit. 

IL  B  M  ▲  JL  <^v  s  s. 

'539*  l'L  faut  dans  ces'fiilcei  qu^l  tCj  aie  qo\ine  même  locomnie 
x,.&  que  les  expolans  des  termes  de  lacune  Caléat  la  in^me 
progreffion  arithmétique  o,u,in,^ny ^c. ^  que  fi  les «xpou 
fans  font  pofidfs  <IaAS  l'une,  «^a&d  il  ;y  «a  -a  |>1afiaif  smuL 


•<6fi(V**IP^ 


1  •» 


1 

r^4  ANAtYS'E    »ÎMONTRE*E. 

tîpiiéc5!les.91ies  par  les  autres ,  comme  dans  le  fécond  &  lè 
xroifiéme  cas ,  ils  foienc  auffi  pofitifs  dans  les  autres  ^  &  6'ih 
fbmc  négatifs  dans  l'une.,  ils  le  foient  auflidans  les  autres. 

* 

♦40.      Il  faut  fç  rendre  les  trois  cas  précedens  cr^s-fanîilîers,  tl 

furtout  le  3V0Ù  fuppofanti:^"*=:^H-A«''-+-^x"-f-  &c.  , 
il  y  a  deux  fuîtes  multipliées  l'une  par  l- autre  >&  bien  remar- 
quer  que  dans  la  différence  G.  chaque  terme  eil  multiplié 
par  x°"'iC^.'  >.q^^^*^  premier  terme  mafdx->i  x^^K^"^ ,  ne 
contient  qu*une  confiante  «^/multipliée  par  dx  îc.x'^^K^'^  i 
que  le  fécond  terme  outre  cela  efï  multiplié  parr;^%,Te  troî^ 
fiéme  par  x^,  &  ainfî  de  fuite  5  que  Tintegrale  A  du  35  cas 
dont  la  diflference  G  efl  telle  qu'on  vient  de  le  marquer  ^  a 
tous fes termes  multipliés  par  x^iC^, fçayoîr^lê premier n*efl 
qu'une  confiante /multipliée,  par  x^K^  mais  dans  le  fécond 
terme  fohcoéficient  confiant  efl  multiplié  de  plus  par  x",. 
î&efl  gx"^"-K^>  dans  le  troifiéme  terme  le  coéfîcîent  coo^ 
ftant  eft  de  plus  multiplié  par  ;»*",  &.eft  j&x"^*"xr,  &  ainû^^ 
de  fuite. 

LIT.. 

'  '  •  •  •  . 

541.  D'où  Ton  voit  que  quelque  nombre  de  fuite*  qù'fl  y  atr 
de  multipliées  les  unes  par  les  autres  dans  une  diflference 
comme  H.  j|™-'X^V*i-Vxxct-t-i3x"^)tx""^.&c.  où  l'on, 
fuppoft  X  =*  i^  ^  ^x"  H^  fX*"  -4-  &c.  l^f^gx"^^  Ax^"  4-  &c. 
on  connoît  toujours  \ca  escpofàns  de  x ,  iC  ,  /  dat^  chacifQ 
^fitéemei.  de  la  itiite  qui  eft  j'ihtegrale  de  cette  différence 
H.  car  le  preyiier  terme-doit  être^une  confiante  multipliée 
par  x"*X^/'  5,àu  fécond^  tepme.ildoît  y^iwir  x^/  iC^/^  j  aa 
croifîéme  tertne^  x"***"  X^/^^j  &  ainfî  de  fuite»  Ce  qu'il  faut: 
bien  remarquer  pour  la  troifiéme  Partie.. 

•  •  •         •  «  •  ■ 

Sur'Nxanitudé  dés  demonfratiom  du  calcul  différentiel^ inte^- 

f^al  yC'efi^^dire  Jfir  la  certitude  des  ri  (blutions  que  l'en.^ 
^    ;      .  "    \  -     itpuve:par\  Cis^  caleulstf^ 

Jjl?-.:.  '  QaancT  les  andenî  Géomètres  démbntroiént  des  raports, 
-^'^tilîeQw  figures-^,, ièomriiie  que  les  ceirdles  font  entr'éux 
'  -<;é§Àflîe'îes*^à:rrés{^^  lèursidiantetrerj  qae  lès -pyramides. 
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de  méittie  hauteur  font  entr'elles  comme  leurs  bafes/&c.  il* 
fè  /èr voient  pour  faire  la  démonft ration  de  figures  infcrites 
ou  circonfcrîtes,  dontles  côtcs-dimînuanc  toujours  à  Tinfini^ 
faifoîent  qu'on*  e»  pouvoir  concevoir  dlnfcrites  dont  les  cô- 
tes étoienclnfinimenc  pet4c5^,  &  lei^uelles  ài  oanfttde  cela 
difieroienr  moins  des  grandeur»  oà  elles  é€it)ieik' infcrites 
qu'aucune  grandeur  donnée ,  mais^k  diftinâîon  de^oe^dif-: 
ferences  infiniment  petite»  ne  duroit  que  pendant  htdémoiu 
ftration,  &  parcequ'elle  leur  étoit  neceliairè  pour  faire  la 
démonftration  ^  &Jis  fbppofoient  que  ce^diâerences  s'anéam 
tiilbienc  àrla  fîn^dek  démonftration ,  fç  que  la  figure  infcrit^ 
devenoit  exaâement  laifîgure  même  dans  laquelle  elleétoi^ 
iûfcrire^  car  il  eft  évident  que  fans  Tévanouiflemeot  de  cette 
différence  infinimedt  petite^,  le Taporc.  qu'ils  voulojent  dém 
montrer  n'auroit.pas/été  démontré  daos  l'exaâitude  .geo* 
métrique. 

[  De  mêmr  danS'Ia  méthode  générale  des  tang^stes  dei* 
courbes  géométriques  de  l'article  371s  on  fait  la  diftinûioii 
de  la  partie  Ce  de  la  fècance  de  la  parabole  (fig..  1 9  )  pendant 
tout  le  calcul^  &  on  ne'pourroit  pas  faire  le  calcul  ^our  trou- 
ver la  tangente  par  cette  méthode  ^n^  cette  diftinâion  dé 
là  partie  C^^  ou,  ce  qui  en  eft  une  fuite  necefTaire ,  des  pars 
ties  Cfj  €C  \  mais  pour  avoir  la  tangente-^  on  fuppofeque  cetfet 
partie  Ce  de  la  fecante  s'évanouit ,  &  devient  nulle.. 

De  la  même  maniercquand  on  employé  le  (^alctrl^difiew 
rentiel  &  integral^dafns<fa'réfblutioniyun  Problême  ,,oci  tùX 
garde  les  difièrences  infiniment  petites  comme.pf  êtes  à  s'cva> 
Houfir,  &on  ne  les  regahdeibbliftantes  qne  pour  Je^  calcul  es 
pour  découvrir  ce  qu'on  cherche  pendant: qo^^op^ le  cherche^. 
&  au  momen»  que  le  calcul  fait  trouver  la  séfektionrqcr'oo 
cherché,  ontegarde  ces  différences  comme s'évanouiflanê 
&  comme  devenant  nulles  y  &  par  là*Ia  réfoktion  que  l'en 
cherchoit  eft' dans^la  même  exaAitude  géométrique  que  lo 
font  les  conciufions  des  anciens  Géomètres ,  &  la  décpuver^ 
ce  exaûe  qtMi  l'ion;  fiiCi  des  fintangentes  pat  kiOiethode  de: 
htrticle  571^. 

Dfs  âi^rtncei  fécondés ,  tfoïpmei ,  ^c:- 
î^3  •  O  N  ne  voft  riéti'dansdbatieone  €et(metrîe^qui  a^c  râporf 


f, 


|6^  Akalysc   demontrié*e. 

Géomètres  fe  font  bornes  à  des  Problèmes  gui  ri*en  aroîent 
as  befoîn  ;  On  s*eft  ouvert  de  noiii-jetempi  une  voye  pour 
a  réfolution  des  Problêmes  qui  pénètre  à. l'infini^  &  qui 
s*étend  â  toutes  les  courbes  qu'on  peut  imaginer  ^^geomeccL 
ques  ^  mcchaniques  &  parcourantes  }  l'on  .a  eu  beioin,  pour 
n'être  arrêté  nulle-part ,  de  diftinguer  damsplutieurs  Problê- 
mets  y  oiicce  les  premières  différences^  4^  fondes  di£kren« 
ces,  des  croinéines^  &ainfîi  l'infini. 

Où  ea  a  t û  la  poffibilicé  en  ce  que  la  grandeur  ëtdirt  divû 
fible  à  rinfini  ^  i^^  Ton  peut  concevoir  une  progreflioix^eome- 
trique -7^  4,^,  r,  e,/',^,  &c,  doncle  jtfe»ier  terme  i^foic 
une  grandeur  jBiai,  le.&cond  ^iottiine  difièrence  première 
Infiniment  petite  par  ^raport  ia^  c  uiu;  difièrence  féconde 
^parrapoFt.â  ia  difieœnce  première  b^  de^daniere  que  rfoic 
mfinimeiit  petite  par  raport  i  ^^  &  de  nvBxne  e  par  raportâ  et 
Jk  aififi  de  fiiite  |  de  façon  que  le  rapoft  infini  des  deux  pce. 
iiiîers  termes  a  Ôcbytcpïe  dans  tomce^a  prôgreffion.  jC'eft 
de  cetteibite  qu'on  aara.une^MgrefIiott.  de  différences  pre^ 

hiîeres,,  ^fecondes.,  &c.  en  jélevant  x  h- ^ùf   à  la  puiflànce 

dont  n  eft  Texpofànt  j  car  on  trouvera  la  fuite  Ar"-4-»x""^  d}c 

.^zi^^x'^''  ^x*  H.i2Li^L^pi  jt*^?  i/j^  H- &c.  dontJe  pre- 

ifoier  ternse  contient  une  grandeur ^nie^ile'lëcond  une  pre« 

4iiiere  différence  dx.^  le  troifiéme  une  féconde  différence  j/x 

.   KdxovL  dx^'y  &  ainfi  detCuite^:  Et  Ton  peut  voir  une  (embla- 

ibi9  Mogr^eiSoh  géométrique  dayisfia  Gepmetrie  ««urdinaire^^ 

jBc«.iti.  <^^  n  Ton  fuppoie  dans  la  fecende  figure  tWdonnée  da  cer^ 


cle  E3fi  petite,  qu'elle  fck  iine  différence  première  prBce 
Jl  s*évanoi)ir,  €c  tout  proche  4e  l'extrémité  £  du  diametce 
é^H  }4l  efk  éWdent  que  la  grandeur  finie  AD  fera  à  une  dif- 
ilerence  première  EÉty  comme  cette  différence  f^remieteifiZ) 
:e0:  au  rcfle  D£  du  diamètre ,  lequel  refte  DJB  eft  par-conlë* 
quent  infiniment  ^petît  par  rapport  i  la  différence  première 
JSD  y  Se  par  conféquent  ce  refte  eft  une  diffèrence^feconde  | 
dk  Ton  pourroit  amceroir  aifcmeiit  une  différence  trôifiiémei 
en  fuppoTant  que  la  différence  EDeA  le  diaoïecce.d'uiicer^ 
de  y  &  continuer  tcela  à  l'infinL 

-z"^.  On  aauiflî  va  la  poffibiBté  de  ces  différences  fécondes, 

f  rd^fiénies  y  &c.  en  fatfânt  ancntioa  i  hi  formation  dei  ligoet 

Txfi»  XLIL  4c  dies^fij^nres  jpar  Jb*  flUii|««uÉc«.  ^u  «Benjple  £  le  j^oûic  C 


c-   "^ 
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après  avoir  décrit  la.  par  rie  finie^Cdela  courbe ,  ^ttint  mû 
eqfuice  le  long.  de^Ç^  qiû^elle.iQÊnie  k  meut  paraUelenateiit 
fur  '  ^'£^,  décric  en- iw  preinief.  iufta^c  la  partie  iafioimeQC 
petite  C^  j[i/0)de la  courbe,. pendant ^ue  J7C  parcourt  dans 
le  même  inftant  £^  ou^fon  égfi\tÇd{dx)^  &  <^e le  point  C 
s^avançe  fus  éc  depuis  ij^pfqiiU^,  ifr  ^^t4PWtdc{Jif)j^v^ik 
droite  ir  :  En  €onçèvan?des  ro^myenieas  icoabiableiidansiè 
&cond  inftant  fuivant,  .&:  qoe/c  «  parc^um^J^?*»;  ^>  le  que  . 
^. point  C  a  décrit  une  féconde,  p^deifinfiisinidiit  petite «ic 
là  courbe,  26  qull  a  avaqioé  fur  là  droite  ic  venuçen  Hfdt 
la  longueur  infiniment  pcrifç  r/i.  on  ooQyera  d«i  difiS^^ânéks 
^çqQdes.  Car  GVàfi  f))p||p(e  ie.fsoiivenieiir.delàikicotiis  S^ 
Â)r  AMH  uniforme ,  dCqo'àiafi'^/f  »t:  €f<^\S(fàwe^^d  C^H 
mais  que  la  vite/îe.du  poinrti:'  ^r  cette  droite  Jf/ en  s'éloi. 
gnant  de  Taxe  ^J7*^  eft  continueltemdm:  airaacée.oii  retard, 
dée ,  en^prenant  cette,  dernière  juppofitîon  yAtifconû.  a^f 
oroiflèment  f/(  Jy)  &ra  pipindre.qiiele  premier  acoroififemenr 
de  {dy)  U  dcrr^ ef  qui  ièra  leur  difieren«e^..rehi.one dlâRsf 
rence  (ëconde.^.  &  de  même  Cc^^  r/ièra  "nnft'diâàreac^ 
ieconde^  puifque  chacune  de  ces  diflëreoce»  ferondes  dDit: 
être  infinrimenr  perite  par  raport  à  h  difference  première  ^, 
comme  cette  dijSèrence  première  eil  infiniment  perite.  par* 
raport  à  l^^giandeur  ^if^ost^eile  eft  la  dii^reeee  |n^9Îere. 
Si  Ton  fait  attention  an  movivement  du  3^  inftant,  00  yisoi^ 
Terade  même^  des^  di0èreoces^troi(2énKs ,  &  zm£  d  l'infini. 

On  trouve  df^  même,  des  di0crences  fècondes^  tt  trotfié:. 
mes,  êcc.  dans  lesefpacet^cv  le  petit  efpace  Crt  eft  infitoi- 
ment  petit  par'  ràport  i  la  di^rence  première  CA  c  du  fegt 
ment  AC^fnfM  eoofeqi}ent  Crr  eftiine  difterence  &oomm- 
de  ce  iegment.  De  nrjême  Tefpace  C^r  eft  infiniment  pem 
par  raport  â  Ja  diflèrence  première  C£h  de  la  flgtrre  Ca^A 
il  eft.  facile  de  trouver  ainu  dei^difiereMes  fecaQdesKat.troi^ 
liémes  dans  lès  figures  felidés. . 

Enfinnon  a  vâi  l'utilité  de<  cettèrdilHnâÎMr  dès  ^dijSeren|)«  fè: 
oondés^k  troifiénes^ttç.  dans  la  ré^Ddutiondephificnrsifaieattit 
Frobl&mes,  fi^'éft^poiir^K»  9«ies  a  tmttk  rédnikesaii^caiciilqiie: 
▼oica;.  »  •    .  . 


\  t 


xics  dffffcrences  premières  j  la  diflfcrence  de  dx  eft  ddx  ou  iP'x^ 
la  difïereûce  de  itx  eft  ^ii^  ovi  J^x  yîi  aînfî  à  l'infini  j  de 
même  ^^âr ,  ei/'« ,  rf-* ,  &c.  font  lesdîflferences  fecohd^',  troi- 
£etnes ,  quatrièmes  de  ui-ic  ainfi  des  autres.  On  nomme  ai;i(R 
les  différences  premières,  les  dififerences  du  premier  genre  ^ 
ies  fèQottdes ,  les  dif&reaces  du  fécond  -g-^re ,  &c.  Lts  puif- 
'iàûces;d*mie  difibrefice  premiere4bnt  àuffi  des  différences  du 
dècoiid  genre  ,dtf  croHiéme ,  ^c^  ainfî  dxd^on  dx^,  ;  dxdxdx 
ou  ix'>  ^6^^3  écç.  font^^  différences  du  fecoînd  genre,  dn 
troifiéme^du  qualriéme ,  &c.  &  il  faut  remarquer  que  ^'jc 
fA  dddxy  mais  dx^  eft  dxdxdx  jdcc.  Les  produits  dçs  difieren- 
/ces  de  'dîfiferefates  <:hangeantes  Ibnt  aufli  des  dif&r^nces  dit 
fécond  gefirè^du  troiêcmtidic.O(HXiaxc4xdf^dx^  &c. 

^45.  •  "Comme  les  grandeurs  finies  dhangeamses  font  les  inte*- 
^irales  des  ^différences  premières,  de  mêmeles»integrales  des 
niffêr£nces4ecoiidie$  font  dés  difiër<^ria^  première^ ^j  les  inte< 
grales  des^difforencestroînémes  font  des  différences  fecoa. 
ties.}.6C.A]iifi  desau&re^;  -fit^omme  un  nombre^fini  de/dif^ 
iereaces^pf emieres  nefatt  qu*une  dififerencep6dmiérev&  qu'il 
fiiVBt  une  infinité  de  différences  premières  pour  ^tre  une 

frandettr  finie.}  il  en  eft  de^mêmè  ies  différences  .fondes 
l'é^rd  des  premiei^el  5  des  'tfoii^nes  à  j 'égard  det  ^ecoo- 
-de&,  &c  -'      41^. 

^^S.  Comme  unie  grandeur  fidie  codftante  ri*a  pc^nt  de  difiëi 
xecice,  de  même  quand  une  difièrenée -première  dft  fuppofée 
xonftante,  elle. n'a  point  de 'féconde  di^arence,  c*4^-â^dire 
TaTeconde  différence^,  6c  par  coiifequent  les  fuîvaotd^  font 
aero.  D'où  l'on* voie  que  ^omirte  une  integrâ^ie  changeante 
j4-  ou  T— une  confiante  ala  même  âiffstf^ce  que  fil  n*y  aVoit 
.point  dexonftante,  *ce  qui  eft  caufe  que  pour  retourner  4 
ilntegrale,  ni  faut  quelquefois ,  a^ncs  âvoirrtrouyé  l'intégra- 
le de  la  différence,  ajouter  à -cette  iotegr^le  une  conftante 
.finie,  ou  J'en  Tetrancher  j  il  faut  quelquefois  de  même  ea 
^etoornant  dos  différences*  fécondes^  aux  premières  qui  e^ 
^opcks  intégrales  ^  ajoucer^-o^i  retrandier  une<liâ(êreiK:£  pre- 
Mnierexooftapte  pour  (ivoir  l'intégrale  complète. 

^/^.  JLorfque  plufieurs  diangeafites  comme  x^y^  x^y  &c.  aug. 
^9l^^R)UW^4iqw  ioq:diiiâii:e- 


L  i  Y  ti  E     VIÎL  16^ 

firent  une,  laquelle  on  veuc^conrïme  recevant  â  chaqueinftant 
dès  accroifTemens  égaux,  ou  des  diminucions  égales,  &  par 
confequent  la  différence  de  cette  changeante  ett  confîderée 
comme  confiante  qui  n'a  pas  de  féconde  différence  pendant 
que  les  autres  en  ont,  parcequ*elles  reçoivent  des  accroifle. 
niens  inégaux,  ou  des  diminutions  inégales.  Pour  le  repré- 
Tentera  Timagination ,  fuppoféque  Cc^  cffoicnt  deux  par-  Fio.IXIL 
des  infiniment  petites  de  la  courbe,  &  que  Ce  qui  eft  auffi 
une  partie  de  la  tangente  en  C,  foit  prolongée  en  g  ;  que  du 
centre  ravec  le  rayon  f/" on  tire  Tare /i  5  qu'on  prolonge  ef 
en  g  ;  qu'on  mené  par  f,  fl  parallèle  ï.cey  &  par  ISci^Tm^  in 
parallèles  à  Hfy  en  fuppofant  i^.  Taccroiffement  Cd[dx) 
confiant,  c*efl-.i-dire  Cd^=sce{dx)^\[  efl  évident  que  les 
triangles  reflangles  Cdc^ceg  font  femblables  &  égaux  ^  par 
confequenr  rg= dc=sdyi  d'où  l'on  voit  que  if  (  ^  )  va  en 
diminuant,  puifque  le  fécond  dy  qui  efl  ^/efl  moindre  que 
le  premier  qui  cfl  da  leur  différence  e{ke^^^ef=zfgi  ainfi 
/>  efl  la  dijference  féconde  ddy  5  &  quand  Tes  dy  vont  ainfi  en 
iiiminuant,  la  différence  féconde  fg{ — ddf)  di:  négative} 
ce  qu'il  faut  bien  remarquer.  Par  la  même  raifbn  ig  eft  ddu, 
étant  la  diffcrence  de  cgsssCc^ssdu^&c  de  f/«=  ciyèc  les  Ce, 
ef(du)  allant  en  diminuant,  —  ddu  eft  négative,  i^.  Si  l'on 
fuppofè  dc{dy)^s=^ efrsssilm y  c'eft-à-dire dy  conftaiit ,  ie^s trian- 
gles reâangles  Cdc,  cmi  feront  femblables  &  égaux  ^  &  l^'on 
verra  que  me  fera  ddx  &  li  fera  A  du.  3^^  Si  l'on  fuppofe 
•  Cf  (  i/«  )  conftant,  c'eft  à,dire  Ci:  (i»)es^ff =Tf/,  les  triangles 
r^ftangles  Cdc,  cni  feront  femblables  &  égaux ,  &  ne  fera  ddx, 
6ciK  fera  ddy.  Il  faut  remarquer  que  quand  on  fuppofe  ijne 
diflference  conftante  comme  dx,  fon  intégrale  x  n'eft  pas 
pour  cela  conftante,  puifque  fà  dîflerence  eft  dx  i  mais  elle 
9*a  point  de  differeoces  fécondes,  troifiémes ,  &cc.  ' 

PROBLEME     IL 

548.  Trouver  les  digereneis  dfis  exfre0ons  ^ui  contiennent  des 

différences. 

O  N  les  trouvera  de  la  mêrne  manière  qu'on  trouve  les  dif. 
ferences  premières  par  le  premierProblême  j  &  il  fuffira  ici , 
pour  le  faire  concevoir,  d'en  mettre  quelques  exemples. 

Pour  trouver  ja différence  de  xdx^on  iregardera  ce  pro^l 
duit  comme  compofç  dcsdeuK  grandes  changeantes  xUdx] 

T^me  Jlf,  Y 


\ 
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&  oiï  prendra  la  différence  de  chacune  multipliée  par  Pàu^r 
tre,  &  on  trouvera  dx^^  xidx  pour  la  difFerence  que  Ton^ 
cherchoiC}  d'où  il  fuit  que  la  différence  de  ix^  eft  xdxddx. 
La  dcmonftration  eft  fembîable  à  celle  qù*on  a  donnée  pour 
trouver  la  différence  des  produits  xy^  xx,  &c.  D'où. il  fuit  que 

Ja  différence  dc±=zdx-'  eft  i/x-'"'  —  ^x  =— gîî  la 
différence  àt^=iydydx^^^tn  fuppofant  dx  conftante^  eft 

ây^dx^^  ^yddydx^^^ss:^  j^-^^^i  n^^s  en  fuppofant  dy 

conftante,  la  différence de^^x*" H&zdy^d^T^ — ydydx^^ddx. 

-=  ^  —  l^^  î  la  différence  de  du^  =  dx^-^dy^^  en  fuppo. 
iant  dx  conftante^,fera^^«//i/«  =  dyddyh  en  fuppofant  dy 
confiante ^ elle  fera  duddu  =  dxddx\  en  fuj^ofant  du  con- 
ftante ,  elle  fera  dxddx:=ssi — dyddy  ;  &  en  ne  fuppofant  aucune 
de  ces  différences  confiante^  elle  fera  duddu^sstdxddx-^  dyddy  i 

La^  différence  de  rf»=:V^^/x*^rf/*  =  dx^-^dy"-  ^  ^  en  fuppo- 
hnt:  âx  conftante  ,  effe  dda  =  dyddy  x  dx'^^dy^^'^  sbr 

yùl^^^j^  rettfoppofantii^C0nftànteielle  eftirfir»^^^:;^. 


9l  en.fuppo{ant  du-  confhmte.  die  efl  o  a=:~^=^^v,  qur 

^ttA\x\tidxidx^==z — dyddy.  La  dîfferencedeiiyf"-^'^.— ^ji;^ 
co^fappofimc:i;i^  confiante,  effci»;» — im^y^^^dy^^my^-^  ddy. 

s»o.  Demêmelaidifferencexle»y*^===:  ""^  "^^ ^  en  Tup. 
jofanr  ^x.  cpnffaotCi  eft  mmy'^^^if  +  mfddy  =^ o. 

ëîfierence  de  ié^lT^  *  x  ^dxdd^^\  en  fuppofant  ^jtt 
conftante  (  on.ne  peut  pas  fuppofcr  dy  confbnte ,  parcequlk 
jj2id:dy  quLferoît  zéro  fi^/  étoît  conftante,)  eft 3 i/jr^afy  >f 

i, -^  JL     ___J-i 

4/x'  ^  ^^*  *  Je i6ri^>      —  dxdfy  X  i/**-l-  <^/*  *  X  —dxddy    „ 

q}i*6D.  peut  réduire,, fi  I^oB  veut,  à  cette  expreflîon  équîva- 


2 


Cbs  exemples  fiiffifent^oc  faire  coBcevoiir^  là  manière  de: 
tMuver  ks^  diâ&reoces.  de:  œute  qrantité.  ^ii  contient  des^ 
ilfflkenseâ^.  qjpeUzpo^ea^v 
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SECTION     II. 

L'ufage  de  VAnalyfe  dans  lu  ré/blution  des  Problèmes  dt 
Géométrie  compo/ee^  enfe  fermant  du  calcul  differentieL 

•Avertissement. 

Î4jf  JL  O  R  s  cijj^o  N  veut  réfoudrp  un  Problême  de  Geomcrrîe 
ou  des  fciences  Phylico-mâchemaciques  par  le  calcul  difie* 
rentiel  &c  intégral^  on  comiivence  toujours  laréfolution  par 
le  calcul  dl£Ferentiel ,  &  l'on  trouve  d'abord  Téquation  du 
Problême,  laquelle  contient  des  difièrences ,  dont  il  né  faut 
plus  que  chercher  les  intégrales ,  pour  avoir  Ja  réfoluciom 
du  Problème. 

Quand  il  arrive  qu^on  peut  ôter  les  dififerences  de  féqua- 
tion  du  Problême  qui  en  contient^  fans  avoir  retours  aux 
intégrales,  (  par  exemple  fi  dxy  ou  dx^^  ou  ^at ,  &c.  fc tf ou vc 
dans  réquadon  du  Problème^  &  qu'ion  puifle  faire  en  forte 
qu'elle  fe  divifë  exaâement  par  les  mêmes  différences, cela, 
ne  laiflera  dans  Téquationque  desjgrandeursiînies  (ans  dif. 
ferencç ,  )  alors  le  Problôtne  ie  réiout  par  le  feul  calcul  dif- 
férentiel. C'efl:  de  cette  forte  que  font  réfblus  par  le  leul 
calcul  des  différences  ks  Problêmes  de  Texcellent  Livre  de 
i*Analyfe  des  infiniment  Petits  de  M.  le  Marquis  de  VMhfital^ 
♦où  Ton  voit  un  ufage  perpétuel  de  TAnalyfedans  les  réfola. 
étions  des  Problêmes  par  le  moyen  du  calcul  difièrentiel'^  * 
^âîs  dans  la  plupart  des  Problêmes  la  r^fokition  s'achève 
.  ^par  le  ca^lcul  inîegraL  On  fera  remarquer  id  que  dans  Tap- 
pïicadon  de  TAnalyfe  â  la  Géométrie  compofôe ,  en  fe  fer- 
rant du  calcul  difïerenrîel  &  intégral ,  Ton  trouve  ordinaire- 
ment des  formules  générales  qui  donnent  la  réfolution  de 
tous  i't%  Problêmes  fenokblables,  eB  fubftituant  iîmplement 
dans  ces  formules  les  valeurs  qui  conviennent  aux  Problê* 
mes  particuliers^  On  mettra  id  celles  de  ces  formules  qui 
font  le  plus  d*ufage,  &  qui  ont  le  plus  d^ctendue,  afin  que 
dans  la  brièveté  qu^on  eu  obligé  de  donner  à  ce  huitième 
Livre,  les  Leâeurs  qui  commencent ,  ne  laiflent  pas  d*y  trou- 
ver la  méthode  de  réfoudre  le«  Problème^  les  plus  ntilesde 
la  Géométrie  compoféc,  &  ce  qui  leur  eft  neceflaire  pour  en- 
tendre  les  aouveUes  décoavertes,le  pour  en  £aire  eux.mêitics« 

Y  ij 


>7i  Analyse    démontre^ 

Zes  formules  des  tangentes  &  des  autres  liytes  qui  ont  rafort 

aux  tangentes. 

550.  Si  l'on  imagine  que^C^eft  une  courbe  quelconque  dont 
lie.  XIX.  Ce  eft  une  partie  infiniment  petite ,  &  qui  eft  par  confequent 
une  petite  partîe  de  la  tangente  au  point  C>  qu'on  mené  des 
points  C,  t:-  les  ordonnées  CBy  cb  fur  le  diamètre  AB  î  qu'on 
prolonge  la  tangente  rC  en  5  où  elle  rencontre  le  diamètre 
prolongé  BJt  y  &  qu'elle  rencontre  auffi  au  point  T  la  tan* 
gente  AT  du  fommet  j4\  qu'on  tire  aufli  Ce  parallèle  au 
diamètre  ^J9  qui  rencontre  ch  tn  e  &c  ATcn  ti  enfin  qu'on 
mené  Ci>  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  C  qui  ren- 
contre le  diamètre  au  point  I>^ 

Quelque  angle  CBA  que  faflènt  ïes  ordonnées  B'C  avec  le 
diamètre  >^^,  le  petit  triangle  Cec  fera  toujours  fèmblable 
à  chacun  des  triangles  CBSyATSy  CTt.  Suppofant  AB=^Xy 
BC  '=^yy  l'on  aura  Cr «=  Bb^ss^dxy  ee ^=dyyhL2i  caufe  des 
triangles  femblables  CeCyCBS  yOn  aura  ec(dy).  Ce{dx\:T 
BC  {y)  •  -35  ==  ^y  qu'on  fuppofera  ^  pour  abréger ,  »  S. 

Formule  de  la  foutangente.  B  S  (  S  )  =  -^j^  j  doà  ^on  déduit  A  S 
=  B  S  —  A  B  =  JiniiËZ,  qu'on  fuppofera  =  s.. 

\JE  s  triangles  fcroblables  Cec  y  SAT^  donnent  auflî  Cr  (ix) 
\ec{dy)  ::  A  S  ('''^''J-/'\  AT=^àLi^^  qu'on  fuppofera; 

'  =»  9  j  d*où  Toiv  aura  Tt  =  At  ou  CB  —  AT  =  -^y  qu'on^ 
fuppofera  =  t. 

Ces  quatre  formules  pour  trouver  les  lignes  BS  (5),  ^S{s)y. 
AT  {^)^  Tt{T)y  font  toujours  les  mêmes  ^  quelque  foit  Tan- 
gle  des  ordonnées  avec  le  diamètre.  On  fuppofe  pour  les  Vi- 
vantes que  cet  angle  eft  droit,  ce  qu'il  faut  bien  remarquer- 
Nom  mant  l'arc  AC  de  la  courbe  ACc^  »\  la  partie  Ce 

infiniment  petite  de  cette  courbe  fera  T=,duj  ic  comme  elle 
eft  Phypothenufe  du  petit  triangle  redangle  Cec  y  l'on  aura 

Ce  {du'^^r^Ce^  ec  {dx^- -f- ^/)  j  aîn fi  Ce (du^^sx, v^^x* -*» dyK 
les  tmngles  reâangles  fbmblabies  Cec  y  CBS  donnent  Vf  (^) 
^Cc{^dx^^dy^)::BCty).  CS ^  ^ Vdx^  +  rf/  ,  qu'oœ 

iiçpoferasK  T5  ^in{xCSÇr)^=s^^dx^^  dj\  eft  la  formule: 
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àe  la  tangente.  Les  mêmes  triangles  donnent  au()[î  Ce{dx) 

qu*on  iuppolera  =  t  j  d'où  l'on  déduira  CT^=ss  CS-^^ SX, 
a=  f,  Vdj(^  -H  d/y  qu'on  fuppofera  =  /. 
-  Les  triangles  reûangles  femblables  Cet ,  BCD^  (  cai;  ÎI5  ont 
chacun  un  angle  droic  Ctc^CBD^  &  de  plus  ôtant  de  chacua 
des  angles  droits  J^Ce  &  JJCVrangle  commun  DCCy  les 
angles  eCc^BCD  font  cgjaux,)  donnent  Ct{dx) .  Ce  {Vdx^'^df) 

::  C£{y).  CD^Zc^dx^^dy\  qu'on  fuppofera = J?.  Ceft 
la  formule  de  la  perpendiculaire  CD.  Les  mêmes  triangles 
donnent  encore  Ce {dx) .  ec  {df)  ::CB{y).  JBD=s^^  ^  qu'on 
fuppofera  s^p.  Ceft  la  formule  de  lafoûperpendtculaire  £D  f 
4'où  l'on  déduit  ADm^jiB ^3D^=^  '^  j/^-i  c^u'on  fup. 

pofera«=/f  &  SJ^^SJi-^-SD^ii^^'y  qu*on  fiippo^ 
fera  =  ^. 

On  a  mis  toutes  ces  formules  pour  faire  concevoir  dans  \% 
.fiike  ce  que  l'on  entend  par  la  meibùde  inverfe  d$s  tangentes^ 

Vf  Agi  de  ces  fofmuliu 

E  X  B  u  p  t  1     1 

51  î .  Q 17 A  w D  on  veut  trouver  quelqu'une  de  ct%  Henes  paf  fat- 
port  à  une  courbe,  partitùliere,  par  exemple  la  loutangente 
5  3  il  faut  par  le  moyen  de  l'équation  de  cette  courbe  particu. 
liere,  prendre  la  valeur  de  j^  ;  par  exemple  H  Pon  veut  la  fou^ 
tangente  de  hi  parabole  dont  l'équation  eftj^ — px^f^Oy  il 
faut  prendre  les  diSRbrences ,  &  Poiï  aura  tydy^sss^fix^  ce  qui 
donnera^  =35^  *y:  ^  il  faut  ettfuit'e  Aibftituer  cette  valeur  de 
*/^  dans  la  formule  S^^^hi  l'on  aurar  5  ssi^  ;  £c  metr 
tant  pour  xyy  fa  valeur  \fx ,  l*onf  aura^  sss  2  x  :  ce  qp^i  fait 
'  voir  que  dans  la  pa-rabole  la  foutangente  S  eft  égale  au  dou.^ 
ble  de  la  coupée  x.  £t  quaad  on  veut  la  foutangçt)te  pour 
un  point  déterminé ,  il  n*y  a  qu'à  mettre  la  valeur  détermîi- 
née  de  X  qui  convient  à  ce  point  li.dans  5ss«  ;  x,  &  là  fbu^ 
tangente  fera  déterminée  pour  ce  point  là.  11  faut  faire  lat 
même  chofe  pour  les  autres  courbes  II  £8iut  de  même  pou» 
\t%  autres  formules  3  trouver  par  les  équations  des  courbe»» 

jartLcuiieies  ^  les  valeurs  des  dilBbiences  ày^  dx  ^.  y/^dx"-  ^  J^^ 


en  grandeurs  finies  qui  ne  contiennent  |>lus  de  difièrences^ 
&  les  fubftituer  dans  les  formules,  &c  apr^s  la fubftitution^ 
l'on  aura  les  valeurs  que  reprefèntcnt  ces  formules. 

£  X  fi  M  p  L  £      I  L  . 

551.  jf  O.uTÉs  les  courbes  géométriques  peuvent  €trc  reprefen- 
ri.€.xix.  técs  par  Téquàtion  générale  /x"  -4-  g^°H-  h  x'/-+-  ^  =  o 
dans  laquelle  x  marque  les  coupées  u4M  ^y  les  ordonnées  Bd 
car  dans  les  équations  de  toutes  les  courl^es  géométriques  ^ 
ne  pouvant  y  avoir  que  quatre  fortes  ide  quantités  ^ui  ea 
compofent  les  termes  ;  les  premières  qui  ne  contien&enc  de 
changeante  que  x  fans jf  ;  les  fécondes  qui  ne  contiennent  que 
y  y  les  troifîémes  des  x*^  àéay  mêlés  ensemble  ^  &  les  qua« 
criémes  un  terme  tout  connti  ou  conftant  -,  le  premier  terme 
At  Téquation  générale  reprefente  les  premières^  le  fécond^ 
les  fécondes  j  le  troifîéme^  les  troîfiémes  5  &  le  quatrième 
xeprefèntele  terme couftantide  celles iqoi en xuKun \fygyh^ 
Tepreienteni;  les  coëfîdens  ^  te  m^  h,  r^  f^  reprefentent  les 
«rpofans  des  changeantes  x  &j(.  Cela  fuppofé,  il  faut  trouver 
|iar  cette  équation  générale  ,  la  foucangente  de  toutes  Iq$ 
^courbes  géométriques.. 

«o..  llj^ut  pr^idre  les  «diifcreiicej  des  termes  4e  i^équacioit 
générale  ^  &  l'on  aura  «ç/Of "'  ^  Vx  h*-  «gy  "  "  ^dy^  thx  '  ^  ^y^  dx 

^shxy^'ivf^o:^  d*oùl:ppaui:a5J/»=~-is4^:j ,  /,,>, 

^       ^  mfx  ^rhx^    ^y\ 

%^.  Il  font  fubâituer  cette  vakur  de  ^  dans  la  formule  de  la 

foutangeônte  5  *=  ^.  &  Ton  .aura  tf  =  '^^^,,~/   ^  l-^^ 

<qi!kî^eft  la  valeur  de  la  .foutangente  detdates  lescourbes  geô- 
fïietïiques,  011  plutôt  une  for-mule  pour  les  jjtciuvtr  ^  en  lulv 
ftîtuaht  dans  cette  ex preflîon  générale  de  lafoutangente^  1« 
4^aleur^  des  indéterminées /, g^  A^f»^  «^  r,  /,  prîfes  des  équa- 
kibàs  de  chaque  .coui^be  geometriqu.e  dont  on  voudra  ^avoà: 
ia /oujtangente. 

Averti jfement. 

>    On  tfa  mis  ce  fécond  Exèiaaj^le,  que  potw  faire  vtfir  amc 

Ledeu^rs  la  beauté  i^e  TAnalyfe  ,  &  râvantagé  paTtîculîer 

iqufeJle  a  ^de  faire  appcrce voir  â  f  eforit  le  toonibrc  înfinî  de 

coinces  3^  £ourl?es  ^gec^uecciqiics  »  Jtous  unjc  ejcpreffîoja  ^ugH 


♦. 


** 
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ffmple  qu'cft  Inéquation  générale  qui  précède ,  &  de  Itiî  faire 
découvrir  par  un  même  calcul  ^  en  fe  fervanc  de  cette  équa- 
tion y  des  propriétés  qu'il  voit  clairement  leur  convenir  i 
toutes^ 

L 

553  •  Qu  A  H  D  la  quantité  quePon  trouve  par  le  moyen  de  l'é- 
*  quation  d'une  courbe  particulière  pour  la  valeur  deffy  c(k 
une  fra&ion^  &  qu'en  voulant  ^  par  exemple^  une foutangrn» 
0e  déterminée  pour  un  point  particulier  de.  la.  courbe  y  lar 
fùbftitution  des  valeurs  déterminées  de  at  6c  de  y  pour  ce 
point-lây  rend  le  numérateur  &  le  dénominateur  cnaenorégat 
à  zero^  il  faut  continuer  de* prençlre  la  différence  du  nume^ 
raceur^Sc  enfuite  celle  du  dénominateur,  &  les  diviler  lime 
par  Pautre,  &  fuppofer  la.  nouvelle  fraâion  égale  à.^  y  U 
après  avoir  fubftitué  dans  cette  nouvelle  fraâion  les  yakurs 
déterminées  de  x  &  de ^,  prendre  dans  cette  équation  lû> 
.  valeur  de  ff ,  fie  la  fubftttuer  dans  la  formule  s  s»^  s  fit  l'oa 
aura  la  valeur  delà  foutangeate ,  qui  convient  à'CC point-là.. 
Si  la  fubftitution  des  valeurs  déterminées  de  x  tidcf  refi« 
doit  encore  lenumerateur  &  le  dénominateur  de  la  nounsel-* 
te  fraâion  égaux  chacun  à  zéro ,  il  faudroit  continuer  de 
prendre  les^  difierences  du  numérateur  &  du  dénominateur 
de  la  nouvelle  fraâion ^.&  continuer  Toperatioii.  comme  oi» 
lûe&t  de  le  dire». 

PI. 

SJ^      La  confîdératîbh  dfes  tangentes  d*une  courbe  a  dt  grandiri 
ufagesion  en  mettra  feulement  ici  quelques-uns.  i^.  Chaque 
partie  infîniment  pente  de  la  courbe ,  étant  une  partie  îhfînîi. 
ment  petke  de  la  tangente  d  ce  point  de  la  courbe ,  les  an- 
gles que  font  entr^elles^les  tangentes  des  points  infiniment  pro^ 
ehes  de  là  courbe^  font  ceux  des  petites  parties  de  la  courbe. 
2^  Si  Ton  trace  foîlmême  les  tangentes  d'une  coorfee  qui 
Icntrecn^ elle-même  comme  d'une  ellipi^^en  commençant 
au  fommer^-,on  verra  que  lès  foutangente^  i75,  j?5^  &c.  F2*«mt< 
pTÎfes  fur  un  diamètre  u^jS^  augmentent  à  mefure  que  Ton  ^^Liii^. 
frend  dfes  points  quî^vonf  du  fommer-^'vers  le  pbînc  D, 
où  fe  termme  le  diamètre,  conjugué ,  &  <|u*eH(25  s^augmen^. 
tent  en  allant  du:  côté:  «S'- vers  i?5rigine j  qu'au  point. 17  du 


1%« 
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diamètre  conjugué,  la  foutangente  KS  devient  infinie,  It 
tangente  DE  ie  détachant  la  de  la  ibutangente  à  laquelle 
elle  devient  parallcle  en  ce  point  Di  &qu*enluice  le^  iou^ 
tangentes  6s  des  points  c^  c  pris  depuis  le  diamètre  conju, 
gué  D  vers  la  féconde  extrémité  (a)  du  diamètre ,* pailent 
deTautre  cote,  &  /e  trouvent  au  côté  oppofé  â  Torigine, 
j6c  vont  toujours  en  diminuant  ^  de  manière  que  fi  Ton  fair 
les  premières  pôfitiTes ,  les  fécondes  feront  négatives  i  8c  au 
point  D  du  pafTage  des  pofitiyes  aux  négatives ,  la  ibutan.' 
gente  devient  infinie. 

Si  Ton  commence  à  mener  les  tangentes  du  fommec  D  du 
iêcond  diamètre  par  tous  les  points  C^  C  de  la  courbe  >  jus- 
qu'aux points  S  y  S  dn  premier  diamètre  jt^A,  prolot^é  vers 

5  y  on  verra  que  les  foutangentes  BS  ,38  yont  en  diminuant 
jufqu'au  fommet  j4  du  premier  diamètre,  où  la  foutangente 
devient  zero^  &  cootinuant  enfuité  de  niçncr  les  tangentes 
cSyCS  par  les  poiats  c^c,  jiifqu'â  la  fecondç  e^^tremité  d 
du  Second  diamètre,  on  verra  que  les  foutangcpt^  JîS  vont 
«nfuite  en  augmentant  juTqu'ày  point  d^  où  la  foutangente 
devtenc  encore  infinie ,  étant  parallèle  i  la  foutangente^ 

.  Si  l'on  mené  hors  de  Pellipfe  une  droite  a  cl  s  s  parallèle 
au  diamètre,  les  foutangentes  as^/is  des  points  Cj  C,  pris 
depuis  le  fomcnec  j4^  julqu'au  diamètre  conjugué  B ,  prife$ 
itir  cetœ  parallèle  depuis  le  poinc  a  qui  répond  4  ro^igijne  ^/ 
idroac  du. côté  des  négatives  ^  &  depuis  le  diamètre  conju^ 
gué  D ,  elles  feront  du  cpté  des  pofîcives ,  &  le^s  premières 
iront  en  augmentant ,  &  les.fecondes  en  diminuant  j  8c  au 

Î>oint  2),  qui  efl  le  pafTage  des  négatives  aux  pofitîves,.  la 
butangente  fera  în6nie ,  parce  que  la  tangente. D^  fe  détar 
clie  en  ce  poînt-là  de  la  foutangente,  àc  lui  devîctii:  parallelej 

6  (x  Ton  mené  les  ^ngi^tes  en  commençant  au  point  Z)  pap^ 
cous  les  points  JD,  C,  C,  y^,  ç^  c,  d^  les  foutangentes  cts  né- 
gatives fur  a^^s^  iront  en  diminuant  jufqu*â  celle  du  poinr 
^  j  où  la  {butangente  fera  zéro,  après  quoi  elles  îde viendront 
pofitîves  vers  la  gauche,  &  iront  en  augmentant  jufqu*àli| 
(putângente  dii  point  d\  qui.  fera  infinie. 

Après  s'être  rjendu  cette  fenurque  bien  familière,  on 
laura^  ï%  une  marque  pour  cônnoître  quand  on  a  unp  cqua^ 
lion  d'une  courbe  par  rapbrt  â  une  droite  donnée  ,  fi  elle 
ç>i>fflc/à  conc^vît^  ou  fa  conflWÎté  vers  cette  drpiiç  3  car  en 

•  '  jCrx?uyanc 


Livni      Vïïl.  i7f 

trouvanc  les  Ibutangentes  de  deux  ou  trois  points  proches 
de  l'origine  ^  il  n'y  aura  qu'à  voir  û  elles  augmentent  pofitî^ 
vement  ou  négativement  ^  dans  le  premier  cas  elle  eu  con- 
cave vers  la  droite  donnée 5  dans  le  fécond,  elle  efl:  convexe» 

On  verra  clairement  ,,i^-.  que  quand  une  fuite  de  gran- 
deurs, comme  de  foutangentes  ou  autres,  eA  d'abord  poutive^ 
&  devient  enfuite  négative,  i'exprefllon  indéterminée  com* 
mune  i  chaque  grandeur  de  cette  fuite,  devient  au  point  da 
paflage  égale  i  zéro  ou  à  Pinfîni  5  eUc  eft  égale  â  zéro  quand 
les  pofitives  ou  négatives  vont  d'abord  en  diminuant  &  en^ 
fuite  en  augmentant  ;  elle  eft  égale  à  l'infini ,  ^quand  elles 
commeincentpâraugmenterj&  qu'après  le  paiTage  elles  vont 
en  diminuant.^  ce  quil  faut  bieii  remarquer 5  &;en fuppofanc 
l'expreflîan  indéterminée  de  chaque  grandeur  de  cette  fuite 
égale  à  zéro  ou  à  Tinfini ,  cela  fert  à  déterminer  la  valeur 
de  Tinconnue  de  cette  expreffîon ,  par  exemple  de  Tordon. 
néej^,  ou  de  la  coupée  x  aux  poiocs  des  palTages  des  graiu 
deurs  pofîdvesauK  négatives ,  ou  des  négativtes  aux  pofitives» 

3^  On  vient  de  remarquer  que  les  tangentes  aux  fomraets 
du  diamètre  font  parallèles  aux  ordonnées  j  par  confequent 
fi  Pon  confidere  le  petit  triangle  dont  ^/iv  petite  partie  de  U 
courbe  eft  Phypo«henufe,^^;c  petite  partie  du  diamètre  eft 
un  côté,  dy  petkepartie  de  l'ordonnée  eft  le  fécond  côté,  a«x 
fbmmets  dû  diamètre, on  verra  que  l'hypothenufe  du  Ce  dé« 
tache  du  petit  côté  ^/  &  lui  devient  parallèle  ^  &  par  confé-» 
quent  le  petit  côté  dx  entre  ces  parallèles  devient  zéro  par 
raport  d  chacune  des  parallèles  qui  devient  indéterminée  ou 
?ofinie.  De  même  les  tangentes  aux  fommets  des  (féconds 
diamètres  conjugués  aux  premiers,  font  parallèles  aux  pre- 
siiers  diamètres,  c'eft-â-dire,  elles  font  parallèles  auic  cotu 
pées  jtf}  &â  CCS  fommets  l'hypothenufe  ^#fe  détache  du- 
petit  côté  dx  &  lui  devient  parallèle,  &  par  confequent  le 
petit  côté  dy  devient  en  cet  endroit  là  zéro  par  raport  ait 
côté  dx  èci  rhypothenufe  du^  qm  font  devenus  parallèles 
&  indéterminés  ou  infinie.  ^ 

4P.  Cette  dierniere  remarque  donne  lieu  â  cette  autre ,  quQ 
les  ordonnées  y  du  côté  concave  de  la  courbe  vont  en  aug« 
mentant  depuis  le  fommet  jufqu'au'diametre  conjugué  où  eft 
la  plus  yrande  y  ,  &  enfuite  elles  vont  en  diminuant  jufqu*i 
Taurre  extrémité  du  diametr£  3  fie  tu  contraire  dficôté  ok\^ 
Tome  II.  ^  Z  ^ 
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courbe  touiiic  (â  convexité,  lesj^  vont  en  dimiouant  depuh 
roTigînc  jufqu^au  point  où  le  termine  le  diamètre  conjugué 
où  eft  la  moindre  y  ^  Se  enfuite  les  y  vont  en  augmentant } 
âtofi  au  point  de  la  plus  gratide  ordonnée  y  du  côté  concave, 
&  de  la  moindre  du  côté  convexe ,  dans  le  petit  trianele 
fait  des  du^dxy  dyi  dydk  zéro.  En  prenant  auffi  toutes  Tes 
parallèles  aux  coupées  Xy  terminées  au  diamètre  conjugué^ 
pour  les  X  i  on  verra  que  depuis  un  des  fommets  D  ou  ^  du 
diamètre  conjugué  ,les  x  vont  en  augmentant  du  côté  con^ 
cave  jufqu'au  ibmmet  yi  du  premier  diamètre ,  où  fe  trouve 
la  plus  grande  X  y  après  quoi  l^s  x  vont  en  diminuant  jufqu'â 
la  féconde  extrémité  d  du  diamètre  conjugué  ^  &  au  con- 
traire du  côté  convexe  en  concevant  une  ligne  hors  de  l'el- 
lipfè  parallèle  au  diamètre  conjugué ,  les  x  prifes  fur  cette 
parallèle  vont  en  diminuant  depuis  celle  qui  fe  termine  au 
ibmmet  D  du  diamètre  conjugué  jufqu'â  la  moindre  de  tou- 
tes les  x  qui  fe  termine  au  ibmmet  ^du  premier  diamètre^ 
après  quoi  elles  vont  en  augmentant  ^  {ku:  confequent  au 
point  de  la  plus  yrande  x  du  côté  concave ,  &  de  /^  moindre  x 
du  coté  convexe  dans  le  petit  triangle,  le  côté  dx  devient 
zéro.  D'où  Ton  voit  que  dx  icdy  ne  peuvent  pas  être  dans 
ces  cas*là  chacune  égales  â  xero ,  ni  avoir  un  raport  fini. 

^^.  Les  remarques  qu'on  a  faites  par  raport  â  l'ellipfe,  pour 
fixer  Timagination ,  doivent  s'appliquer  a  toutes  Its  courbes 
où  les  appUquées  vont  en  augmentant ,  &  enfuite  en  dimi* 
nuant  du  côté  concave ^  &  le  contraire  du  côté  convexe,  & 
de  même  les  coupées  ^  &  elles  fiiâifent  pour  en  faire  faire 
de  femblables  ûa  toutes  Portes  de  courbes. 

IL 
Des  ^uanmh  4ju*an  appelle  les  plus  pondes  ^  les  nmndres^ 

^  ^  Jes  formules  pour  les  trouver. 

-.  D   B'  P    I   NI    T  I   G   K. 

5  j  5 .  L  O  R  s  (ijcf*o  N  a  l'équation  d'une  courbe  où  les  x  font  les 
coures,  &  les  ^  les  ordonnées,  &  qu'on  veut  fça  voir  le  point 
où  le  trouve  la  plus  grande  ou  la  moindre  ordonnée^^  corn- 
Me  oiiffî  celui  de  la  plus  grande  ou  de  la  moindre  coupée  Xy 
c'dl-à-dire  la  valeur  déterminée  de  x  qui  convient  i  ce  point 
de  la  plus  grande  ou  de  la  moindre  ordonnée ,  & ,  fi  l*on  veut, 
celle  de  cette  plus  grande  ou  moindrej^s  &  de  même  la  va- 
feiir  de^  ou  de  x  au  point  de  la  plus  graade  ou  moindre  xi 
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cela  s^appelle  une  queftion  ou  un  problême  iisfks  ^andes 

^  des  moindres. 

Comme  aufli  fi  I^on  t  ooe  quantité  changeante  compofée 
,  de  feules  x  ou  de  feules j^^  &  que  cette  quantité  aitle  en  aug« 
mentant,  &enfuite  en  diminuant  ^  ou  en  diminuanc,  &  en^ 
fuite  en  augmentant,  &  qu*on  veuille  (çavoir  de  toutes  ce« 
quantités  changeantes  qui  ont  une  même  expreflioo,  celto 
qui  eft  la  plus  grande  ou  la  moindre ,  il  faut  concevoir  cette 
quantité  comme  étant  l'ordonnée  d'une  courbe ,  &  la  fup^ 
pofer,  fi  elle  ne  contient  que  des  Xy  égale  à  ^  i  ou ,  fi  elle  ne 
contient  que  des^,  égale  à  x  ;  &  concevpir  que  le$  x  (ont  les 
coupées,  tiy  l'ordonnée  égale  à  la  quantité  propofée,  &  il 
s'agira  de  trouver  la  plus  grande  ou  la  moindre  4f  comme 
dans  les  courbes }  &  ce  fera  auffi  «i  PrêAlème  des  fmi  grandes 
^  des  moindres. 

Formules  pour  trouver  Us  plus  grandes  ^  les  moindres. 

5  5<>.  ^  a:  ^  eft  la  formule  pour  trouver  la  plus  grande  ou  II 
moindre  y  i  êc  ^  «s  ^  fera  la  formule  pour  trouver  \aipb$s 
qrande  ou  la  moindre  x  j  ou  fimplement  dy^sso^  ic  dysB:à 
l'infini ,  qu'on  marque  aînfi  ^^  =ss  oo  ,  font  les  formules  pour 
trouver  les  plus  grandes  ôl  les  moindres. 

Usage    des     Foumules. 

v2U  AND  on  a  l'équation  d'une  courbe  oii  il  faut  trouver 
les  plus  grandes  8c  les  moindres ,  ou  une  expreflion  d'une 
quantité  changeante  réduite  d  l'équation  d'une  courbe,  en 
la  fuppofant  égale  à  une  changeante^  ;  il  faut  prendre  lés 
différences  de  cette  équation ,  &  réduire  au  premier  mem^ 
bre  il ,  &  le  refte  de  l'équation  difFerentîelle  où  il  n*y  a  plus 
dç  dy  ni  de  dx  au  fécond  membre^  &  quand,  on  cherche  U 
plus  çrande  ovi  la  moindre  j(,  prendre  pour  formule  ;^| 
c'eftXdire,  fuppofer  que  le  numérateur  eft  zéro,  &  tirer  de 
l'équation  qui  en  réfulte,  en  yeinployantaufii  l'équation  mê- 
me de  la  courbe  propofée^  la  valeur  ou  les  valeurs  de  j^;  fie 
l'on  aura  là  val^dr  déterminée  de  xau  poîrit  de  la'plus  grande 
t>u.d^  la  moindre  y  î  &  Ton  peut  auffi- déterminer  la  valeur 
de'tétre  plus  grande  ou  moindre j^,  puîfque  x  eft  déterminée. 
Si  l'on  cherche  la  plus  grande -ou  la  moindre  x^i\  faut  fe 
Servir  d^  la  fprmule  ^^  c{eAsà.d?f e ,  fu|»poftr  k^  civihbmina- 

Zij 
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teur  égal  à  zerp)  &  par  ceete  équation  décerminex  les  valetlrs 
de  X  &  de  jf.  Si  To»  ne  peuf  pas  trouver  de  valeurs,,  ni  zero^ 
pour  la  plus  grande  ou  moifidre  x  Uy,  &  qu'on  n'en  trouve 
que  d'imaginaires,  e*ett  une  marque  que  la  courbe  n*cn  a  pas. 
On  diftinguera  quand  ki  quantité  que  Ton  trouve  par  la 
méthode  eâr  une  plus  grande  ou  une  moindiùi^farlaJefMde 

Siemarqmf,  nom.  i^ 

Pour  trouver,  par  exemple,  lesr  phs  grandes  &  les  main^ 

#,79,  lir^j  de  la  courbe  dont  réquationeft*  jyy=i^aa^—xx3i^.otk 

prendra  les  diâèr:ences  de  Téquation ,  &  Ton^  aura  ^ydy^=: 

—  xrfx  ;  ce  qui  donne  £=3  —  g  y  &  en  mettant  air  lieu  de  / 

-  ,  ,• s ày —y*        > 

fevaleur/5=s  V\ap — fxx,  on  aura  Ji — aV\ap  —  fxx 

»<>.  Onfiippofera,  fiiivancla  formule  3^^  te  namerateur = o  j 

ce  (jaî  donnera  —^px  =  o  5  &  divifànt  par  — p^  on  aura 

X  s=  o  :  c'eft  la  valeur  de  x  au  poinr  de  la  plus  grande  y. 

En  fubftituant  cette  valeur  dexeso  dans  la  propofée,  au 

Heade  x,  on  trouvera  larolus  grande^  =»iV^^;  Pour  trou- 

ver  la  plus  grande  x,  on  fuppofera,  fuivant  la  formute  ~,  le 

dénominateur  a^^  ap — ^  i  xx  ==  o  ^  ce  qui  donnera  x  =  \  a, 
qui  eft  la  valeur  de  la  plus  grande  x^  8c  la  fubftituant  dans 
\ûL  propofée ,  au  lieu  dis  x,  on  trouvera  que  la  valeur  de  j^  aus 

r>int  de  la  plus  grande  x,  eft  y  ssii/Lap —  ^ap^=zo  ^  c'efli 
dire  >  /  eu  zéro  à  ce  point  là^  , 

&  £   M    A  R  Q^U  B   S^.. 

%TT'  C/'N  remarquera  que  quandon  trouve  plufleurs  valeurs  dexi- 
pour  ta  plus  grande  ou  la  moindre  y^  ordinairement  la  courbe 
a  pfufîêurs  j^  plus  granrdes  ou  momdres ,.  ou  les  unes  moiiw 
drês;  &  les  autres  plus  grandes  j.  ce  qu*îl  faut  auffi'  remar- 
quer quand  on  cherche  les  ptus  grandes  oû  tes  moindres  x. 
On  pourra  les  connoitre  par  la  troîfîéme  remarque  fuivante;. 

rr. 

j^^X:,,  '  €5n  remarquera  auffi  que ;g;  eft'  la  même  cHofe  que  dy  infiî- 
>iîment  petfte  par  raport  idx,y  ou  ^=  o.j.  &  ^  eft  la  même? 
chofë  q^e  dy  infinie  par  jraport  ài/xj.ou.^.  ég$ile  â  rinfini^ 

IIL, 
SIS^ -^    |Uillai£rp]t.faitaasencroii:  aux  points  de  la  plus  grande  de: 
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êsh  moindre  y,  aufquek  la  tangente  eft  parallèle  aux:  x  j  on 
verra  que  jf  n*y  reçoit  aucun  accroîflement  ni  diminution ,  8t 
qu'ainu  df  eft  zéro  à  ces  points  t&c  qu'il  en  eft  de  même  de 
dx  y  qui  devient  zéro  aux  points  de  k  pks  grande  &  de  la 
moindre  x^  aiïfqiiels  la  tangente  eft  parallèle  aux  ^,  x  ne 
recevant  k  ces  points  M  nt  accrorûfèment  ni  diminution ,  & 
où  par  confequent  ^  eft  infinie  par  raport  â  ^x^  n'étant  plus 
bornée  par  la  petite  bafe^^y  &  en  étant  détachée  en  ce 
pomt  là  :  Mafs  que  fxdx  ècdy  devenofent  chacune  zéro ,  ou 
avoient  un  raport  fini  ^  il  n*y  auroit  ni f  lus  grande  ni  moindre^ 

I  ï  L 

3es  fûints  <^ inflexion  ^  de  rebToujfement  des  courbes  ^  é*  ^^ 

formules  four  les  trouver. 
5^0.  1 L  y  a  dés  courbes  qui  tournent  d^bord  leur  concavité  d*un  îw.XLnra. 
côté ,  &  qui  tournent  enfiiîtc  leur  convexité  du  même  côté  *  **'^'' 
cx>mme  ACcf  ^  Ccfy^qf.  Le  point  ou  kt  partie  infinimenir 
petite  Ce  (fig.  44) ,  &  j^  (6g.  45  )  y  qui  fépare  la?  partie  concave 
de  la  convexe  ^&  qui  eft  commune  â  Tune  &  a  l'autre  ^  $*kp. 
pelle  le  f  oint  d^ inflexion  quand  la  courbe  va  toujours  du  même 
côté  j  &  le  point  de  rebrouflement  quand  la  courbe  retourne  ou» 
lebrouflè  fon  cheniin  comme  Cent  (fig.  44). 

Four  trouver  ces  points  des  courbes  qui  en  ont ,  il  faut 
remarquer  q|a'èn  prenant  lés  dx  conftantes  ^  c'eft-â-dire  éga- 
les ,  les  ^  vont  en  diminuant  dans  la  partie  concave  ^  &  en  Fi«»  xqk. 
augmentant  diansTa  partie  convexe  ^  ou  bien  au  contraire  : 
car  dc(dy\  furpaue  ^/ qui  eft  le  d:'y^  fufvant^  puifqu'én  fup^ 
pofaxit  cissiCOy  c'èft*â-dire  les  dx  conftantes^  de  eft  égaie 
à  eg^  zïaEidc  furpafSe  f/L  Dans  la  partie  convexe  fuppofant 
auâi  les  dx^  conftantes. ,  cd=z  ceilèsdy  vont  en  augmentant,  Fir.xuv^ 
car  dc{dy)[ssseg  moindre  que  ^/j  ou  bien  fl  Ton  prenoft  la 
partie  concave  en  revenant  vers  l'origine ,.  on  verroi't  que^ 
SCS  dy  vont  enaiigmentant,  &  que  dans  la, partie  convexe 
en  revenant  auflT  vers  rôrigine ,  les  dy  vont  en  diminuante 
ÂinS  quand  une  courbe  a  une  partie  concave  &  l'autre  con- 
yexev<^s  Pune  les  dy  vont  en.  augmentant  ^  &  dans  Tautre 
en  dfmînuanr. 

*  D'où  il  fuit  que  fi  Pbn  Tmagine  que  les  i^^on  pRitôt  des: 
Kgncs  finies  quiayenc  entr'elles  les  mêmes  raports  que  les  dy^ 
fcnr  des  ordonnée*  mîfes  de  fiiîtefiir  la  ligne  des  coupées 
^SJHFj^ïOiis.  extrêimité»  formeronr  une  nouvelle  courbe^  smJaaK. 

Ziii 
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dans  laquelle  il  y  aura  une  plus  grande  ou  «12^  moindre  au  point 
de  la  nouvelle  courbe^  par  lequel  pailè  l'ordonnée  qui  va 
au  point  d'inflexion  ou  de  rebrouUèment  de  la  première 
courbe  ^  ces  ordonnées  de  la  nouvelle  &  de  la  première 
courbe  étant  Tune  fur  Tautre:  Il  y  a  plufieurs  plus  grandes 
ou  moindres ,  s'il  Te  trouve  dans  la  première  courbe  plufieurs 
points  d'inflexion  ou  de  rebrouflèment. 

Il  fuit  de  là  que  pour  trouver  le  point  d'inflexion  ou  de 

rebrouflèment,  il  faut  fuppofer  la  différence  des  ^^  quieflr 

?  /;^.  ^j  égale  d  zéro ,  &  enfuice  à  l'infini ,  *  pour  avoir  la  formule 

qui  fert  à  trouver  les  points  d'inflexion  &  de  rebroufl[èment* 

Formules  pour  trouver  les  points  d^ inflexion  é^  de  rebrouffement 
,ddy=sO,  ^ddy  ézal  k  l'infini^  qu^on  marque 

ainfl  ddy  s=i  00  • 

UsAQi   DE    LA   Formule. 

jéi.  POu  R  trouver  le  point  d'inflexion  ou  celui  de  rebroufle*- 
ment  d'une  courbe  dont  on  a  l'équation ,  il  faut  d'abord 
prendre  les  différences  des  termes  de  l'équation  propofée^ 
de  mettre  dans  un  membre  d^  feule ,  &  les  autres  quantités 
dans  le  fécond  membre ,  &:  ce  fera  la  féconde  équation.  II 
faut  enfuite  prendre  la  difïerence  du  fécond  membre  de  la 
féconde  équation,  en  prenant  dx  confiante ,  &  la  fuppofer 
égale  à  zéro ,  puifque  la  féconde  différence  du  premier  mem^ 
bre  qui  devroit  être  ddy,  efl  zéro  5  ce  qui  donnera  une  troi- 
fiéme  équation,  laquelle  on  réduira  i  n'avoir  que  la  feulé 
changeante  finie  x,  par  le  moyen  de  la  féconde  équation, 
&  fe  fervant  auflî  de  l'équation  de  la  courbe  ^  &  l'on  trou^ 
vera  k  valeur  de  x  dans  cette  dernière  équation ,  qui  fera  la 
valeur  de  la  coupée  x  au  point  d'inflexion  ou  de  rebrouflè- 
ment^ &  l'on  trouvera  la  valeur  de/  au  m£me  point,  en  fub* 
ftituant  la  valeur  trouvée  de  x  dans  l'équation  de  la  courbe. 
Par  exemple  pour  trouver  le  point  d'inflexion  ou  de  re^^ 
brouflèiiient  de  ta  courbe  dont  l'équation  efl  axxx9=zxxy 
••«•  aay  >  1®/  on  prendra  les  différences  de  l'équation  propoféé, 
fie  mettant  ^  au  premier  membre ,  on  a,ura  la  féconde  équa- 
tion dy  =«  "--^^l^ji^  =^ ^xdx^xxydx  x  xx^aa " '.'  *^.  On 

prendra  la  difl[êrence  du  fécond  membre  de  cette  féconde 
équation ,  en  f  upppfant  dx  coaf^antÇj  ça  U  fuppofera  çgale  à 
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ïcro  y  &  Ton  aura  la  5*  équation  ladx"-  —  lydx"^  —  ixdxdy  x 

X AT  H-  aa  —  ixdx  X  zaxdx  —  ixydx  x  xx-^aa"^  =  o- 
3^.  On  fubfti tuera  dans  cette  croiuéme  équation  la  valeur 
de  ify  prife  de  la  féconde,  &  la  valeur  de  y  prîfe  de  Tcquation 
de  la  courbe,  &  Ton  trouvera  la^  —  6^'xx=  05  d*où  Ton 
tire  xmssaVj  j  mettant  cette  valeur  dans  Téquation  de  la 
courbe  à  la  place  de  x,  on  trouve^  =  jai  ainfî  fuppofanc 
la  droite  des  x^  &  prenant  fur  cette  droite  une  longueur 
x=z  a^/j  ^  &  élevant  une  perpendiculaire  y  =  i  ^ ,  fon 
extrémité  Ce  trouvera  au  point  d^inflexion  de  la  courbe. 
On  auroit  abrégé  le  calcul  en  difpofant  aîn/î  Téquatioa 

de  la  courbe ,  ^aar  jjfë^>  oujtœs^^xx  x  xx  ^^  aa'' .  On  ne 

Ta  pas  fait,  pour  faire  connoitre  aux  Leâeurs  qui  commen.- 
cent,  la  manière  d^operer  fans  féparer  ainfi  d'abord  les^, 

R  £  M  A  11  Q^u  £. 

S I  l'on  n'avoit  pas  trouvé  de  valeur  de  x  en  fuppoiant  la 
valeur  de  ddy  ss=  o,  on  auroit  fuppofé  ddj  aspo  j  c*eft.d* 
dire ,  on  auroit  fuppofé  ssa  à  zéro  le  dénominateur  de  la 
{r^€dotiMsiiddy^  au  lieu  qu'on  en  a  fuppofé  le  numérateur 
égal  à  zéro,  en  fè  fërvant  de  la  formule  ddy^gso. 

Za  manière  dr  trouver  les  points  i^ inflexion  &  de  rehroujfement 
dans  les  courbes  dont  les  ordonnées  fartent  Jtun  même f  oint. 

i^^*  Si  Ton  prend  dans  la  partie  concave  Ccf^  les  petites  partiet  fis.  xlv« 
égales  Cc^  cf^  qui  font  les  dn^dc  dans  la  convexe  ^Xy  x^, 
égales  aux  premières ,  &  après  avoir  prolongé  la  petite  par.» 
tie  Ce  en  /,  &  %x  en  i^  on  tire  des  centres  CjXj  avec  les 
rayons  cf^  xç^  les  petits  arcs  //,  ^ «}  &  du  centre  JBs  les 
petits  arcs  Cd^  ce  y  ^js^  xi  ;  les  petits  arcs  fi  danff  la  partie 
concave  qui  mefurent  les  petits  angles  icf^  font  au  delà 
de  la  courbe  par  raport  au  point  Bi  &  les  petits  arcs  94 
dans  la  partie  convexe ,  font  en  deçà  dans  la  partie  convexe  | 
ainfî  les  prenant  pofitifs  dans  l'une  des  parties  concave  ou 
€onvexe ,  ils  font  négatifs  dans  l'autre  )  par  coniêquent  ces 

Setits  arcs  doivent  devenir  zéro  ou  infinis  ^  an  poiot  d'in«  •  f^^ 
exion  ou  de  rebrouflemént  ^  où  ils  deviennent  de  pofitifs , 
négatifs  ^  ou  de  négatifs ,  pofitifs.  C*eil  pourquoi  en  fuppofanc 
1^  valeur  changeante  de  ce  pedt  arc  fi  é^c  â  zéro  jou  eu 
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rinfinî ,  on  aura  dans  Téiquarion  que  fera  trouver  cette  fïip- 
pofitîon  la  valeur  déterminée  de  la  changeante  BC ^  Bc^ 
qui  efl  l'ordonnée  changeante  de  la  courbe  propofée  ^  & 
après  l'avoir  trouvée  ^  en  traçant  du  centre  B  avec  la  lon- 
gueur trouvée  de  la  changeante  ^C,  un  arc,  il  coupera  la 
courbe  au  point  d'inflexion  ou  de  rebrouflèment. 
&â.  XLV.      pour  trouverla  formule  qui  convient  à  ce  cas,  gn  mènera 
la  ligne  ,c  l^  jcA,  qui  fafle  avec  la  tangente  ci  y  xi ,  qui  eft  la 
petite  partie  Cr,  ;^j6 prolongée ,  TangTe  /  cî^  ijçX,  le  premier 
égal  à  Tangle  cBfy  le  fécond  i  l'angle  xjfff  s  &jpar  le  point  n^ 
lyOMclyxX  rencontre  le  petit  ^rcfi^  (pi ,  on  tirera  npyv^'i 
la  première  parallèle  ife  y  la  (èconde  à  çc  i  &  «» ,  y  /^  î  la  prc^ 
iniere  parallèle  i  ccyh  féconde  à  a  t.  Après  cela  ott;aura 
l'angle  /^ip  égali  l'angle  Cc^i  &  l'angle  AKe  =  p(;>tJ^.  Car 
les  angles  cJ^y  Ccdy  étant  Jps  lewçdeun,  le  premier  des  an- 
;gles  cgljlcgi  le  fécond  des  angles  B gcs{v^,e9ijie  même  que 
-cgly  &  cJSfé^^l  par  la  conftrûdîon  a  /c g,^opt.égaux  j  par 
conlèqucnfles  triangles  CJc^  ctly  rectangles  en  ^  &  en  t'^ 
fonc  sfemblables.  Et  comme  le  triangle  cnp  eft  fembl^le  au 
rmngle  r/^ ,  il  eft  auflî  femblable  au  «triangle  Cdcy  &  il  lui  eft 
égal ,  puifque  les  hypotenufes  cnyCx  foat  égales  par  la  fûp- 
}>ofîtion  des  du  conftantes.  De  plus  lepQtic  triangle  mnfy 
redaagle  ^n  m  y  eft^aqffî  femblabje  au.trian^  cnf  >  car  ôtanc 
4es  angles  droits  pnm^  cnfy  Tangle  çompiun^îi/,  les  deux 
angles  aigus /«»«3^«/  qui  refterbnt  feront  é^au^.  On  prou- 
vera-d^^même  dans  là  partie  convexe,  que  lec  triangles  v^^^^^ 
«.vr  >  A^vtp,  font  iemblables,  &  que  les  deux  premier^  jonc 
<ie  plus  égaux.  Ces  chçf^s  fuppoiees^  Qo  trouvera  jûafi  ;l'ftrc 

Nomtnant  la ohatigeante  BC{f) y <Sây  ^^,%l^>  x€< ^x )^ 
iqui  vont  en  augmentant  dans  la  partie  concave ,  &  en  dimi* 
iiuant  dans  la  conveoce  j  Cr^  ^/^  v^ ^  x^  (  ^  ) ,  on  les  fuppoiè 
,  conftantes ,  c'eft.à-dire  égales  \  de  y  efy  i^Ky€<p  feront  les  dy^ 
^ui  vont  en  diminuant  dans  la  partie  concave.,  &  ^n  aug- 
mentant dansla  convexe.dans  lafuppofition  des  ^  conftanr 
teSjpesscnmy  'TT^^s i*fi  feront  les  ddx  pofîtifs  dans  k partie 
concave ,  &  négatifs  dans  la  convexe  -^fm  y  ^fi  feront  les  ddy 
négatifs  dans  la  partie  concave,  &  pofitifs  dans  la  convexe. 
I*e«  triangles  femblables  CdcyXffiyfmny  donnent  C^  ou 
/^{dM).Cconaii{du)^:fm{'T--My).fMsss'='^ 

encore 
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ettcort di  QM  fn{dy).  cn{d»)  ::  nm{'J^ddx).fn^sssti!i^i 
en  evouvera  de  même  le  peck  arc  (pv  sss  ~^y  &  encore  <pf 
eas  -•■^'^^*.  Les  petits  fèûeurs  fcœblables  ^^r ,  ncij  donne- 
tom  auili  ^^(/)»^  €§{dx)::  cn{dB\.  ni^ss^-^^ssm  par 
cofi&q^nc  le  petit  istrc/i  as  «i  h-  ii/«  ^"^^j^f^'^tf  ^  ou  bien 
encore /i  »<2i2i!$^^ 
eu  bien  encore  ^i:=g'^^'^^^<^;j^^"^^^. 

JF  arnmksp^nr  trouver  le  f9intJ^ïnflexi9n  e»de  reèronffement  dans 
les  Cûwriesdent  les  ordonnées  panent  d*wn  même  centre  ou  foie  ^ 

f^i  •  Il  ftiut  fuppofer  Texpreffion  du  petit  arc  changeantr//  égale 
à  zéro  ou  à  Vinfini ,  &  Ton  aura  pour  la  formule ,  après  avoir 
multiplié  fOLtydx  &  divifé  par  du^^dx^ ^^yddy  sas o  ^ &  ^^ 
"^ydaysBBn»  ^  ou  bien  encore  dxdy  -4^  yddx  ss  o  ou  s=;  eo  . 
On  pourroit  aulE  prendre  la  valeur  de  ^1  pour  en  faire  la 
formule. 

1 L  faur  trouver  pour  chaque  courbe  dont  on  voudra: 
chercher  le  point  d^nflexion  ^  par  le  moyen  de  fbn  écpz-t 
tioni,  la  valeur  de  dx  &  celle  de  dx\  &  après  avoir  trouve 

la  valeur  de^^  sesaV^Z^Hh^,  il  faur  en  prendre  la  di^rence* 
qui  fera  égale  à  ddu  y  &  la  fuppofer  ég^le  izero^  à  eau  fè  qu^bn 
a  TuppoTé  du  conftante^  &  par  confequenr  ^^«^  ps  o  5  o»  trou» 
verapar  Inéquation  que  donnera  cette  fuppofîtion ,  la  valeur 
de  ddyi  il  faudra  la  multiplier  par —^Z*,  &  après  avoir  fubfti^ 
tué  les  valeurs  de  dx^  &  de  — yddy  dans  la  formule  dx^ 
^^^ydiy  sa  a  ou  SSS3  00  ,  il  £;iudra  mppoier  la  quantité  qu'on* 
trouvera  par  cette  fubflritution  y  égale  à  zéro ,  &  enûiire  sL 
I^infim ,  &  Ton  aura  Téquation  qui  contiendra  la  valeur  dé^ 
terminée  d'e  la  changeante  B  C  iy)  qui  convient  au  point 
dinfiexion  ou  de  rebrouflemenr  de  la  courbe  propofée..  Oa 
peut  de  même  té  fervir  de  la  féconde  formule. . 

Par  exemple  (p  h  H  cik  un  arc  de  circonférence  dont  le  f,c»  xvTr 
rayon  B^,£H:sstai  on  nommera  Tare  (phH{fO  î  *x,%/V€r 
cft  une  courbé  telle  que  nommant  £^  ^x  (x)  3  &  p^  confe- 
quent  x^{^ "> )^>  ^ u^c  droite  domyée,  t, Téquadon de 
cette  courbe  foit  ^j?;^=^^—  lay  -»•  aa^  .Pbur  trouver  le- 
poinc  d'inflexion ,,  qu*bn  fuppofe  être  tnXf  oa nienerak: 
STomo  11^  X% 
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raypn  Sx, h  infiniment  proclie  du  rayon  -5%-?/,  &  on  tirent 
du  centre  £  le  petit  arc  p^J^,  qu'on  nommera  dx;  J^  fera  dy, 
&  Hh  fera  df^  Pour  trouver  la  valeur  de  vJ^  (dx) ,  on  aura 
par  le  moyen  des  deux  fecjeurs  ou  triangles  lemblables  HSh^ 

XSJ'^y  £H{a).  £xW-^^('^'0'X^{^^^^^  En  pre- 
nant la  différence  de  Téquation  de  la  courbe ,  on  aura  di^ 
s—  ^ydyJ^^dy  .  p^^.  confequenf  d^  :?=  tyyj^^^x^dJ .  ^  ^ ^^^  — a 

-4-4*r^^+.^i^^^j  on  en  prendra  la  différence  d,d^^9  os»^ 

^  Aprèjj  avoir  réduit  les  deux  termes  ,au  même  <lé.nomî. 
nateur,  on  la  ruppofexa  égale  à  zéro,  ^  l'on  prendra  la 
valeur  de  ddy^  qu'on  multipliera  par  — y  pour  avoir  la  va- 
leur de  -^yddy.  On  fubftituera  enfujlte  les  valeurs  de  dx^  &C 
de  — yddy  qu'on  a  trouvées,  dans  la  for>aiule  dx^-^yddy  ==  o  j  ' 
&  après  les  avoir  réduites  au  même  dénâioiinateur^  on  les 
fuppofera  égdes  à  zéro  5  ce  qui  donnera  une  équation  qui 
n'^ura.plusde  différences^  &:  qui  jetant  divifée  par  yrr^/ts 
donnera  4^^— r-  i  xay^-k-  i  xaay^^^  A^yy  ^  laabby  —  x^ifb 
es  G,  qui  eft  l'équation  qui  contient  la  valeur  d^  ^C^oa 
Bx  (y)  au  point  d'iaflejcion  dpAa  courbe  pisppofée^ 

JC   E    M  A  IL  <^U  ;E    S,. 
I. 

5^4-  POt7  R  trouver  les  formulas  du  point  d'inj^exion  on  de  rc- 
brouffèment  dgns  les  courbes  dront  les  ordoaniées  paxtenc 
d'un  même  point,  parle  moyen  des  angles  infiirimepit  petits 
qu'on  conçoit  formés  9,  chaque  point  de  la  caurbe  par  les 
tangentes  des  pgints  pris  deux  à  deux  infinimeiit  proches^^ou 
par  deux  parties  voifînes  infiniment  pedtes,  lerquels  angles 
étant  pris  pQur  pofitifs  dans  l'une  des  deux  parties  concave. 
4)u  convexe  de  la  qourbe ,  ils  font  négatifs  dans  l'autre  j  on  a 
pris  les  petites  parties  dp  la  couebe  %  c'eftrà-dire  les  du^  égales 
ou  confiantes ,  afin  .que  les  pedts  àr<:s  qui  font  les  melures 
dç  ces  angles  infiniment  petits ,  éuffënt  les  mêmes  r^^yons  ,.6( 
que  l'on  vît  plus  clairement  leurs  caports* 

j  é  5^       .  3LP5  Prp]blê(nes  que  l'on  rçfout  par  les  formules  qu'oja  % 
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données  depuis  l6  commencement  de  cette  fèâaon ,  fervent 
duand  on  a  l'équation  d'une  courbe  ^  à  fe  former  une  idée 
aela  courbe,  &  à  k  tracer  àpeuprès  telle  qu'elle  doit  être  j 
cor  on  trouve  p^r  les  formules  des^  tangentes  de  quel  côté 
elle  eft  concave  ou  convexe  y  par  ceUes  des  plus  grandes  & 
des  moindres  y  on- trouve  fi  elle  s'éloigne  de  fon  axe  ou  de 
fbn  diamètre,  ou  fi  elle  s*tn  approche,  &  en  quels  endroits 
cela  arrive  -,  &  par  les  formules  des  points  d'inflexion  &  de 
rebrouâemenc,  on  trouve  fi  de  concave  elle  ne  devîene point 
convexe,  ou  au  contraire-,  comme  auffi  fi  elle  ne  rebrouITe 
point  fon  chemin  vers  le  côté  de  ion  origine, 

I  I  I. 
j:é^^  Il  faut  bien  remarquer  ici  que  quand  on  a  fait  l'une  des 
trois  quantités  du^  dxy  1^  confiante,  pour  trouver  la  formule 
de  quelque  Problême  j  il  faut  en  appliquant  la  formuleaux 
équations  particulières,  prendre  pour  confiante  la  valeur  de 
la  différence  qu^bn  a  faft  confiante  tirée  de  l'équation  parti- 
culière, &  non  pas  une  autre  ^autrement  on  ne  trouveroir 
pas  la  réfolution  que  l'on  cherche ,  qui  efl  fondée  fur  cette 
iuppofidom 

f^6j.  On  peut  déduire  des  formules  de  ce  fécond  cas ,  les  for- 
mules du  premier  cas  dans  lequel  les  ordonnées  font  para>* 
leles  5,  car-  en  fuppofan^  le  rayon  changeant  £C  (y)  infînf ,. 
alors  les  ordonnées  £Cj  Se  deviennent  parallèles  j  or  en  fup- 
pofànt^  infini ,  leterme  dx^  de  la'  formule  dx^ — fddy=:  o,. 
devient  2cro  par  raport  àl'autre  terme — ^yddyi  &  en  divi- 
iknt  par  — y^  on>  aura  ddy  s=b  o ,  ou  =r=  00  ,  pour  la  formule 
du  premier  cas,  qui efl.ai^  celle  qu'on  a  trouvée* 

Comme  lès  formules  des  developées  fe  déduîfent  aîfé- 
ment  de  ce  que  Ton  a  démontré  pour  trouverles  points  d'in- 
flexion &  de  rebrouirement,,&  qu'elles  font  très-utiles  à  iîi 
réfolution  de  plufieurs  Problêmes,  on  va  aufll  les^d^montrei^» 

V  I.. 

JSes  formules  fmtr  ttont/er  tés  iivtlhpees  'de>  courbes. 

$,i%.     On  a  déjà. vu  que  les  rayons  delà  dévêlopée d'une  courbe 

foht  tous  perpendiculallres  à  la  courbe  "^  dont  elle  eflla  déve.  *^^j^ 
lopée,  &  qu'ils  (ont  ks  tai>gentes  46  U  dévêlopée  )  x)e  majoierci 

Aa  II, 


\ 
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que  chaque  rayon  de  la  dcvelopce  eft  exadement  la  parde 
de  la  tangente  depuis  le  point  touchant  de  la  dcvelopéc  qui 
convient  â  ce  rayon ,  jufqu'au  point  de  ia  courbe  à  laquelle 
ce  rayon  eft  perpendiculaire^  D'où  il  fuit  que  quand  on  a 
une  courbe  pour  trouver  tous  les  points  de  la  courbe  <|uî 
eft  fa  dévelopée ,  il  ne  faut  que  trouver  Texpreffion  chai»« 
géante  du  rayon  de  la  dévelopée.  Or  Fou  a  trouvé  des  for- 
mules générales  pour  découvrir  cette  expreffion  du  rayoa 
de  la  dévelopée  de  toute  courbe  donnée  ;  on  va  £j:pliqucr 
.  ia  manière  dont  on  peut  trouva  ces  forrnulps^ 
569.      Ce/ eft  une  courbe  quelconque  dont  Ips  ordonnées  JBC^ 

ffo.  XLV.  qu'on  nommera  [y  )  ^  partent  d'^un  même  point ,  &  qui  rcpré- 
fentera  au0t  toutes  les  courbes  dont  les  ^donn^éçs  ibnt  pa« 
ralleles  entr^elles  ^  &  perpendiculaires  à  leurs  coupées^  en 
foppofanc  j?C  (y)  infinie.  Qu*oa  prenne  une  panâe  f/' infini, 
ment  petite  dç  cette  courbe^  qu'on  nùmm«ra  dus  qu*oA 
conçoive  auffi  ^e  {dx)^  ff{dy)^^&ç  toutes  les  autres  lignes 
^fU^  comme  on  les  a  expliquées  cideifus^  "^  &  de  plus  qu^on  con- 
çoive cB^fB  qui  foient  toutes  deux  perpendiculaires  à  la 
courbe  aux  extrémités  c^  /delà  petite  partie  cf\  ces  deux  per. 
pendîculaîrcs  iront  fe  couper  à  un  point  D,  qui  fer^a  un  de$ 
points  de  la  dévelopée  ^  il  faut  chercher  une  formule  pour 
exprimer  la  longueur  cB  du  rayon  de  la  dévelopée,  qu'on 
nommera  %^  Pour  la  trouver,  on  remarquera  que  le  feâeur 
pu  triangle  /D/,  redangle  en /par  la  fuppofition^dlfem- 
blable  au  petit  feâeur  ou  triangle  fci  reâanele  en  ii  car 
Tangle  Dr/faifant  un  angle  droit  tant  avec  rangle  r  D/, 
qu'avec  Tanglc  fci ,  ces  deux  derniers  font  égaux^  On  aura 

*  f  efi ,  wi  donc  cette  proportion  le  petîî  arc  //  (  *  Mx^^^^iudd^  j  ^  ^^  ^  ^^  j 

^^"^        :;  tf{dM)^^jBj^mtjiié§7Di  ^  mettant  an  lieu  de  du  fa 
Valeur  Vdx^  -4-  dy\  on  aura  pour  h  formule  du  rayon  de  la 

dévelopée  qui  fuppote  du  conftante,  y .  xj=f^  -ilKfjda/'''*  Eu 
.fe  fervant  de  la  féconde  valeur  de  l'arc  // ,  qui  fiippofe  de 

•s^^.vm  mcmei^conftante,  onaur^encore/if  *ï^Î/*î^).  a(^«) 
'•^'       .-  :  cf{du).  cBijO  ^iriiCyiJSf  qui  ievicni:  pn  mettant  pouj: 

|/|if  fa  yaleu^  >,  ^«  ^.^3^^- . 
j{  7^q;     En  fuppofiint^  infinie ,  Ton  aura  potir  les  formules  du  rayon 
iie  la  oévelopée^dansla  fuppofition  des  du  popftantes  dans 
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les  courbes  dont  les' ordonnées  jr  fonc  pariUeles  e&cr*elles 

&  peripendiculairec  aux  coupées  x,  i.  )(^^iià^Eal^ 

571.  Si  l'on  fuppoiê  dx  confiante ,  c'eft^^dire  Cd,  te  égales,  on 
trouvera  d'autres  formules  de  cette  manière.  On  a  déjà 
.prouvé  *  que  le  petit  angle^r/étant  fuppofé  égal  à  l'angle  cBf^  •  f  <*, 
le  triangle  le*  eft  fcrablaWe  au  triangle  Cedy  .&  égal,  à  cauie 
de  Cd  =s c^i  ainfî//  tik-^ddy, ècnlefk  — ddm,  parceque 
les  dx  étaat  confiantes,  les  dy  &  les  du  vont  en  diminuant  ; 
le  petit  triangle  Jfn  reâangle  en  «  «  eft  fembûble  au  trian- 
gle Ice  reâangle  cne,  ayant  l'angle  «//commun  ^  on  aura 
donc  tJ{dM)  ,ce{dx)  : :fl{^ddy),  fn « ^^^.-y  00  aura 
encore  el{dy) .  ce \dx)  ::nl{-» ddu) .  fn  =s  =^^.  Le?  deux 
ièâeurs  ou  triangles  femblables'par  la  iûppo(ition  c^f,  icn,' 
donneront  auffi  Me  {y).te{dx)  :  :ci{du),  inssUf^-^  par 
confequent//  =  in •^fn€ss  iti^-JâîiiSL ^  &  encore  fi^^in 
^  /,  — -  A»ixAjj3ixiu^  Les  feéteurs  ou  triangles  Semblables 
icf.eBf^  donneront/*  (èl^i^ji^î^).  ci  {du)  ::  cf^du).  cD{k) 
«=  d^âx'^i.iJ}  i  &  co  mettant  pour  du^  Ci  valeur ,  on  aura  la 
première  formule,  r.  j^ « ^2g^5^^^p5.  j^^s  mêmes 
triangles  donneront  encore/*  {  iii^ir^^yÉ^) .  çf  (</») . .  gf^^) 
,cD{i^esss  j;^-^~yjn3i ♦  ®^  mettant  les  valeurs  de  ^h,  <&*, 


l'on  aura  pour  la &conde  formule,  %,  rem — f.i't'Jr.tii'^. 

57^"  En  (uppofant  y  infinie ,  on  aura  les  formules  pour  le  rayon 
de  la  dévelopée  des  courbes,  dont  les  ordonnées  ir  foac  pa- 
rallèles entr'elles.  Se  perpendiculaires  aux  coupées  x,  dans 


la  fuppofidon  ées  dx  confiantes  j  la  <*«  )^as  '^^^I  îf JJ^^S^ 

57  3^  Enfin  Ci  Ton  fuppofc  dy  coftftante ,  îl  faut  tirer//  parallèle 
à  ^e  ^  qui  rencofitre  cl  en  s ^  Se  mener  sr  parallèle  à />,  &  les 
triangles  cCd  reâangle  en^,  csr  reétangle  en  r,  feront  fem- 
blables  &  égaux  par  là  fuppofitîan  de  de  {dy)  ^=irsT=  ^f{^y)i 
par  confequent  re  ==  //=»  ddx ^  ic  '^ n  =  ddu ,  rune  &  l'autre 
pcfîtives ,  les  dxU  du  augmentant  dans  la  fuppofitioh  des  dy 
conftantcs  ;  &  de  plus  les  triangles  cst^cU^  &  «//rcAàngles 

en  r  ^  en  >^  &  eu  1I9  font  lemblables  i  caufè  des  parallèles. 

A*  •  ■ 
aiij 


.  % 
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.On.  aura  donc! tf/(<i«).  el^dy^  :;  sf{ddx)'..frt=i2J^^  on-au^ 

^core  ce  {.dit )h>  e.l  {dy): :  vsn {ddu).fn^:^  ^  On  f^wt  par 
les  cas  précedens  que  /»=  ^— j  par  confequent/i  sas  >* 
^nf^i^ds^uud»,^  &  encore /< « in-^nf-=.*''*'^ *^*^^*'' .. 
A  prefent  les  triangles  femblables  if/",  fZ)/,  donnent// 

meccanc  les  valeurs  de  </«',  </«',  on  aura  la  première  formule, 
,te  j^ _. ydj^*yd.j^x V^^\  Les  mêmes  triangles  femblables' 
donnent  encore  fi  (  '""^f'*^''''''"  ).  ci  {du)  ::  cf{d»).sD{KÙ 


duJx*^*jdjJiu  T  o^^  mettant  les  valeurs  de  du  y  du*',  l'on  aura^ 


ydxi^jdxiy' 
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la  ièc(»ide  formule,  i*  «  =?--     ^ ^,. 

'  <«*  V  dx'  ■*■  dj*'*-ydjdd» 

En  fuppofant j^  infinie, on  aura' lès  forçnules  pour  lè  rayon 
de  la  dcvclopée  des  courbes  dont  les^  font  parallèles  entre 
eires,&  perpendîculairesaux  coupées  x,  dans  la  fuppofîcioa 

dès  dy  confiances  y  qur&ntrlà  i«  s^z 

Z^fige  de  ces  firmttlh. 

575*  IL  faut  prendre  dans  l-équation  de  chaque  courbe  dont  on 
voudra  trouver  le  rayon  de  la  dcvelopce,  les  valeurs  des 
diâcrences  premières  &  fécondes^  marouées  dans^  celle  des 
formules  donconaura^faic  le  choix  ,.en  (uppo&nt  paur  avoir 
les  fécondes  difièrences,  celle  des  trois  difièrences  premiè- 
res.«/«^  dxydyy  pour  confiante,  qui  a  été  fiippofce  confiante 
dans  la  formule  qu*bn  aura  choîfîè  j  &  t*ôn  trouvera  en  fub- 
ftiruant  ces  valeurs  dans  cette  formule,  une  quantité  délii 
vxée  d&  toutes  les  djffecdnces'  qui  £ti^  connoStrelerAyon; 
cD  (a;)  de  la  dévelopée.  / 

•  Pour  trouver^  par  pxemple,  lè  rayon  fi)(  x^dQ  là  déve- 
lopée de  la  courbe  ACcf^  qii'ôn  fuppofe  être  une  parabole; 
dont  ràxeefl  j4B^  chaque  coupée.  Ah=^Xy  chaque  ordon- 
née;ir  i=syj  leparametre  ==>)a&  dbnr  r,cquatîbn  eft  jp;f,=j^.i 
îl  faut  choifîr.  ïaquetiê  on  voudra  àcs-G\  formures.  qu'on  a 
données  pour  lès  courber  dont  les  ordbnn.éés  font  perpendi- 
culaires aux  coupées,., par  exemple  ^^^^^^j^5^^^* »  où  dx 
cft  fuppofée  coûliajûte  ,&.troifvcr  cnfuite  par  le  moyen  de 


576. 
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l'équacioû  i  h  parabole /x  =J9',  les  valeurs  en  v  de  dxy  dx*, 

dy^t  &  —  i^y^  en  fupporanc  dx  confiante,  &  \t^  fubfticuer 

•  dans  la  formule.  On  trouvera,  en  prenant  les  difièrences  de 

téquation  de  la  parabole,  dxr=i  *^j  &en  fuppofant  dx  con- 
fiante, o.  =  *^'y^^''\  d'où  l'on  déduira — Uy^i^-,  fc 
en  quarranc  </x=s  î^,  on  aura  ^x*c=^  <//.  par  confe- 

quent  dx"-  -I-  dy^  »  ^l2^'dy\  &  V  JJFTlf  =  f  >/ ^yy  -^ff. 
On  mettra  dans  la  formule  les  valeurs  de  dx»  <^*,  —  ddy^JU, 

. 9  ^ 

cx=  ^^^  x^\/i|^jr  -H//^   Ceft  la  valeur  îndctermînée  du 

rayon  de  la  dévelopée,  qui  convient  à  chaque  point  de  la 
parabole.  Et  fi  Ton  veut  trouver  pour  chaque  point  particu- 
lier de  la  parabole  )  le  point  de  ^  dcvelopée  qui  y  répond^ 
y  étant  déterminée  pour  chacun  des  points  de  la  parabole  ^ 
il  faudra  mettre  cette  valeur  de  j^  dans  le  rayon  qu'on  vient 
de  trouver,  &  il  ne  contiendra  que  des  connues  •  mener  par 
ce  point  de  la  parabole  la  perpendiculaire  à  ce  point-là,  c*eft- 
à-dire  d  la  tangente  de  la  parabole  en  ce  point-là ,  &  lui  don-.  ^ 
ner  la  longueur  déterminée  du  rayon ,  &  fon  extrémité  fera 
ie  point  correspondant  de  la  dévelopce. 

577.  Si  Ton  veut  trouver  la  longueur  du  rayon  delà  dévelopéc 
pour  le  fommet  ^  où  j^  ==:  o  5  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  y  «s  3 
dans  la  valeur  indéterminée  da  rayon  qui  convient  a  cha- 
que point  de  la  parabole ,  &  elle  deviendra  \f  pour  le  rayon 
du  point  A  qui  eft le  fommet-  &  comme  Taxe  AB eft  per^. 
pendicukîrc  au  fommet  A  de  ïa  parabole ,  en  prenant  fut 
AB  une  longueur  =x^o  l'on  aura  fur  Taxe  le  point  de  la  ' 
dçvelopée  qui  correfpond  au  fommet  A. 

J78.  Si  Ton  veut  trouver  Téqu^tion  de  la  dévelopée,  on  me-I 
nera  du  point  D  la  perpendiculaire  D^à  faxe  AB ^  &  la 
prenant  pour  une  des  ordonnées  de  la  dévdojpée  qui  padè 
par  tous  les  points  D^  on  !(ùpppfera2)i^=^î  on  prendra 
AV^  qu'on  nommera  »,  pour  la  ligné  des  coupées  \  &il  fau- 
dra trouver  une  équation  dont  les  changeantes  foient  utX.t 

de  cette  manière  ^ />*  =«  *  ^^^^^^ ,  où*  fubftituant  les  va-  *j;âi 
.     leurs  de  x^  dx;,  ày,  on  troi%vej:a  A  7?.  ^f.^  {^ .  ^/?  ;*=  *^;ê^  j  *  ;  jt^ 


1 


■'<;> 


*:.» 


»9r  ANA.LYSB    &ll#ON»Til'k. 

&  en  fobftîtuant  les  valeurs  de  dxy  dy^  on  trouvera  èpssk\f^ 
*sso.  r/^=s*-^v'2!!?T^^&  en  fubftkuantlesvaleiursdeiix^^Ar^^ 
i(y%  ontrouTCra  cPrssi\y/j^yy'^fpy  par  confequent i> D  =aï 
cJ)-^cP^=^  jf-y^^yy  -*-/'/•  L*on  aura  enfuîce,  â  caufe  des 
triangles  fembkbles^  J^r^^  PDT^^ cP { { y/^yy  -^pp)^  ci  (yy 
::PD{^V4yy^pp).^  I>r{t)^i^.  Ort  aura  auffi  cb{yy. 
.hP  {\p\  i:  JD;^(^=^).-Pr  =^.   Par  eonfequent 

AV  (n\^=^  AP  ^PV  ^=i^-^  ^\p.  Ayant  les  valeurs  de  w 
^  dctctky,  U  eft  facile  de  trouver  Tcquation  delà  dévelopée 
qui  ne  contienne  pas  d'autres  changeantes  que  »  &  ^^  &:  le 
calcul  étant  plus. court  en  mettant  au  lieir  dejf  fa  valeur  y 
s==s  Vpx^  on  aura  ià  =3x-i- f /,  &  «— tA==^3-^>  (qu'on  fup- 
poiera  pour  abreeer  )  s=s  i}  ainfi  xxss^s^  Mettant  dans  t 
;:mss  ^^  la  valeur  de  yen  Xy  on  aura  f  ss=  ^  ^px  i  où  fubfli. 
tuant  la  valeur  de  x^ns^  on  aura  ts^  ^  v^f/^  ^  q^  i^  réduit 
i  ^-Z^r-s  j^^  qui  eflr  réquatjoii:  de  la  dévelopée  de  la  para- 
bole, d'où  Ton  voit  que  cette  dévejopée  eft  là  feconde  para- 
bole cubique  ^  donc  le  paramètre  ^^p  eft  f?  ^^  paramètre  / 
de  la  parabole  donnée  5  Taxe  s=i»  —  \pl€  prend  fur  l'axe 
AS  y  &  le  fommet  eft  éloigné  du  fommct  A  de  {p. 

On:  trouvera  de  la  même  manière  les  équations  des  déve- 
lopéesdes  courbes  données^ 

(  H  £   M   A   R  <^  U  E   S%. 

L 

579.  Q^-*^^^  ^^^  courbe  eft  la  dévelopée  d'une  courbe  geo*^ 
Boecrique,  ri  eft  évident  qu'on  peut  trouver  une  ligne  droite- 
cônmie  égale,  au  rayonr  de  La  dévelopée  pour  chacun  des 
points  de  la  dévelopée  -y  &  comme  le  rayon;  d'un  point  de  la 
déyelopée  eft  égal  à  la  partie  de  la  courbe  dévelopée  ^  qui 
eft  depuis  le.poiht  de  cette  courbe  où  commence  le  dé  vélo- 
pcment^  ji^fqu'àu. point  du  rayon,  en  y  ajoutant  dans  quel- 
qùe&dévelopées:  une  droite  connue,  (ce  que  l'on  peut  eonw 
noître  y  comme  ouL Ta  vu  cî-deiïus ^par  l'équation  delà  déve- 
lopée ^  &  même  par  l'éxpreffioa  du  rayon  de  cette  déve- 
lopée )  j.  il  eft  clair  que  Ton  peut  trouver  la  longueur  de  la: 
dévelopée,  ce  que  Ton  appelle  la  reBificativn  dé  la  courbe  j. 
.c     ctft.  i^dirc  ^  on  peut  cpou ver  une  droite  égâlei  la  longueur 

de 
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de  la  dé  velopée  &  de  chacune  de  Tes  parties  •  d'où  Ton  vok  - 
par  l'exemple  peécedenc,  que  la  fcconcieparabol^  cubique 

peut  être  refitfiée. 

T  I 

A-  4.-»  •  .  -.  .  \ 

58^0.     On^  déduk  lésfix  formules  du  rayon  dekt  dévelopée  des 
courbes  dont  les .  ordonnées  font  perpendiculaires  aux  cotf- 
pées ,  dés  formules  des  courber  dom  les  ordonnées  p&rtent 
d'un  même  poînt^pour  être  coure  ^  mais  on  en  a  mis  nx  pour 
chacun  dé  ces  cas ,  fétàn  les  trois  fuppo£tions  qu'on  peut, 
i^ire  de  Itme  des  trroîs  difiërences  du,  djc^dyt,  cctnftante  j  par- 
ceqiill  y  a  èQs  cas-  où?  le  calcul  eft  plus  facile  dans  Pune  de; 
ces  fuppofltionsque  dans  les  autres  5  ce  que  Foo  diftinguecai 
^cilemenidaxis  k  ptatiqoe.  «  /      ,  r> 

58  !•      Oh  aurait  pÏÏ'faîfe  des  fôrmulèspour  lés  courbes  qui  t^^ 
hent  leur  convexité  vers  l*àxe  ou  vers  le  polé  des  ordonnées^*, 
mais  comme  Ton  trouve  le  même  rayon  avec  Tés  formule^' 
<me  Voxî  a  données  pour  le  côté  delà  concavité,  avetce tttf 
feule  difierencfi, qu'il  efFriégafîf  ,.iL  auroit  été  inutile  dé  lés 
mettre  ici  :  on^  remafrquefa  feulement  que  dans  lès  courbe^ 
quf  ont  un  peint  dinfiéxfon  ou  dé  rebroufifimetit^c'èft-â^ 
éhc:^  dont  uiio  partie  eft^contave^ers  l*a^ë'6ît  vers  îé  pt>îé 
des  ordonix^s ,  Si^'^ucre  con^ exe.^  les  raiy^n^de  la  dévé* 
lopée  font. pofitifs  dans  la  partie  concave,  &  négatifs  dani 
Fàutre,  (c^.quî  efï  viTîble  même  par  les  ffgàres  4^  ,44^  4-5; ./  C    7 
où  deux  rayons  infiniment  proches  vont  fe  rencontrer  au 
point  dé  là  dévelopée  D  ;  qui  éflî  d'un  côté  dans  la  partie 
concave ,  èC  du  côté  oppofé  dans  là  convexe  j  ;  8^  lé  point 
dinflexion  pu^  de  rebrouflemenr  dï'celai  où  fe  hitlt chan^     ^ 
gemènt  dfe  pofTrîfs.  en- négatifs  j  c'éfFpourquoî-^îFfaut  que  *îf4»- 
lé  rayon^dtf  là  dévelopéfe foit  ihfînf ouzero-aapoînrd-înfleL- 
xion.ou  de^xebroulTement/ 

a:  dionaée^  depuis;  le  conuneaçaiiieiH:-  <w.  ettfe  ièdioa ,  hIoqc  '  '    ^ 
befoia  que  du.  feaLcalcuL  diâbroodeL  La  ■.  véCoUiqan  des.  fii^. 
vans  iecommenee par  le  calcul di£&cenciel  y  qqi  d^no^  1^ 
quacion  du  Problème,  &  elfe  s'àcÈeve  ordinairement p^  ie^' 
calcul întegral;.  ,         u. .  ..ri 

Xûm»  ZJii.  Mi.-* 
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SECTION     III 

Oà  ronfaît  découvrir  Us  formule  s  des  principaux  Problé^ 

mes^dont  U  réfolution  commence  par  le  calcul  diffe-- 

rentiel  ^  ^  s  achevé  pair  le  aUjcul  JategroiL 

I.  Là  formule  four  la  r£Bification.  iesxvurheu 

$%i.  EN  nommaixc  m  la  courbe  ou  Tart  de  la  /courjb^  dont  om 
cherche  la  longueur,  dm  marquera  chaque  partie  infiniment 
petite  dé  là  oourbe  ;  6c  fuppofattt  dans  les  courbes  dont  les 
ordonniées,  qu'on  nommera  j^^  font  parallèles^  qu'elles  font 
Fz4i.  XLiL  aufli  perpendiculaires  aux  coupées  x  ;  &  Às^ns  les  .courbes 
XLiv,  dont  les  ordonnées ^  partent  d'un  mèxos  point.  qu*ai  pre. 
nant  les  ordonnées  infiniment  proches  de  chaque  petite 
partie  ^1^  de  la  courbe,  on  tire  du  centre  commun  avec  le 
rayon  y  un  pedt  arc  de  cercle ,  qtfon  nommera  dx ,  jufqu'a 
Tordûnnée  infiniment  proche  3  il  d%  évident  que  chaque 
petit  triangle  dont  ^«^ jeft  l*hypoténufe^  dx  &  dv  les  côtés, 
eft  toujours  reâanglç.  Par  confcqûent  la  formule  générale  de 
la  reBiJlcatijûn.àè$i:ouxhcs  eft  du  ;=yixv-i-^S 

Ôun  ttôuyef  la  longueur  d*un.e  courbe  ou  d'une  partie 

d.È  ctette  courbe^ il  faut  trouver  j^ar  ^équation  de  laxourbè 

ia  valeur  de  i^*.én  x,  dx^  dx^iotx  fa  valeur  de  dx^  eny^  djj  dyi 

/         .&  fubftituer  rune  ou  l*aut!-e  de  ces  valeurs  dans  Sa  formule , 

&  alors  V3j?*^^*  ifera  ^changée  en  une  quantité  qui  n'aura 
^^       ^*une  foule  inçonnuie  avec  fcs  différences  qui  fera  égale 

i  du.  Ceîer^  J'équacion  qui?  l'on  checchoît  par  la.fof mule 

pour  la  rectification  de  U  courbe.4  il  ae  teftera  plus  qtfà  en 

trouver  Pin tpgrale  3  ce  que  l!on  enfeîgnera  dans  Ta  Partie  fuî- 

vante. 
584.     >ôtïrcrottv«r,  pàr,ex«ttip1e',lftldngcwiirdela  2/*pa^ 

«ubkjue ,  ^^ottt  Inéquation  eft  ^  t»  pjy»;  on  pnendwi  d'abojal. 

hs  di&reiices  Aï  ré^uatîoti ,  ît  fon  aura  5*xif>5tf*=*  ^f^^K 

"ice  qui  46n^e  dy  s=  îg  dx ,  &  d/.  5=  ,fgj  ^^*  î  où  fùbftituant 
au  lieu  de  fyy  fa  valeur  x\  on  aura  ^/^  j»  JJ  dx\  Qn  fubûî- 


^-  .*. 
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fuera  cette  Talcur  de  if-  dans  la  formule  générale ,  &  Pou 

«ura  i&r  =  ^  X  ^^Jy;^.  C^eft  Téquation  que  Toû  cherchoie  j 
il  ne  £uit  plus  ^e  tf ouvei  les  intégrales  de  chaque  mem- 
bre^ qu^oa  verra  dans  la  troifiéme  Partie  être  %  =s-^  ^ 

]j^Hh9x^— ^.  Cdt  la  longneur  de  telle  partie  de  la  2* 

parabole  cubique  qu*on  voudra ,  en  déterminant  la  valeur 
de  la  coupée  x  de  cette  partie ,  &  la  fubftituant  au  lieu  de  x 
dans  cette  équation. 

D    £*  F   I   K   I  T   I   o   H. 

58  5^  L*E  X  p  R  B  s  s  I G  K  ^  X  MJy^  de  chaque  partie  infiniment 
petite  d'une  courbe  particulière  dans  cet  exemple,  de  la  i« 
parabole  cubique  y  tirée  de  Téquation  de  cette  courbe ,  flc 
qui  ne  contient  qu'une  feule  des  changeantes  de  cette  courbe 
avec  les»*  diflërences  de  cette  même  changeante ,  s'appelle 
l* élément  de  cette  courbe  y  la  fomme  des  éiemens  de  la  cour^ 
beyqur  eft  Tintcgralé  de  rélemcnr,  fait  la  courbe  entière r 
Pour  marquer  cette  forame  ou  cette  intégrale  par  FexprcC 
£on  de  l^élement^y  on  met  au-devant  la  lettre  S.  ainfi  S.  4?f  >«^ 

^Aî  "^  9.^  >"  marque  l'intégrale  de  cet  élément.  ^ 

Il  faudra  entendre  la  même  cho&  dans  les  formules  fui- 
vantes  de  l'aire  des  courbes ,  des  furfsices  courbes,  &: de  k^ 
folidité  des  corps  formés  par  la  révolution  des  courbes  aiu 
tour  d'une  ligne  droite. 

JBlementde   tellipfi.^ 

j%6.  Sï^PFcis  AKT  que  le  grand  axe  A^  foicasaai^ î  fon  paramètre  fiww 
=^5  que  les  coupées  XJÎ,  Xby  iC^,-&c.  font  =s=  x^  les  xlyi, 
ordônnées^C,  b^^^  ^x,  &c-=:^^  &  que  Téquatioti  deJ*eU 
lipf^  eft  ^  jy = aa  — xx  5  ce  qui  donne  xayy  =  oMp^ — pxx  r 
en  prenant  les^  différences  on  trouvera  y jr^s«e  ^^  xdx  y  d'oâ 
Ton  ^ura  C^,  ^eidy)^^  ^r&  4^"=  fê}^*«=  (en 
mettant  la  valeur  dé  iisrw  )  HT^^  xrfx*.  Snbftituant  cette 
valeur  de  df-  dans- la  formule  générale  d»  «=  Vdx*'^dy%  pa 
trouvera  Ce,  j^^^du)^  ix  M^^^^^^P-  Céft  rdemcar 
ds.  1'elliçfe.i  quand  fz^xs^à»^ ^#5»^       -  •      - 


Elément  de  f  hyperbole: 

^     '£n  fuppoïànt  les  niêmes  .dénominadons  pour  Thyperbofe 

r  r  GO  Zb  par  raporc  à  foti  premier  axe,  xiCy^=i*<,&  que  l'équation 

XLVii.   cft  7  yy  =  X* *ta'i  on  trouvera  de  la-  nvême  manière  que 

Mais  pat  raporti  fon  fécond  axe.D^/y  qu'on  nommera  i^; 
fon  paramètre  -x.,  la  coupée  IC^.prifcfur  le  fécond  axe(Ar)» 
l'ordonnée  ^C(/)  parallèle  au  ptemier  axe  KA^  l'équation 
fera  ^  yy  =si  »x -^  bb  \  &  Ton  trouvera  de  la  même  manière 

Cc{duJ  ss.  dx  V^|^~f'  »  quand  çr  =  x^  =i^  dans  ce 
Manières  particulières  de  trouver  T élément  des.comhet, 

-!<*.  Z' élément  Sun  arc  de  cercle. 

ç88.  En  nommant  le  rayon  CA ( r.)  da cercle .^IF-E.,  la  coqpée 

Fi  G  0  n  i  .AB{k).^  l'ordonnée  AF(v.ss=v  irjï..—  ^jc*)^- menant  .i'or, 

XXXV.  donnée, G?  infiniment  proche  de  la ptemiere.,^  Fi  parallèle 

'*'*''•  )â  -^Q  le  triangle  CBF  redangle  en  B  fera  femblable.  au 

triangle  /J'greâangle  en  />  car  ôtant  tes  deux  angles  droits 

^Fi^  QFg  j  l'angle  CQmna.un  QFi^  les  angles  aigus  rèftan^ 

JB-FC./Jgfontjégauxi  .Oaaura  donc  ,BF\y  =» Vlrx — jmQ 

j£? i?  (r)  :;  ;  i^/  (rfx)  •  /"g^^)  ==  T^Tx'  ^'^^  rélement  d'une 

demi-circonference  ^  J''J5,  ou  de  tel  arc  A  F  qu'on  voudra 

.de  la  demi-  circonférence. dont  AB  {x)  eft  le  fînus  veriè,: 

. câin  fi  «  =-=  S.  -ë==^  =  <l  l*ar.c  ,AF. 

/j8^.      Si  Ton  nomme  la  coupée  C:g  (y)  en  prenant  i'ofîgîrte  aa 

f  xSy.  centre  C ,  alors  B  F  ==:y  rr  — xx %  &  les  mêmes  triangles 

/emblables  donneront^ -F  {y/rr^xx) .  <7-F  (  r)  :  ;  JFi  (  dx) . 

Fa  (du)=z  ■   ''^^       Oft  rélement  du  quart  de  cîrcônfe- 

XCnce.Qude  tel  arc  il/F.  qu'on  voudra  moindre  que  le  quart 
4e  la  circonfereqce  dont  la  ligne  C^  (x)  cft  le  finps  droit  : 
.ainfi»=.S.-^^Ë=;:=-=:â  l'arc  MF. 

Fie,  XLif  Si  Ton  imagine  que  ^H  ëft  une  partie  infiniment  petite 
dé  la  demi-'CircoYiference  ^  HF  E ,  &  qù*on  tîre  les  cordes 
jiH^  AF^  EFj  JB^fî,  on  auGule  petit- triangle  /iZH'^  qu*oa 


"Livre     Vlil.  4^7 

;^iir  regarder  pendant  le  calcul  comme  rectangle  en  Z,  puif. 
flue  Tangle  extérieur  EL  A = FLH  ne  diffère  du  droit  itite- 
«rieur  LtIA  que  de  Tangle  intérieur  lEAHc^\  eft  fuppéfi^ 
infiniment  petit,  &  n'avoir  aucun  raport  fini  avec  aucun  an- 
^îc  d^une  grandeur  finie  &  donnée  quelque  petif  qu'il  puifle 
itrc.  Or  le  petit  triangle  FLH  eft  femblable  au  triangle 
AH£  redangle  en  H^  car  les  angles  aîgus  XHF^  EAfi 
ont  pour  mefure,  le  premier,  k  moitié  de  Tare  EFy  le  fécond, 
Ja  moitié  de  Tare  EFH^  qui  ne  diffère  du  premier  que  de 
4'arc  infiniment  petit  FH^zÀnÇi  nommant  le  diamètre  AU 
(ir),  la  corde  AH{x),  LF  fera  dx^  EH  fera  ^^rr  —  xk\  ,  / 
&  ronaura£/f  (V4rr  — x;c),  AE^xt)  ::  LF(dx).  HF 

âss  -é=i~r.  C'ett  encore  l'élément  de  la  demi-circonference 

AHEy  &  de;tel  arc  AH  qu'on  voudra,dont  u^/f  {x)fera 
4a  corde  j  ainfi  l'arc  ^JtT  («)=3S.  — ^^^^^^ 

590*  Enfin  /i  J'-on  prend  l'arc  J^r  infiniment  petit,  &  que  du  ^'o-S.1. 
centre  Ooq  mené  ies  deux  fecantes  ORN  ^  Or»  à  la  tan« 
eente  enU ^  &  qu'on  *tire  du  centre  O  avec  le  rayon  On 
Parc  «f  ^  en  nommant  le  rayon  XX  ^  (r)  ^  la  tangente  eN  [x)^ 
Nn,  fera  rfx  îia  fecante  0^  fera  =  v' rr-4-  ;cx ,  fa  différence 
qN fera 2=  ,*f<^  ■■    fe-les-triangles-femblables O'^ N^Nqn^ 

reûangles en  f  &  en  ^ ,  donneront  OiST (v^rr-n xx).Oe\ r)  :^ 


Nnidx).  4fn=a   ^    t  6cles  fedeurs femblables  ORr^  on9 


âonneronc  0»f*'rr^  jcx).  O'r(r)  ;?  y«(^^-).  Xr  (<î«) 

*=i;r^'  C'efl:  encore  Pélement  du  quart  de  circonference, 
ou  de  tel  arc  ^X  qu'on  voudra  moindre  que  le  quart  de  la 

circonference  donc^iST  (x)  fera  la  tangente4  ainfi  ««iS..  Jr^'^i 
asaà.l'arc.r^ 

1^,  Veltmtnt  de  la  farahoU. 

59t.  SUPPOSANT  que -^Creftuneparaboledontraxeeftyf^(j^),  fio.  XLit 
l'ordonnée  BC {y)\^  paramètre  {f  ) ,  l'équation j^j^  =  px , 
ta  foutangentc  i?  r  =  ♦  jx ,  &  par  conièqucntla  tangente  *^5;n 
X^T  r=st)Jyy^^xx  =2  (en  mettant  pour _^j^  là  valeur /x) 
\lfx-^^x  Les  triangles  iemblables  C^f ,  C-Sr  donneront 
BT{xx).(yr[>/px^A^xx):xÇd{dx).Cc{dii)  =  {''^y/p^^ 

:=s  (  en  multipliant  le  numérateur  &  le  dénominateur  par 

Bbiij 


.    1^ Analyse     bimontkb^e^ 

Vfx-^^k .  &  divifant  par  x)=a=:  p^'-^^^^», ,  L'une  &  Tantre 

expreflîoQ  e(l  réiemenc  d'un  arc  de  parabole  dont  la  coupée 
cftx. 

3°.  Z'éUmentdesfaraboles  de  uns  les  degrés^  é*  des  hyftfboles 
de  tous  les  degrés  far  rafort  aux  afymftotes. 

5JZ.  L*Eqjjation  x*=3  ly  reprefence  les  paraboles  de  tous  les- 
degrés  quand  Texpofant  m  eft  un  nombre  pofîtîf  entier  oa 
rompu ,  &  les  hyperboles  de  tous  les  degrés  par  raport  aux: 
afymptotes  quand  rexpofant  w  eft  négatif.  On  prend  Tunitd 

^  jxo*  pour  le  paramètre,  afin  d'abréger  le  calcul^Qn  trouvera*  que 
là  fbutangente  eft=^Arj  &  que  la  tangente  es  v^^^  xx-f-jy 
=  (  en  mettant  x^  au  lieu  de^^)  -^  v^i  -^mmx^'^^.  L'on  aura^ 
donc ( à  caufe  des  triangles  femblables  TBC,  Çdc^ST  (^x). 

C*eft  l^élement  de  toutes  les  paraboles  &  hyperboles  j  il  n*yr 
aura  qu*à  fùbftitucr  au  lieu  de  m  rtxpofant  particulier  de 
chacune  de  ces  courbes  ^  par  exemple  pour  la  féconde  paraw 
bole  cubique  ymssz  i  j  Téquation  x"  =  ly  fera  x*  s=  j^,  &• 
du^=^dx  V4.  H-  9x.  On  peut  changer  par  la  multiplicatioir 
rexpreflton  generalç  du = rfx  Vu-  m^x     ^  en  ces  deux  autres 

équivalentes  i«  c=  ^  Vixx^m^x^^i  du ^'JZ^^±^^ 

RlMAft.Q^UB^ 

59 3:  QUand  on  peut  trouver  Tintegralç  de  rëlement  d^une 
courbe  ^  cette  courbe  peut  être  reâinée  y  mais  on  ne  connott 
pas  encore  la  reâification  de  celles  qpi  ont  des  élemens  donc 
on  n*a  pas  pu  trouver  les  intégrales  j  la  circonférence  &  les 
arcs  de  circonférence,  la  parabole  du  premier  genre,,  l'ellipfc 
&  rhyperbole  font  de  la  dernière  forte,  aum-bien;  qu'un 
très  -  grand  nombre  de  courbes  ptus  compofées  geometri.^ 
ques  &  méchaniques.  Quand  on  ne  peut  pas  trouver  la  reâf- 
fication  des  courbes  plus  compofées  que  les  fè&ions  coni. 
ques,  on  tâche  de  réduire  leur  reâification  a  celle  des  feâions 
coniques ,  de  manière  que  la  reûification  de  ces  dernières 
étant  fuppofée ,  on  a  la  reâification  de  ces  autres  plus  com- 

Î)ofées  qu'on  peut  y  réduire.  C'eft  pour  cela  qu'on  a  mis  ici; 
es  élemens  de  la  reftîfication  des  fecftions  coniques  j  on  en' 
verra  Tufage  dans  la  trùJJïime  ^artie^ 


Liy&E     VII L  rf  y 

î  I.  Les  formules  ymerales  four  trouver  t  élément  de  taire 

iles  courts» 

'5f4*  L'Aire  d*une  courbe  comprifepar  la  feule  courbe  entière  fig.xlil 
<)uand  elle  rentre  en  elle-même  comme  le  cercle,  Vellîpfe  • 
ic  les  autres  femblables  j  comme  aufli  Taire  comprife  par  les 
courbes  qui  ne  rentrent  pas  en  elles-mêmes  comme  les  pa^  7  ^ 
xaboles  ^  les  hyperboles  &c  les  autres  femblables ,  &  par  des 
lignes  droites  comme  fent  leurs  coupées  8c  leurs  ordonnées  | 
jenân  une  partie  finie  de  Taire  d'une  courbe  comme  un  feg« 
ment ,  un  fedeur ,  &c.  chacune  de  ces  aires  ou  de  ces  {ylaas 
curvilignes  ou  niixtes,  c'eft4-dire , en  partie  curviligne) eu 
partie  rediligne^  peut  être  conçue  partagée  en  une  iaiînké 
de  figures  reétilignes,  dont  Taire  ou  Te(pace  eft  infiniment 
petit,  par  raport  â  Tefpace  entier.  Ces  petites  figures  reûi-  .  ^ 
lignes  qui  rempliflent  Tefpace  entier ,  peuvent  être ,  felon  les 
«différentes  courbes ,  de  petits  reûangles ,  ou  de  petits  trian- 
gles, ou  de  petits  parallélogrammes^  ou  de  petits  trapèzes,  &c, 
<:hacune  eu  la  difterence  ou  P élément  de  Taire  entière  ^  &  \oxt 
femme )  qm  eft  Tintegrale  de  Tclemeot^  e(t  Taire  entière  dô 
la  figure.  On  appelle  la  mefiire  de  Taire  d^une  figure  curvil 
iigne  ou  mixte^  la  quadrature  de  la  courbe  qui  fait  le  circuit^ 
ou  une  partie  du  circuit  de  laiîgure.  On  rapportera  â  deux 
<as  la  connoiflance  de  Taire  des  courbes^  ou  la  quadrature 
des  courbes.  Le  premier  comprendra  les  courbes  qui  ont 
tdes  ordonnées  parallèles ,  &  on  ks  iàppoiem  ferpaadicu*. 
laîres  aux  coupées ,  afin  4]ue  ies  élemens  de  Taire  loienc  ^ 
petits  reâangles.  Le  fecond  comprendra  les  courbes  dont 
les  ordonnées  partent  d'un  même  point^  te  leurs  élemens 
feront  de  petits  triangles  dont  cliacun  fera  compris  entre 
deux  ordonnées  infimment  proches^  &  aara  poor  bafe  une 
partie  mfinimenc  petite  de  ut  coorbe.  II  y  a  des  courbes  qui 
peuvent  ^partenir  aux  <leux  cas^  comme  le  cercle,  Tiellipfe  *  ^ 
&  ancres  femblables.  Car  en  concevant  dans  un  demi-cercle 


rayons  in£niment  proches  terminés  à  lacourbo^  &  encore 
dans  Tel lipfe  concevant  des  lignes  tfrées  d*un  des  foyers  à 
TelUpfe,  les  iélemen« feront  de petkscrlai)gles«  Lesfegmens 


tt>0  A  N  A  L  Y;S  E       D  1  M  a  N  T  R  E*F:  ' 

d'une  courbe  comme  ^CA  (%•  41 J  peuvent  fe  rapporter 
au  fècond'cas. 

PhemierCas. 

F^rfHMtè  générale  four  trouver  l*  élément  dé  taire  des  courbes 
dons  les  ordonnées  font  perpendiculaires  aux  coupées. 

J9J*  JErN  nommaiïcles€oupëeS'^5(x),  les  ordonnées  ^C(j')v 
Exc^xuL  la  différence  £h(dx)àL^\z  coupée  fera  la  largeur  de  l'éle.. 
ment  CBbc  de  Taire j  Tordonnce  BC  [y)  fera  la  bafe  de  ce 
petit  reAanglej  &  ce  petit  redangle  CBbc  férzydxj  aind 
Bommanc  Tairie.eqticre^.C-g,.QÙ  cet  efpace  entier  {e)^  Toa 
aura  àê^ss^ydx»  C* e fi.  Uk  formule  pnur.  trouver  la  quadrature  des. 
uwrbes^ 

U.SAiGE.    DE      L.A      FOUMULEi: 

f96.  Jl  feut,  pour  trouver  Paire  dès  courbes,  prendre  parlé 
moyen  de  réquattôn  de  chacune^  îa, valeur- de  jr  en  x^  te 
quand  il  y  a  dans  Tcquation  dy  ^Xi^  valeur  de  dy  en  dxi  6e 
iubfticuerces  valeurs  dans  là  formule,  qui  n*aura,  après  la: 
fubllicutiôn  ,  qu^ûne  feule  inconnue  x  &  fa  différence  ^x 3.. 
ce.féraj'élcment  de  Taire j  ît  ne  reftera  phis  qvj*à  prendre* 
Uhtegrajte  de  cet-  dément  pour  avoir  là  qnadïature  de  la- 
Qourbe,.oii  de  tcllfc  partie  qu'on  voudra  déterminer  dont  la- 
cpupée  (trz  x.  Onpourroit  auffi  trouver  Télement  de  chaque, 
ftpurbê  en^  &  ^  au  lieu  de  x.  &  de  dx. 

Jf élément  défaire  ^  lu  pambole  é*  fa-quairatute^ . 

JWiT-  POuR,  trouve», ^pac  exemple,  Taire  de  la  parabole  donr 
réquatîôn  eft/j^s5=/Ar,  on  prendra  là  valeur  de ^  en  x,  êc 
Ton  aufaj|f.=aV/xj  on  fubftîtuera  cette  vatôur  dans  la  for- 
mule, &  Ton  aura  dt ss»dx v^jpx  =»/*  x^  dx^foos  Télement 
de  Taire  de  la  parabole.  Si  Ton  v«ut  troayenid  Tintegralexie 

•w».  cette  différence  ;  on  la  fuppofêra  reprefentée  *  i^tmax^'^^dx ^ 
&  fôn  intégrale,  qu'on  cherche  par  ax^'s  aîhfî  Texpofant 

:zx^  dx;ssidx,^f{=scs.  i?.  ILfâut  mettre  dans 


j  j,-^' 


Télcmene,  xi * "*"   sœ sa? ala .place dctx'^ ,. ce  dj» «donnera» 

jf^x  *  dx.  1^..  n  faut  multiplier  dx  par  i,  &  Ton  aurait  dîvî- 

SShaldx.  i^.  U£wt  divifcrjp^xT^ir parccjdivi&iir,  ^Toit* 

auriri 
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aura  le  quotient  ^p  »  ;if  *  ss^^xv^^jt  =r5^  pour  Tintegrale  que 
Ton  cherche.  Subftituant  dans  cette  intégrale  y  =iVpx  à  la- 
place  de  VpXy  l'intégrale  fera  |  jcy  =r  ^.  Cette  intégrale  mar- 
que qu*en  déterminant  la  coupée  x  d*uR  efpace  de  parabole, 
en  fuppofant,  par  exemple,  x=t&^  &  fon  ordonnée ^==r,* 
cet  efpace  ^ =-|  ^r  ;  àinfî  un  efpace  parabolique  cft  toujours 
les  deu^  ciers^du  re<5tangle  dé  la  coupée  de  cet  ç/paceparfon 

ordonnée. 

•  » 

Vêlement  de  faire  de  toutes  les  paraboles  ^  de  toutes 
-    les  hyperboles  far  rafort  aux  a^niptoie%    ^ 

é*  leur  quadrature.      *-  •    ' 

*E  QjtJ  A  T I  o  N  à  toutes  les  paraboles  eft  x"5=ï=^,  quand 
Texpofant  wi  eft  un  nombre  pbfîtîf  entier  orf-rompu  j  c'eft 
auffi  l'équation  à  toutes  les  hyperboles  quand  rexpofanr.i^ 
«ft  négatif.  En  fubftîruant  la  Valeur  dey  dans  la  fofmtrl0*rf?*^ 
^^ydx^  on«rouve  </r  =  x™^x.^- Ceft  l^letiiefit  de  ?aîk^ dé- 
routes l^s  pai^boles j8c.hyperbo|es.  On/tixiuverà  {^avJaimiéir'^ 
thode  de  tartîcle^.qùe  i*iûtegrâl«  cft 'rf:*±i>)iaLVÎ^j'3^^ea^  ""siu 

mettant  dans  cette  intégrale^  îrfj^"* à  là-placa  a€'gt"^,Kotc^'' 
gfàle  eft  j^Jt/.  Ce. qui  fait  voir  que  Tefpace  ^adnaboKque 

de  telle  pwa&ole  qu^onvbudrii'  déterminbr  ^  efa^iîippofknt  a«^. 
égale  au  nonjbre  qu'on  voudra^  &  içs  cpordpnnÇôS  a?  ^  / 
égales  ^  telles  grandeurs  qu'on  voudra^eftau  reâ^ngledes* 
coordonnées  de  cet  efpace  qu'on  aura  déterminé ,  comme 
l'unité  e.ft  au  nombre. reprçfenté  par  m^i.  Il  en  eft  dç  niême  ^ 
de  refoacç  ixypprbipliqaf  eij^re^es  afymptotes.  dont  on  voii-  , 
dra  (déterminer  les  coordonnées  .&  l'expofant.    Mais  oa 
trouvera  dès  genres  d'hyperbole  où*  l'intégrale  eft  infinie, 
tç  d*aucres ,oj!i  elle  eft  finie  j.  par  exeipplerdain^s  l'hyperbole 
du  1'!  genre  i  =xy>  où  »«  = -r- 1  ^  rincegrale  eft  ^=  :zi:ri.^ 
=  ^-,  c'eft  i-dîré  infinie.  Mais  en  ftippofant  que  jp»  =  -r 
i'équation  fera  xyy  i^  ï ,  &  l'intégrale  fera  >=5ï=  -71^  ^y 
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c=s  1  xy.  D'où  Ton  voit  qu'on  ne  peut  pas  quarrer  Pefpacc 
contenu  entre  l'hyperbole  ordinaire  xy=:  i ,  &  fon  afymp. 
jcote  j  mais  on  peut  le  quarrer  dans  l'Jiyperbolexy^  9;=?  l ,  8cc. 


7**»»*  //.  Ce 


ipi  Analyse     demontr  l'^ii 

Z' élément  de  tair  de  PeBipfe^ 

599.  L'Eq^jation  de  VtWi^^t  étzwt  ^f  y  y  ^ssssl  a  a  ^^  xx,  qaî 
ïiG.XLvu  donne^  =  V'^-^^^^^^il  faut  fubftkuer  dans  la  formule  de 
^sszydxy  cette  valeur  de  y^  &  Ton  aura  Télement  de  Taire  de 
l'ellipfe  de  =:  dx  yj^^i^j^^  ^BCch^H  Tefpace  K  BCD  (  e  y 
=»  S.i/xiV^^^-  Quand  Torigine  eft  au  fomnaet  de  Taxe^ 
&  non  pas  au  centre ,  Téquation  eft  y  jjy  =»  xax  — ^x  ^  à' oit 
Ton  tire  ^  =:  V'^^^^^,  Subftîtuant  cette  valeur  dej^  dans 
^la  formule^  rojn  trouve  de  ==^x  v^^JiL^-/''"'  =  SCc h  pour 
Tclement  de  Taire  de  rdlipfe  j  & Tefpace  AJB CA  {e} 
dx 


£^élement  de  P^aire  de  l*'hyferèelr^ 

€00.  LT5  9JT  A  T I  o  N  p|ar  f apprt  au  premier  ^xe  étant  ifyy  =  xx 
1 1  «^  V  R  B  —  ^4 ,/  <Toit  Too  dédiiic  y  *=  i/^S^!^^  il  faut  mettre  cette 

vakar;.de;^  dans  k  formule,  &  Ton  aura  de  »  dxy/^^i^"^ 
'    <    sar^acirlrp^ar  Tôlenjeiu  de  T«f e  de  l^hyperbole  f  Bc  Tef- 

pace:^^C>^(^)=r'S./^x%^G^S.  Quand  Thyperbole  eft 
équilatere  ^  c'ei]^  ^-^^%  ».  ^uaod  ^  3=  zi^^  Télenient  eft  de  =sp 


L^c^ëioade  IT^yperbolecn  nommant  fon  fécond  are 
/jE>(2ijbJ  k  coupée  JK^  prifefiir  le  fécond  axe  (x)  î  Tordon- 
née  iC  parallèle  au  premier  axe  (^)i  &  le  paramètre  da 
f^bnd  axe  ^j  Tccjimtion  (é^o^^yy  =szxx  -^èt  y  &  /  = 
V'^S^^    Subftitaant  cette  Vaieut  de  y  datis  k  formule ,, 

Tékment  de  Taire  de  Thyperbole  fera  de  =  dx^'i^^iiÈ^ 
^èCêSSs  &  T&fpace  JC^C^  (^  *^  S-  dx  V  =29^^  Dans  lliy. 

perbole  équîlatere  Ton  aura  ^^  =  dx  Vxx  -h  ^^  '?=ziCc^y 
et  l'dpace  i: ^  C^  (^r)  =î:i.S.  ^x  vWThk^^ 

Ji'élsment  de  1^  efface  hyperbolique  H  M  C  A  i'unt  byferhole 

equùatere  fat  rafart  aux  afymftotes. 

éo  r.    •  KM  ,^G  ^  hïÙLnt  Tan^rc  àroîcMKG ,  font  les  a;fy mfptotes^ 

f  1  G  u  R  B  de  Thyperbole  équilatere  ACc.  KA  eft  le  demi  axe  j  A  eft 

XLVii.    Iq  Commet '^  ah  y  CM  font  perpendiculaires  fiir  KMi  Tan- 


LivueVIII.  40  j 

gîe  jiKM  étant  demi  droit ,  AH = KH^  qu'on  fuppofera 
«=  ^  3  ==  r  >  en  prenant  KH  (  a  )  pour  Tunité,  Soit  la  coupée 
HM:ssiXy  chaque  ordonnée  MCss^yi  Téquation  efkay 
-^xy^=iaaj  ou  bien  xy -h  i^  =  i  j  d'où  Ton  tire jf  œs -^, 

Subftituant  cette  valeur  de  y  dans  la  formule  générale  de 
^vdx^  on  aura  MCcN{(Le)  ^  lif.  Ceft  rélement  de 
l'eipacc  Jbypei1>olique  H  MCA  (  /) = S.  i^. 

Vilement  de  taire  du  cercle.  « 

éou  Nommant  le  rayon  CA  (r) ,  C£  {x)  ^  JBF  (y) ,  Tëquation  Frc«M 
eft^j^  =rr  —  xxî  ainfi  ^  =zs  Vrr  —  ;tf x.  Subftituant  cette     ^^^^^* 
valeur  dcjr  dans  la  formule  de^=zydx^  on  trouvera  GBFg  {de\ 
=:dx>/rr^^xxy  aînfî  Tefpace  CBFM  {e)  =s  S.  ^xv^rr — xx. 
Si  l'on  prend  Torigine  des  coupées  x  au  fommet  A  ^  c'elK 

i-dîre,  fuppofant  AB^ssx ,  Ton  aura  S  F  {yy)  =  irx  —  xx. 
Par  confequeat  j^  =s  Virx  —  xx ,  &  GBFg  {de)ss:ydx 
«s  dxVirx  —  xxj  &refpacê  AFB{e)  sï=a  S.^x\/irx  — xx. 

SecondCas. 

Fermule  générale  peur  trouver  Nlement  de  taire  des  courtes 

dent  les  ordonnées  fartent  d*un  feinta 

ioi^  SUpposâkt  que  toutes  les  ordonoées  £C^  Se,  qu'on  fxg.  Jn.% 
nommera  j^3  partent  d'un  même  point  ^^^  que  les  deux^C^ 
Bc  font  infiniment  proches,  8c  forment  le  pecic  triangle CiSr 
qui  eft  l'élément  de  Paire  de  la  courbe  ^  fi  du  centre  B  avec 
le  rayon  ^Con  tire  le  petic  arc  Cdy  qu'on  nommera  dx^tc 
qu*on  pourra  prendre  pour  une  petite  droite  perpendiculaire 
du  fommet  C  fur  la  bafe  Bcij)  du  triangle  CBa  il  eft  évi« 
dent  que CdK\Sc  ^ss^, {ydx zss^de^  &ra  l'expreffioti du  petit 
triangle  CB  c  ;  &  par  confèquent  fa  formule  pour  trouver 
l'élément  de  l'aire  des  courbes  du  fécond  cas. 

USAGB     DÇ     LA  FojlMULC. 

^04.  1 1,  faut  par  le  moyen  de  Péquation  d'une  courbe  du  fécond 
cas  prenare  la  valeur  de  j^  &  celle  de  x^  de  manière  que  ces 
deux  valeurs  n'ayent  qu'une  feule  6c  même  inconnue  avec 
fa  différence ,  8c  fubftituer  ces  valeurs  dans  la  formule  de 
^s={ydxj  8c  Ton  aura  ^élément  de  l'aire  de  la  courbe  par- 
ticulière .  dont  l'intégrale  fera  Taire  de  la  courbe. 

Ccij 


104  Analyse  d^emontXe^e. 

£" élément  de  faire  du  cercle.  ^ 

^^5*  Si  il'on  imagine  deux  rayons  infiniment  proches,  qu'on 
nommera  (  r),  terminés  à  un  arc  infiniment  petit  delà  cir- 
conférence, lequel  on  nommera  du^Scl^  circonférence  u^ 
Ton  aura  un  petit  triangle  formé  par  ces  deux  rayons  &  par 
lé  petit  arc,  qui  fera  l'élément  de  l'aire  du  cercle,  &  Ton 
peut  concevoir  qu*un  des  rayons  r  en  eft  la  bafe,&  le  petit 
arc  du  la  hauteur }  par  confèqoenc  ce  petit  triangle  de=i^{duj 
dont  Tintegrale  eft  ^  =|  r«3  c*eft-à-dire.  Taire  du  cercle  efl: 
égale  au  produit  du  rayon  r  parla  demi  circonférence |^«^ 
Si  u  n*iexprime  qu'une  partie  de  circonférence ,  |  rdu  fera. 
Tclement  de  Taire  d'un  fedeur  dont  Taire =j^ri^. 

Z* élément  de  taire  £im  feynent  de  cercle, 

^06.  S  O I E  N  T  menées  les  deux  cbrdes  AH ^  AFy  qu'on  nom^ 
Fio.  XLi.  mera  (^),  de  Textrêmité  A  du  diamètre  AE^  qu'on  nom- 
mera (ir),  aux  deux  extrémités  de  Tare  infiniment  petit 
HF {du)  &  tiré  du  centre  A  avec  le  rayon  AH  Tare  infi- 
niment petit  HLy  qtfoii  nommera  dxy  &  qui  peut  être  re- 
gardé  comme  la  hauteur  du  petit  triangle  A  H  F,  dont  la 
*  y 8^  bafe  eft  AF  (y),  &  Zi^^  =  dy.  Or  Ton  a  trouvé*  J-^ss  -ë^ 


I 


-  /89.  (on  nomme  ici  AF  (/)  qu'on  avok  nomm-é^x^)  ;  ainfi  F  H 
^^  df- 5  par  confequent  HL  z=HF  r- FL  =^'^^~j 


^rr  -  yr> 


d'où  Ton  déduit  HZ=s—^ — i  par  conièquent  le  petit 
triangle  ^ // J7  =  1  ^J7  x  HlL^^^^^^.  Ceft  Télemenr 
du  fegment  ^  f/ /•  =  S.  — 2i*U. 

Différentes  ex  frelons  de  bêlement  F  CH  d'un  fe&eur 

de  cercle. 

^07-  Nommant  îe rayon  CA {r)yAB  [x) , BF  {yrs=iy/irx — xx), 
Fic.XLi.  Y^rc  AF  {u)  y  owz  F H=iduy^ic  Télement //Ci^  du  fefteur 
eft,  égal  ^  FH  X  {CH  ==  -i  r</»  ==  (en  mettant  U  valeur  de 
»  588.  ^«  ='  —  ^^^L-j — 'JJ^'—i  ainfi  le  fedeur  ^CjF  =?=  S..~ir^— 

*FiGORi  ^ais  fi  Ton  prend  Torigîne  des  x  au  centre* C  enfuppofant 
^^^g^;  GB^=xb  commet»  =*-^:?£^,  Télement  f  r^»  =  J=^  Cjr 

--^^  1  ainfi  le  feûeur  MCF==^  S.    "'" 


iVrr  — A-jc 


xyrr—xja 


L  X  V  R.  £      VI  IL  toj 

Z' élément  de  taiu  ifun  fcBeut  JteUipfe. 

^08.  SOiT  legranclaxe^a  =  ii^,foaparametre=^Jefecond  Fxc.xlyl 
axe  iXi>=  xb^  fon  paramètre  =  -tt, chaque  coupée  Kb^ss^x^ 
J^ordonrtée  bi^,  =/y  &  l'équation  de  rellîpfe  jyys=zaa  — xx  ; 
d"où  Ton  tire  y  y  ^^z^.'?^^  &  ^x  (;^)  =  v/^£^==^  x 
Vta'p —  lapxx.  Pour  avoir  l'élément  du  féfteur  aKx  dont 
le  fommet  eft  au  centre  K  ;  c*eft.à-dîre  ,pour  avoir  Taire  du 
feûeur  infiniment  petit  xKxy  ^'  ^^"^  ^*^"  ^^  centre  K  avec 
le  rayon  Kx  le  petit  arc  x<^}  &  il  eft  évident  que  Télement 

du  ïe  petit  fedeur  x^%= 3t(p  x  {  Kx-  Or  ^%g=»  VKb^  7^ 

La  difïèrence  de  iC3t=«y<p  =5  -     .     ■      .       |,  l  ion  quarré 

eft  F^'  =  2S^^^^  >^  ^^'-  Oû  a^aufg trouvé*^'  * s^s.  . 

=  ii^^  =x  ^^*  V  P^  — ^^^^H^^^^  _  ^^1  ^  pp^Jr  ~  xapxx  +- 1^» 
»»   =sa  ax    X  ^ —  ax    X  ,ii^#>_^,^A«,«        ^ 


•i         —.s  .—.1 


Pa.  coDfequent  ^<p  =  p^^-  pt<P  ^^PP^l^y^JP  ^  ^;,- 


i^WM* 


-S^^^f;^  «  ''^'-  Cette  quaarité  fe  réduit  i  T^ 
g=  — ,~^ ^,  -  :  d*où  ron  déduit  jl<ù 

j:.x^     ,  ^^  V  :.r        — r~7^-  P^^  confequcnt  Télemeni 

OApdx 


xç  X  iiC^s»  q;^===  .  Ceft  la  quantité  où  fe  réduit  le 


&Dlt  B 


ipfe 

Xèlmtnt  dt  taire  d'unfeHeurou  triangle  hyperb9hque  K  AC 

f^r  raf art  ait  premier  axe  l^A, 
€05>.  POu*.  trouver  le  petit  feaeuTC/Cr=*Cgxi^C, qui  efV  j ,^„,, 
rélement  du  feâeur  ou  triangle  hyperbolique  AKC^  foirla  xlVii. 
inoitié  du  premier  axe  KA  =i=a.  Ton  paramètre  4=r^,  là 
coupée  a:^  =  X,  l'ordonnée  ^C=^  j  &  l'équation  de  l'hy- 
perbole par  raport  à  fon  premier  axe^^y  sz^xx  —  aa^  qui 
aonne;3^=;  ^î^^j  ainfi  KC":^kF  Çxx).-^  :Sc"  Cyy),^ 

Ce  iij 


lo^  Analyse    d gMoifTt.g*E. 

u  diflference  de  KC  s=  rgsa  .       ^  .  .  c€ 


DoncCgsssV'Ci^  —  rg  5SB 

Par  confèquent  C<r  x  |  iCC==— =^==.  Ceft  rélcment 
CKcdtx  triangle  hyperbolique  KAC.  Dans  Phyperbole 
liquilaccre ,  ou  / = Zi««  CKx  s»  Cg  x  j  ^Cwa 

^«  fécond  axe  D  K  d. 

^10,  Supposant  la  moîtic  KB  du  fécond  axe  tszl^  fon  para- 
mètre  =  ^,  la  coupée  Kh=ss^  x^  l'oFdonnée  bC^;=:y^  & 
l'équation  Ikyy  zssz  xx  "ir  hi  ,    on  trouvera  ICC  5=/^ 

Cr  as >»,»«  -H  2^<,     •     </jf'}  Cg  =s=VC#  ^  ^g  «« 

,^^=^^^^^ ,  U  Mement  CJCr  «  Cg  x 
f  -KC  sas  iVt^;»  *-i.  J^  ^*°^  l'hyperbole  équiUcere,  oi)l 


-sr«>*:iç=*rf,  CK€rs;sCgx\KC 


On  pf?ut  trouver  de  la  même  manière  Télement  d'u4 
ifeâeur  eUipriqm!  U  hyperbolique  dont  le  fommet  eit  à  Vnm 
des  foyers. 
On  doit  faire  ici  une  remarque  femblabk  â  celle  de  l*;u:t.  553^ 

6x1.  Q  U  Ei*on  imagioe  qu'une  figure  plane  A^C  tprmînëe par 

Fjgu&i  une  courbe  quelconque  AC^  &  par  des  lignes  droites  per^ 

.#xviL  pendiculaires  Tune  à  l'autre ^^,  BC^  tourne  autour  d*unie 

droite  comm^  AB  ^  qu^on  nommera  taxe  de  révolution  y  p\i 

pour  abréger  ^  Taxe  5  îUft  évident  que  le  plan-^  jff  C  décrira 

dans  une  réy olutîpn/  entière  un  jTojiide  ^  &  que  la  couxl)?  AC 


1 
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décrîtA  en  même  temps  la  farface  courbe  qui  entoure  ce 
folide.  L'axe  de  révolution  peut  être  la  tangente  au  fommet 
^h  ,  ou  l'ordonnée  £C  ^  ou  la  ligne  àcs  coupées  j4S ,  ou 
telle  autre  droite  qu'on  voudra  parallèle  à  la  ligne  des  cou« 
pées  ^B  y  ou  aux  ordonnées  £C.  Le  plan  qui  tourne  peut 
auffi  être  le  plan  ABC^  ou  le  plan  AbC  qui  eft  toujours 
terminé  par  la  courbe  AC^  fbît  du  côté  concave  comme 
ABC  y  ou  du  côté  convexe  de  la  courbe  comme  AbC^ 
Pour  une  plus  grande  clarté  on  confiderera  le  folide  formé 
par  la  révolution  du  plan  ABC^  tournant  autour  de  Taxe 
ABy  les  Leâeurs  appliqueront  ce  que  Ton  en  dira  aux  foli- 
des  formés  par  la  révolution  du  même  plan ,  ou  du  plan 
Abc,  autour  du  même  axe  ,  ou  de  tel  autre  qu'on  voudra^ 

^i  z.  Si  l'on  conçoit  de  toutes  les  parties  infîniment  petites  Ce  Fi«,  tiUi. 
qu'on  nommera  du^  de  la  courbe  ^C  qu'on  non>mera  u, 
des  perpendiculaires  comme  CB,  cb'  qvTon  nommera  y^à 
Taxe  ^  J?  dont  l'origine  eft  cnA^  (  quand  c'eft  un  autre  axe 
qui  ne  pailepàs  par  l'origine  >/ ^.  l'origine  en  eft  au  point  où: 
-  tombe  la  perpendicularre  menée  du  fommet  Ai  cetaxe  ^  )  &c 
dont  les  parties  A  B  depuis  Torigine  fen>nt  nommées  x  j  il 
eft  évident  que  chaque  petit  quadrilatère  BbcC  formé  par 
deux  ordonnées  infiniment  proches  BC^be^  dont  répaifleur 
eft  J?  ^  fdxj  ou  une  partie  inEniment  petite  de  Taxe^  décrira: 
dans  la  révolution  mr  cefcte  ou  plutôt  un  petit  cylindre,  la 
bafe  en  fera  le  cercle  dont  l'ordonnée  j^  fera  le  rayon  ^  & 
répaîlRur  en  fera  dx.  Chacun  de  ces  petits  cylindres  eft  It^ 
différence  ou  l'élément  du  folide  qui  en  eft  llnreerale,  c'eft- 
à-dire  la  fomme  de  tous  ces  petits  cylindres  y  &  rexpreffiott 
générale  de  ce  petit  cylindre  eft  hifi^mtê  pour  trouver  l'é^ 
kment  du  folide. 

€11^  Il  eft  de  même  évident  que  cfeaque  partie  infinimenc 
petite  Ce  fdu)  de  la  courbe  A  C,  décfit  dans  la  révolution» 
une  petite  zone ,  dont  la  bafe  efb  une  circonférence  y  dontt  - 
B  C  fyjcik  lerayon,  &  dantla  largeur  eft  la  petite  partie  de- 
là courbe  Ce  (du).  Chax:unede  ces  petites  zones  eft  TëlemenC 
de  la  fur  face  courbe  qui  entoure  le  folide  formé  par  la  révo- 
lution ,  laquelle  furfece  eft  l'intégrale  de  cet  élément  j  &  Tex- 
preffion  générale  de  cette  petite  zone  eft  la  formule  pour 
trouver  l'élément  des  furfaces  courbes  aind  formées^ 


\ 


108  A  N  A  I.  Y  s  E      D  E  M  O  N  t  ?.  ^*t. 

IIÎ.  Formules  pour  trouver  rélement des /urfuçes  courbes 

(§^  Vêlement  des  folides. 

i\   Pour  Us  fuffaces  courbes, 

<>  14.  Po  u  n  avoir  la  formule  de  Tclçmenc  dçs  forfaces  courbes^ 
Fzo.  îfLii^  on  fuppofera  que  f  exprimç  le  raporc  .du  rayon  â  la  circon- 
férence ,  ainfi  r .  c  ::  ÊC  (y) .  ii-=à  la  circonférence  qui  eft 
la  bafe  de  la  petite  zonç.  Multipliant  ç  par  Ce  (du)  largeur 
de  la  petite  zone  ,  on  aur^  ^du  ^  pour  la  formule  qui  fera  trour. 
'uer  rélemerit  des  furfaces  courbes  j  &  comnie  l'on  fuppofe  que 
les  lignes  BC  [y  )  parallèles  entr'elles  ^  font  perpendiculaires 
fuT  l*axe  ou  fur  les  x  ^  on  peut  mettre  la  valeur  de  du  = 

^dx^  -^dy"-  à  la  place  dç  du^  &c  la  fonfiule  fçra  encore  y 

1-^.  Pour  t élément  des  folides. 

G\^.  1   OuK  trouver  la  formule  de  l'élément  des  fondes  ,  pn 
^o.XLir.  fuppofera  que  J  exprime  Iç  raport  du  quarré  du  diamètre 

a^  cercle  dont  il  eft  le  diametrp^  ainfi  -R.  C  :  :  xBc  (  ly  x  ly 

^^^y^ J*^^  =^ au  jcercle  qui  pft  la  bafe  du  petit  cylindre, 
qui  eft  Pçlemenc  du  folide  ,  duquel  cer.clp  y  eft  le  rayon ,  & 
y  le  diamètre.  Muitipliabc  cette  bafe  par  la  hauteur  Bb  (dx) 
OQ  ce  petit  cylindre ,  on  aura  4^  dx  >  four  la  formule  fUf  fera 
trouver  l'élément  des  folides.'      ^ 

^  £   M   A  a.  Q^U  E  5, 

/6  ï  6^  £L  N  nommant  la  circonférence  d*un  cercle  e  ^  &  lerayon  r , 

7  eft  Pexpreffion  du  raport  du  rayon  à  la  circonférence  5  Sc 

ir^ç^^  comme  l'aire  du  cerçjc  =:  {f^,  *il  eft  clair  que  le  raport  du 


quatre  du  diamètre  *r  à  Taire  du  cercle  if  eft  ^''  —  ^^ 


€t  — -T^î 


ainfi  Texpreffion  quVn  ^  fupppfçe  ^js!=:^  ^  ^  la  forrnule 

II, 

6 l'y.      Quand  Taxe  de  révolution  n'e(}:  pas  uAe  des  droites  qui 

P/[ç.?UL  f*ît  ujje  partie  du  /circuit  du  plan  qui  tourne  autour  de  cet 

axe ,  mais  qu*elle  le  touche  ou  le  coupe  feulement  en  un  point, 

^ojpmç  daps  le  ç»$  pit  le  plan  4bf  tQ»rne  a»tofir  4ç  Tîtxç  /^  Jt , 
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ou  de  Taxe  K  a  ou  bien  quand  c*eft  le  plan  ARc^  qui  tourne 
autour  de  Taxe  AB^  ou  autour  de  Taxe  bc^  il  y  a  alors  deux 
opérations  à  faire  5  en  prenant  ici  pour  exemple  le  plan  Abc 
qui  tourne  autour  de  Taxe  AR.  i^  Il  faut  trouver  par  la 
Géométrie  ordinaire  le  folide  qui  eft  un  cylindre.  1^.  11  faut 
trouver  parla  formule  précédente  "^EJSidx^  l'élément  du  folide 

formé  par  la  révolution  du  plan  ARe  autour  de  Taxe  AR  ; 
&  après  en  avoir  trouvé  l'intégrale  par  les  méthodes  de  la 
troifiéme Partie,  il  faudra  ôter  ce  dernier  du  premier,  &  le 
refte  fera  le  folide  formé  par  la  révolution  du  plan  Abc ^ 
autour  de  Taxe  AR.  Il  y  a  des  cas  où  il  faut  ôter  le  cylindre 
du  folide  qui  eft  l'intégrale  trouvée  par  la  formule  5  comme 
par  exemple  fi  l'on  cherchoic  le  folide  formé  par  la  révolu- 
don  du  plan  ^^rautour  d'un  axe  qui  feroit  au^deffbus  de  Ab^ 
&  parallèle  à  cette  droite  AB.  Ce  que  les  Ledeurs  diftin- 
gueront  facilement  :  comme  aullî  qu'on  doit  partager  le  plan 
par  une  ligne  droke  parallèle  i  Taxe,  bu  qui  lui  foit  perpen- 
diculaire quand  il  eft  curviligne  par  tout  comme  un  cercle^ 
une  ellipfe ,  &c.  &  que  l'axe  eft  entièrement  hors  de  la  figure  : 
an  pourroit  donner  ici  des  formules  pour  trouver  Pélemenc 
du  folide  dans  ces  cas  j  mais  la  méthode  de  cette  remarque 
étant  fuffîfante,  il  eft  inutile  d'en  groflir  ce  Traité. 

I  I  L 

Oà  ton  donne  une  féconde  formule  pour  trouver  Vêlement  de  s  folide  s. 

^:i8.  J-'OuR  faire  concevoir  clairement  cette  féconde  méthodei,  fig.  xlii. 
on  prendra  pour  exemple  le  folide  formé  par  la  révolution 
du  plan  ^^^  autour  de  Taxe  AR  ;  on  prendra  fur  ABb  per- 
pendiculaire  d  Taxe  à  l'origine  A  y  les  AB^  -^^  qui  feront 
\t%  ^y  ;  &  concevant  des  perpendiculaires  BC^bc  infiniment 
proches ,  des  petites  parxies  Ce  de  la  courbe  fur  cette  perpen- 
diculaire AB  à  l'axe  AR^on  nommera  x  ces  parallèles  BCà, 
l'axe  AR.  Il  eft  évident  que  dans  la  révolution  le  petit  qua- 
drilatère SbcC^  dont  Tépaifleur  eft  ^^(é/y),  décrit  un  cylin- 
drexreux ,  ou  une  furface  ^cylindrique  qui  a  pour  bafe  la  cir- 
conférence dont  ABAj)  eft  le  rayon,  &  pour  hauteur  5C(x)^ 
&  ce  petit  cylindre  creux  eft  l'élément  du  folide  décrit  par 
la  révolution  du  plan  Abc  autour  de  l'axe  AR^  lequel  folide 
eft  l'intégrale  ou  la ibmme  dç  tous  ce^  petits  cylindres  creux  ^ 
Tome  II.  •  .         j^  j 
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donc  les  extérieurs  renferment  les  intérieurs.  On  troirvcrît 
Ja  formule  pour  avoir  cet  clément ,  en  fuppofant  que  -^  ex- 
prime le  raporc  du  rayon  à  la  circonférence  j  &  faifant  r.  c 
:  :  AB {y),  ^^ctài^  terme  exprime  la  circonférence  qui  eft 
la  baie  de  chaque  petit  cylindre  creux  )  la  multipliant  par 
r^paiileur  Bc{dy)^  on  aura  la  petite  couronne  qui  ett  la  bafe 
4u  petit  cylindre  j  &  enfin  multipliant  cette  bafe  '-^  par  la 
hauteur  ^C(A;)du  petit  cylindre  ^on  aura ^^^/wr/^y^rWr 
formule  qui  fera  trouver  Vilement  du  folide.  Ce  que  Ton  vient 
de  dire  de  ce  folide  doit  être  appliqué  aux  autres  pas  saport 
â  leurs  axes. 

Quand  Taxe  touche  ou  coupe  la  courbe,  en  un-pofnt,  comme 
A  RjRc^  on  n'aura  befoin  que  de  la  formule  pour  trouver 
Tclement  du  folide,  &  Tintegrale  de  cet  clément  fera  le  fo* 
lide^  mais  quand  l^axe  ne  touchera  pas  la  courbe,  il  y  aura^ 
un  vuide entre  Taxe  &  le  folide,  &  alors  le  folide  &  le  vuide 
feront  un  cylindre ,  ou  le  feul  vuide  fera  un  cylindre  ,,&  l'on 
trouvera  le  cyHndre  par  la  Géométrie  ordinaire ,  &  Tautre 
folide  par  la  formule  &  par  l'intégrale  de  Tclement  que  fera: 
trouver  la  formule  ^  &  ôtant  le  moindre  du  plus  grand ,.  on» 
aura  le  folide  que  l'on  cherchoit. 

Usage    bes    Fokktueesv 

i  ^ly-  JKOu  R:  trouver  par  les  formules  précédentes  PéFement  de 
lafurface  courbe,  &  l'élément  du  folide  formé  par  la  révo- 
lution  d'un  plan  borné  par  des  ligne»  droites  &  par  une  cour* 
be  ou  une  partie-  de  courbe,  ou  par  une  feule  courbe  com- 
me le  cercle^  ou  Itllîpfe ,.  &c.  il  faut  par  le  moyen  de  l*é^ 
quation  de  certe  courbe,  trouver  les  valeurs  des  changean-» 
te».  &  àts  dififerenrielles  àts  formules ,  de  manière  que  ces 
Tateurs  ne  contiennent  qu'une  même  changeante  &  fa  dif- 
férence ,  &  fubftituer  cts  valeurs  dans  les  formules^,  &  l'oit» 
aura,  après  la  fubftirutîon ,  rélcment  de  là  fîirface  ou  du  (o^ 
Hde  que  Ton  cherche.  Il  ne  faudra  plus  qu'en  trouver  l'inte- 
grale  pour  avoir  la  furface  fie  le  folide. 
^20.  Pour  trouver,  par  exemple ,  la  furface  de  la  fpRere  formée 
1  ï«  o  ai  par  la  révolution  de  la  demi- circonférence  AME  autour  de 
^"^v.  Faxe^CJB;  on  nommera  Taxe  A E{^ia)\z  cti^conference 
EMFA  («),  AB  {x)y  BF  {})  î  ce  qurdonnera  B6=^Fi=dx^ 
iFg,=  dui&L  l'équation  dii. cercle  fera  ^j^=5  x^^  —  xx^ 
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lUy=^^%ax  —  ATX 5  &  Ton  trouvera*^»  =-      '^        On  *;8«j 

fubftîcuera  les  valeurs  de  jr  &  de  du  dans  la  formule  ^^  du 
&  l'on  aura  rélement  de  la  furface  de  la  /phere  f  ^lax xx  x 


4id 


fdx^  dont  rintegrale  ell  ^.  En  fuppofanc  ^JS  (  x  J 


=  -^  £f  Z4^) ,  que  r  eft  la  circonferrace  u,  &  que  r  eft  le  rayon 

AC{a)^  l'intégrale  ^  deviendra 2^  =  24»^  c*eft  la  furface 

de  la  fphere  qui  eft  égale  au  produit  de  la  circonférence  en- 
tière u  par  le  diamètre  va.  Si  l'on  ne  vouloir  qu'une  portion 
de  cette  furface,  îi  n'y  aurolt  qu'à  déterminer  la  valeur  de  x 
&  d^y  pour  cette  partie. 
4ffii.      Pour  trouver  la  folîdîté  de  la  fphere  en  fuppofant  les   Fiotfr» 
mêmes  dénominations ,  il  n*y  a  qu'à  fubftîtuer  d^ns  la  for.     xxxv. 

mule  de  Télement  des  folides^j^^A:,  la  valeur  de^^  =  lax 

—  ATX,  &  Ton  aura^^x  x  lax  —  xx  pour  l'élément  de  la 

folidîté  delà  fphere,  dont  Pintegrale * ^ x  \  k  laxx — ^-x',  *;3i; 

fera  connoître  la  folidité  de  la  iphere  en  fuppofant  £  =  ^  %  ^^^^^ 

(que  c  eft  égale  à  la  circonférence  u  de  la  fphere ,  t  égale  au 
<demi.axe  ^,  &  que  AB{x)  ^ss^AE^^ta^  car  cette  intégrale 
<levîendra  fî  x  i  x  8^'—  J^-oc  -j-  x  8^'  =  -|  nr^»,  qui  fait  voir 
que  la  folidité  de  la  fphere  eft  égale  au  produit  xé^u  de  fa 
furface  par  ^  ^  le  tiers  du  rayon. 

Si  l'on  veut  fe  fervîr  de  la  féconde  fonpule  ^^^:^  on  mené*-  ^i^v^t 
ra  par  le  centre  C  la  perpendiculaire  CMi  Taxe  fur  laquelle     xxxv, 
fe  prendront  les  jf  iL  dyiiL  Ton  imaginera  fur  cous  les  points 
<le  CM  àts  perpen/dicolaires  jufqu'à  la  circonférence,  qui 
ieront  les  hauteurs  des  fùrfaces  cylindriques ,  &  qu'on  nom.* 
mera  xi  bc  Téquation  du  cercle  àizntyy^snaa-^xxy  on 

aura^  =  Vaa  —  xx ^  & <^  =  yzr=ià •  On  fubftitoera  ces  va- 
leurs de  ^  &  de  dy  dans  la  formule  ^^ ,  &  l'on  aura  l'élé- 
ment de  la  demi-fphere  -zi^^  dont  Wntegrale  eft*  j^x\  *f5i* 

<lans  laquelle  fuppofant  que  c  eft  la  circonférence  AME  A 
(  «  ) ,  r  =  au  rayon  CA  {a)^  &  x  aufli  égale  au  rayon  CA  (^) ,, 

llntegrale  deviendra  |  aac  qui  fera  la  demi  fphere  ^  &  la  mul. 
dplianc  par  x ,  on  aura  |  aac  pour  la  folidité  de  la  fphere;. 


ï)d  1} 


lit  Analyse    demontr e*e: 

IV.  Les  formuUs  four  trouver  le  centre  de  fe fauteur. 

On  fuppofe  comme  une  chofe  évidence ,  que  le  centre  de' 
pefanteur  d'une  ligne,  ou,  fî  Ton  veut,  d*un  prifmeoud'unr 
cylindre,  donc  répaîfleur  eft  fi  petite  qu'on  le  peut  prendre 
pour  une  ligne  fenfible,  eft  au  milieu  de  la  ligne  -,  que  le 
centre  de  pefanteur  d'un  redangledontla  largeur  eft  infini- 
ment petite,  eft  dans  la  ligne  qui  le  coupe  perpendiculai- 
rement par  le  milieu  des  deux  côtés  les  plus  longs  5  que  le 
centre  de  pefanteur  d*un  cercle  qui  a  une  épaiflegr  infinie 
ment  pecîte ,  eft  dans  la  perpendiculaire  à  fi^n  plan  ^  laquelle 
renfile  par  le  centre ,  c*eft-à-dire  dans  Taxe  de  ce  cylindre 
d'une  hauteur  infiniment  petite^  que  le  centre  d'une  circon- 
férence qui  eft  comme  une  zone  d'une  très-petite  largeur, 
eft  auffî  (on  centre  de  pefanceur  rcar  il  eft  clair  qu'il  y  a  dey 
pefanteurs  égales  &  des  efforts  égaux  des  côtés  oppofés  de 
tous  les  centres  de  pefanteur  dont  on  vient  de  parler.. 

Il  fuit  de  là  que  la  ligne  qui<:oupe  perpendiculairement 
toutes  les  ordonnées  d*une  courbe  chacune  par  le  milieu, 
paflè  par  Je  centre  de  pefanteur  de  la  figure  plane  curviligne 
que  forme  cette  courbe  fi  elle  rentre  en  elte«même,  on  de 
la  figure  plane  mixte  formée  par  la  courbe  &  pat  la  plus- 
rande  ordonnée  qui  fe  termine  de  part  &  d'autre  à  la  cour- 
'e  5  qu'elle  paffè  auffi  par  le  centre  de  pefanteur  de  tous  les 
points  ou  de  toutes  lés  parties  infiniment  petites  dont  le  c\r^ 
cuit  de  la  courbe  eft  compofé,  c'eft-àdire  parle  cewrrede 
pefanteur  de  la  courbe,  fuppofantquele  dedans  en  eftvuide^ 
qu^elle  paflè  par  le  centre  de  pefanceur  du  folide  formé  par 
la  révolution  de  la  figure  plane  que  forme  la  courbe  autour 
iie  cette  ligne  prifc  pour  Taxe ,  &  par  le  centre  de  pefanteur 
de  la  furface  courbe  de.ce  folide  5  enfin  qu'elle  paflè  par  le 
centre  de  pefanteur  de  chacun  des  élemens  de  la  courbe,  de 
chacun  àts  élemens  de  la  figure  plane  que  forme  la  courbe  ,^ 
de  chacun  des  élemens  du  folide  formé  par  là  révolution  de 
cette*  figure  plane  autour  de  cette  ligne  prîfe  pour  axe ,  &  de 
chacun  des  élemens  de  la  furfâce  courbe  de  ce  folide. 
'  D'oii  il  fuît  qu'en  concevant  iin  plan  perpendiculaire  à 
cette  ligne  qui  paÎTe  par  les  centres  de  pefanteur  des  éle^ 
mens  d'une  courbe,  d'une  figure  plane  ou  folide,  &  d'une 
furface  courbe  ^  la  partie  de  cette  ligne  depuis  ce  plan  per- 
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pemiîcirlaire  an  fbmmet  ou^  hors  de  ht  figure  jufqa'à  chaque 
clament,  fera  la  diflance  du  centre  de  pefanceur  de  chaque 
élément  jufqu'â  ce  plan  :  Ainfî  prenant  Torigine  de  cette 
ligne  des  didances  des  centres  de  pefànteur  des  élemens,  au 
point  où  elle  e(t  coupée  parie  plan  perpendiculaire,  qu'on 
fuppofera  être  ici' la  même  que  ï'orrgîne  des  x  de  la  figure <, 
&  nommant  ces  diftances'xs  prenant  audi  ces  élemens  pour 
les  petits  poids  dont  la  côurbe  ^  ou  la  fîeure  plane ,  ou  le 
iblide  ^  ou  la  furface  courbe  eft  compofëe^  la  ibmme  des 
produits  des  x ,  chacune  par  fon  élément  *,  eft  égale  au  pro-  *  »>• 
duit  de  la  diftaiïce  du  centre  de  pefànteur  par  la  fomme  des  *  ^^^» 
élemens.  Ainfî  la  fomme  des  produits  des  x  muHipUèes  chacune 
par  fon  élément^  étant  divi fée  par  la  fomme  des  élemens  ^  donnera 
pour  quotient  la  difiancedu  centre  de  pefànteur  de  la  fomme  des 
élemens,  c'efl-à-dire,  là  diflance  depuis  rorigine  des  x.  Or 
la  fomme  des  élemens  d^une  courbe ,  c'èfl  la  courbe  même^ 
fie  c*&ft  la  même  xhofe  des  figures  planes  ou  fblides  fie  des 
furfaces  courbes, 
^^  3  •  Nommant  donc  x  les  coupées  prîfes  fur  la  perpendiculaire 
qui  divî/è  les  ordonnées  par  De  milieu  ^y  chacune  dts  ordon* 

nées,  u  Ta  courbe,  l'^^^^  fera  la  formule  pour  trouver  le  centrer 

dé  pefànteur  des  courbes,  ^ryér  ^^^^  ^^  formule  pour  trouver  le  cén^ 

tre  de  pcfmteur  des  figures  planes.  -L  \     ,  ■  fera  la- formulé  pour 

trouver  le  centre  de  pefànteur  des  furfaces  courbes,    j^  Hv^dx  ^ 

ou  Bien*  a  ^\' ^  ^     fera  la  formule  pour  trouver  le  centre  de   *Ci^ 

pefànteur  des  foltdes. 

Us  AGE      DES      F  O  R  M  u  L  E  5. 

ér4.  XL  ^^"^  prendre  dans  les  équations  des  courbes  dont  oir 
cherchera  le  centre  de  pefànteur,  les  valeurs  à(ts  changean-^ 
tes  ôcdesdiflferentielles  des  formules,  fie  faire  en  forte  que  ceS' 
valeurs foîeat  exprimées  par  une  même  changeantes^  par  fa» 
différence,  8c  les  fabftituer  dansées  formules^  fie  itnereftera^ 
plus  qu'à  prendre  les  intégrales  du  numérateur  fie  du  déno^ 
minateiTr,qu*on'a  marquées  par  S.  qui  fîgnifie yi;»»»^ ,  fie  à*  ^ 
les  divifer  riinepar  Tâutte^iSc  Ton  aura  la»diflance  du  centre 

de  pefànteur;. 

DdiT) 


al4  An  AL  TSE      »EMONTKE*i; 

Par  exemple  pour  trouver  le  centre  de  pefanteur  (Time 
demi-fphere  9  réquadon  du  cercle  étant  yy  =s:  lax xx,  la 

formule  ^^4^  deviendra  S.  r.  x  zaxx  -  j.;!?  x  ^^ 

#^-ji.  rîntegrale  du  numérateur  dk'^f^ax^ —  f^x%  l'intégrale  du 
déiiominâ.teur  eft  ^^  ifxx  —  ^  x',  &  la  diftance  du  cMtre 
.        r  n  n^-^'— sr-^*       jax-^^^xx       ^ax^^xxx 

éc  pefanteur  eft  ^^ S!^  =-î- a-—  = i22. 

&  X  étatit  égale  au  rayon  a  dans  la  demi.(phere,  cette  dî- 
fftance  fera  |  x 

IV-      SECTION, 

^^  /W  explique  U  mdniere  de  trowuer  les  fuites  ^avi 
y^»/  les  intégrales  des  élemens  quon  trouve  par  les 
formules  de  U  fi  El  ion  précédente  s  j^  en  même  temps 
fufitge  des  méthodes  des  fuites  du  fécond  Trohlêmt 
du  feptiéme  Livre  art.  175 ,  pour  U  réfolution  des 
Froblêmes  de  U  Géométrie  ^  de  tAflronomie ,  ^c. 
On  explique  duffi  les  logarithmes  hyperboliques^ 

AVEUTISSEMBNT. 

i^2  j .  v2  ^  A  N  D  on  peut  trouver  par  les  méthodes  qu'on  donnera 
dans  la  troifiéme  Partie^  les  intégrales  des  élemens  de  la 
longueur  des  courbes,,  de  leur  aire,  de  la  foliditédes  corps 
j^ui  fe  forment  par  leur  révolution ,  &L  des  furfaces  courbes 
jde  ces  corps  ^  lefquels  élemens  (e  trouvent  par  les  formules 
précédentes  ;  on  a  la  reâification  des  courbes,  leur  quadra*. 
ture,  la  folîdité  des  corps  qui  fe  forment  par  leur  révola. 
<ion ,  &  Taire  des  furfaces  courbes  de  ces  corp5 ,  &  Ton  a 
auffi  la  diftance  de  leur  centre  de  pefanteur  par  le  moyefi 
de  la  formule  pour  trouver  cette  diftance: mais  il  y  a  beau- 
coup de  ces  courbes  qui  ont  des  clemens  dont  on  n*a  pu 
trouver  les  intégrales ,  comme  Télement  de  la  longueur  de 
la  circcMiference  ou  d*un  arc  de  circonférence,  les  élemens 
ides  longueurs  dekt  parabole,  deTellipre,  de  Thyperbole^ 
ks  é^çmf^Vi%  d^  Ij^urs  airps^  excepté  celui  de  ia parabole^  les 
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Siemens  de  l'ears  feAeurs,  &c.  ce  qui  leur  efl:  commun  avec 
beaucoup  d'autres  courbes  plus  compofées  géométriques   & 
méchaniques  :  Alors  on  peut  par  le  moyen  de  ces  clemcns  & 
par  les  méthodes  du  fécond  Problême  du  feptiéme  Livre 
art.  175.,.  trouver  par  le  calcul,  des  fuites  qui  expriment  ce* 
intégrales ,  &  qui  en  approchent  autant  près  qu'on  voudra. 
On  peut  encore  par  les  mêmes  moyens  trouver  les  valeur» 
des  lignes  droites  inconnues  qui  entrent  dans  ces  ëlemens 
&  de  celles  qu'on  y  peut  faire  entrer  :  ce  qui  donne  la  réfoT 
kition  d'un  très-grand  nombre  de  Problêmes  très-utiles 
dont  on  en  va  mettre  ici  quelques  -  uns  qui  ferviconc  au» 
Leâeuf s  i  réfoudre  les  autres  fêmblables^ 

L 
Frohlimes  oâ  tonfifert  des  étemens  des  longueurs  des 
courbes  pour  trouver  ces  longueurs  y,  f^  les  lignes 
inconnues  ^ui  entrent  ou  pewvent  entrer  dans  ces 
élemens^ 

T  ROVVER  ta  lon^uY  imarc  exprimée  far  fa  tanpntev 

tt6.  |j;,N  nommant  la  tangente  *iV(x)y  ou-,  pour  mieux  marquer  r».  XEû. 
la  tangente,  1»  nommant (/),.&  le  rayon  Or  (r).,  l'ârc  eR  (w), 
l'élément  de  l'aTc  eft *  </» s=s^ ^ ,.  quf  fe  réduit  à.  *'*****^*»  *-;9o» 
—  rr=  o..  P*our  trouver  eR  («) ,  on  fuppofera  *  u^ssi  at  ^  bt"^  *  ^^ 
M-  f/^  -»-  ef-¥-  &c.  &  l'on  trouvera  par  les  méthodes  du  Pro-  ' 
blême  175,  »«/_^,î  ^-  ^r^  J?<='-»*  &c.  &  fi  l'oa 

fuppoiè  le  rayoa  0 J^  sa  i  ^  l'on  aura  *jR  f*  )  sa.  /  —  1  ^  ^^i  ^ 
— &c.  i    -^r 

£a  même  longueur  exprimée  par  le  fnns  droit. 

'€x-j-  En  nommant  le  finus^i?  (jc)  de  l'are ^J  qu'on  nommera  (j»)  rr«  «  «9 

&lerayon  v^e(i  ).,.C^  fera  %^i—ixxî&les  triangles  fera-  *X3Sv- 
blablesC^P,  i^gi donneront C.ff(vfi  —  xx).CF(i )..•.•  gi(<iï) 
.  Fg  {du)r=  ^0=,  quife  réduit  à i  --g^^-i:g^s^o.  O» 
trouvera  la  loi^ueur  dé  Tare  ^F  {u)assx  ■+- 1  x^-^.  -i-  x'^ 
H^rlî-»^  -H  ri}i-«'-»-  &e.  ou  bien  »=«;c^.  ^^x»  -»-  ^^^^^^^ 
"''l4f!^5X7*^  &G'  comme  dans  l'ârc  xi^^où  cette  équ^ 
tîon  fert  d'exemple  $  on  y  marque  par  jr&  <^  ce  quleft  ic» 
marque  par x  &  par  dx^i  ficgar  dx?-  ce qjii eit  ici  marqué: 


titf  AnA.LY-SE     B  1  M/ONT  R  E*E. 

Si  l'on  vouloic  que  le  rayon  fut  exprime  par  une  lettre  r, 
&  non  par  l'unité ,  Ton  tf  ouveroit  l'arc  j4F  (  «  )  =  a:  -h  ^,  *' 
-H  ^ jc^  "4-  rtl^r  *^  +  iïHtîx»  -4-  &c.  qu'on  peut  réduire  à  çfittC 
expreflion  équivalente  «  =:  «  -f-  75^,  x'  h-  tjHxVkTTV •*^* 

On  peut  trouver  de  même  l'expreffion de  l'arc  AF  parte 
Cnus  de  complément  C^,  cqmme  auffi  par  le  finus  verfe  AS. 

J,a  même  -lonyieur  exprimée  par  la  corde. 

6i%.  En  nommant  le  diamètre  ^£(1),  la  corde  ^«"(v),  l'arc 

FiG.  XLi*.  AH{u)^  les  triangles  femblables*^/i^f,i:itfJ',  donneront 

'»s%9.  EH{Vi—xx).  AE{\)  ::  LF  {dx).  HF{éû}^^^^,  qui 

fe  réduit  à  i  —  g  -4-  ^  =  o  »  qui  eft  femblable  à  l'équa. 

«ion  précédente ,  &  f  on  trouvera -par  confèquent  la  même 

iiiite pour  Ja  Jon^ueur  de  l'arc ^H{u). 

Sx  l'on  vouloit  que  le  diamètre  >^.£  fût  exprimé  par  une 
lettre  D,  on  trouvcroit  l'arc  AH{u)  =  x  -h  jè*-*'  """^Iï**^ 
-1.  —Ljtf?  j.  -îi-TT x'  -»-  &c.  qu'on  peut  rjsduire  .à  cçtte  ex- 

preffion  équivalente  /^ff  («)  =x  -+-  Tyéô'^x^-^  ix>x'lxro* 
..      < X > X T X f       v7  ^      )rx;XTXtX7X7      ^9  ^_  gjc.  &  en- 

•^^ik}X4XjX6X71^i  iX}X4_X,X<X>X»X»XJ« 

çore  à  cçlle-d  AH{u)^ * -*-.y(TF.  ^^^-^  7^.  -»>^^ 
H-   ixf    CxxtHj;^^  JSxx-*-eéç.,4ans  laquelle  ^  fignifie 

tout  le  premier  terme  x,  qui  muUipKele  ■fecpnd  j  B  3  tout  Je 

fécond  terme  -^^^  Axx,  par  lequel  le  troifiéme  eft  multiplié^ 

C„tout  le  troifiéme  j  &  ainfi  des  lettres  capitales  fuivantes  1 
ce  qui  fert  .à  abre.gej:  les  foiciules ,  &  à  faire  connoître  la 
manière  facile  de  les  continuera 

^tf  1  g .  Trouver  la  longueur  de  l'une  des  lifftes  inconnues  de  F  élément^ 

•F  1"  «  o  R  B     <omme  du  finus  droit  BF  (x)  j  ou  de  la  corde  AH  (x)  exprimée  par 

^^^^*     ^^  longueur  de  îarc  AF,  ou  de  Varc  AH,  qu'on  fuppofera  connus. 

iT  1 G  o  R  s  l'L  f*uc  fe  fèrvir  de  la  méthode  du  retour  des  fuites  1 34 ,  & 
*^LL    ^'**"  trouvera  le  finus  droit  BF  (x),  ou  la  corde  AFI{x') 

•        ^U-\U'^     ^U^  -    ycÎ45«^   +    î^»*     -     &C.    U    eft 

Farc  ^  J"  ou  AH.  Si  l'on  veut  exprimer  le  rayon  par  la  lec- 

Cre  r,  l'on  wa  ^F{x),^u.^  «Tr«'*j^*«^— .^«^-  ^î  l'on 

"vcac 
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Vfiurexpnmer  le  diamètre  par  D,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  i) 
au  Jieu  de  r ,  &  Ton  aura  la  valeur  de  la  corde  ^H(x)y  Toa 
pourra  encore  réduire  la  formule  i  cette  expreflîon  équiva- 
lente BF{x):==u  —  f^, —  *^ .'i"' !.«• &/ 

dans  laquelle  A  fignifie  le  premier  terme  -i-  «  î  ^ ,  tout  le 
fécond  terme  j^  avec  fon  figne  — }  C,  tout  le  troifiéme 
terme  ^^^  avec  fon  figne  —  -;  &  ainfi  des  autres  lettres  ca. 
pîtales  fui  van  tes. 

^30*  ^  ITarc,  {pCon  nemmera  a ,  étant  donne  de  tel  namére  de  degrés 
^u*on  voudra ,  é"  fa  corde  c  étant  coimtte ,  mais  ^déterminée 
four  marquer  la  corde  connue  de  tel  arc  qu*on  voudra  i  le  diame^ 
tre  étant  D  j  trouver  la  corde  x  ^un  autre  arc  u  ,  qui  ait  avet 
le  f rentier  arc  a  un  rafort  quelconque  exfrimi  far  \. 

J°.  Il  faut  e;cprîmer  Parc  donné  a  par  fa  corde  c ,  &  Ton 

aura  *  a  ^s  c  -»-    ..!   .  r*  ^        *  x  t ,j  ^        t  x ix  t x  t        ji  *^,-< 

H-  .&c^  u  faut  auffi  exprimer  l'arc  u  que  l'on  cherche  par  ià 
corde  x,  &  ron  aura  u^x  ^  ,^\^k^  ^  vsH^^krô* ^' 

É 

20.  Il  faut  faire  cette  proportion  donnée  ^  a.u:  :J.n'^ct 
qui  donnera ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  & 
mettant  les  valeurs  de  ^  &  de  uà  leur  place ,.xh-  lîcrsr^* 

^^  ï'X5X4X/X«X/i>'  ^   '^  ^*"* 

3^  Il  faut  chercher  par  la  méthode  du  retour  des  fuites ^ 
art.  138  3  la  valeur  de  la  corde  x  qu'on  demande ,  exprimée 
paj  une  fuite  qui  ne  contienne  que  des  c^â  ^  &c.  &  l'on  trou- 
vera^eo  réduîlant  à  un  mêrtae  dcnominateurles  grandeurs  qui 
iont  les  parties  du  cociîcientdu  même  terme,  la  corde  ;r=«r 

«&•  »X  I  -  o» ^5    _.       «XI  -WX9-»»  /.5     j^     yiXI-fiiiX9-«>»Xif-»»  ^T 
-f-.    IX  ÎD*     *       -^  ,      4XiX4X5J»«       *^        "•*  lX}X4^5X6X7JD«  *" 

^ *xîX4kix?X7x4,x?i)» — ^    "■* ikik4XJ)^i!<^yèk9Xiôxrfû»*    * 

M-  &p-  Ç'eft  la  formule  quç  l'on  cherchoît ,  &  qu'il  eft  facile 
de  continuer  à  l'infini ,  i8c  qu'on  peut  encore  abréger  de  cette 
manière  x  ==  «^  +  ir^.  A. à  +  ^^.-S^^  ^  "i^  EC 
Tome  IJ,  Ec 


II g  Analyse   demoktub'e. 

^4y-ii>2y^f  +  8'- "/^/r"  -h&c.  en  fuppofant  que  A  te^ 

UX9Ù*  ioXiix>*  rr  ^ 

préfente  le  premier  terme  ne  ;  -S,  le  fécond  terme + Jjijlîil  ^^'j 

6c  ainti  des  lettres  capitales  fuivantes. 
6^1.  Cette  formule  furat  pour  conftruire  les  tables  des  fînus, 
car  1^  iinus  d'un  arc  eft  la  moitié  de  la  corde  du  double  de 
cet  arc  ^  ainfi  une  feule  corde  d'un  arc  étant  connue  (plus 
Tare  dont  elle  fera  la  corde  fera  petit ,  &  moins  il  faudra  de 
termes  pour  avoir  une  valeur  très. approchante  des  cordes 
de  tout  autre  arc)  ;  on  pourra  trouver  les  valeurs  des  cordes 
de  tous  les  autres  arcs  qui  auront  avec  Tare  donné  tel  raporc 
qu'on  voudra  ;  par  exemple  fi  Ton  veut  la  corde  de  Tare  qui 
eft  le  tiers  du  donné,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  la  corde  de  l'arc 
donné  dans  la  formule  à  la  place  de  r^  &  j  à  la  place  de  ;i^ 
&  fuppofer  que  x  eft  la  corde  que  l'on  cherche,  &  la  formule 
après  les  fubftitutîons  donnera  fa  valeur.  Quand  l'expofant 
du  raport  de  l'arc  dont  on  cherche  lacorde^  avec  l'arc  donc 
la  corde  eft  donnée ,  éft  un  nombre  impair ,  comme  7,4» 
-I ,  &c.  il  eft  vifible  que  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x  fera  finie. 
On  peut  de  même  trouver  une  formule  pour  conftruire  les 
tables  des  tangentes,  par  llart.  6i6. 

Remarq^ues. 

C^  E  s  Exemples  ou  Problèmes  fuÔîfènt  pour  faire  voir  claire- 
ment aux  Leâeurs  qu'ils  peuvent  trouver  de  la  même  ma« 
niere  par  le  moyen  de  l'élément  de  la  longueur  de  la  para- 
bole,  de  l'ellipfc  ,  de  l'hyperbole  6i^es  autres  courbes,  en 
fe  fervant  des  méthodes  dn  fécond  Problème  iufeftiéme  Livre 
Sft.  i^^  i&des  méthodes  du  retour  des  fuites  art.  154  y  é^  les  fui- 
vans  ^  la  longueur  de  tel  arc  qu'on  voudra  de  ces  courbes, 
&  de  plus  la  valeur  des  lignes  inconnues  qui  entrent  dans 
l'élément  de  la  longueur  de  chaque  courbe ,  ou  qu'on  y  peut 
faire  entrer. 

IL 

Trohlêmes  oà  Von  fi  fin  des  élemens  de  taire  des  courbes 

pour  trouver  ces  aires ,  (§^  les  lignes  inconnues  quien^ 

treni  ou  qu'on  peut  faire  entrer  dans  ces  élemens. 

^3^-  On  fuppolc  que  ^Cc  eft  une  hyperbole  équilatere  entre 
XL  VIL  '  ^^^  afymptotes  KL  y  KM  qui  font  un  angle  droit  en  K  3  que 
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le  demi-axe  eft  iC^,  le  fommet\rf,  la  perpendiculaire  du 
Commet  AG^aza^sszKGi  (on  remarquera  que  le  produit 
connu  auy  qui  efl  égal  au  produit  de  chaque  coupée  par  Ton 
ordonnée  correfpondante ,  comme  KF  x  F f^  s'appelle  U 
fuijfance  de  l'hyperbole)  *y  les  coupées  font  fur  Tafymptoce  KL  > 
lesordonnées  CP^fFy  ily  iL  font  perpendiculaires  aux  cou- 
pées ,  &  parallèles  a  Tafy mptote  KM.  Il  faut  trouver  Tefpace 
fF  li  y  qu*on  nommera  l^  du  quadrilatère  hyperboliquc/F//\ 

Soit  iCi^=^,JF/=rA;,  //  ^=^y ,  Ton  aura  * li {y)  =  K<^^^  *4io. 

(  j—::  )  j  multipliant  par  ^;c  j  on  aura  j^^a;  =5 1^  pour  Télement 
du  quadrilatère /jF/ZC/y^ainfi/seS.  î^,  &^/ =3/5^5  d'où 
Ton  déduit  ^^f^^-'  —  ^^  ==  o.  On  jrouvera  far  les  méthodes 
du  x'Ppobl.  i75>/^  Ii[l)^aax  jx— i^î  xA;-i-,77^'— ^x* 

Corollaire. 

6î3-NOmmant  KP{c),PF{x),  JC/(0,/XWîfîl*on prend 
fur  l'afymptote  XZ  quatre  coupées  en  proportion  jR:/'(r) . 
KF[c^x)::KI[e) .  A:Z(ir^.i^J  le  quadrilatère C/^/'/for 
PF  (  AT  )  j  qui  eftla  difference  des  deux  premiers  termes ,  ftra 
égal  au  quadrilatère./ /Z/ fur /Z(^),  qui  eft  la  différence 
des  deux  derniers  termes  ;  car  Ton  aura  ce^ex^ice-^cxj 

ce  qui  donne  ^at  ==  f^  &  f  =  ^.  Or  le  quadrilatère  CPFf 
^::=^*aa  X  j  X  —  îh-^-^^-^ïTi^  -^  ^^-  ^  *^  quadrilatère  ilZl  *^}i. 

^=:aa  X  rKr^TTt  ^'^  $71^  —  ^^-  ^^^  confequent  chaque 
terme  de  la'  valeur  du  premier  quadrilatère  eft  égal  au  terme 
correfpohdant  du  fécond  ^  ils  font  donc  égaux. 

^jivertijlfement, 

L*invention  des  logarithmes  hyperboliques,  par  le  moyen 
defquelson  forme  bien  plus  facilement  les  logarithmes  des 
tables  que  par  la  méthode  ordinaire  des  tables  des  logarith^ 
mes^  dépend  du  Problême  précèdent  &;  de  fon  Corollaire  j 
OU  va  Tcxpliqûer  en  peu  de  mots. 

Des  logarithmes  hyperboliques. 

•  "...  •  '   '       . 

Première     Supposition. 

^34-  On  peut  concevoir  fur  l'afymptote  KL  des  coupées  KR^  Fie  uri 
KQ.KP,%G^  KF, &c.  en  progreffiçn  géométrique  à  Tinfini,     ^^"^^^^ 

Ee  ij 


tio  Analyse     d  i  won  t,  re'^e. 

de  manière  que  le  raport  qui  règne  dans  la  progreflîori  ne 
difFere  du  raport  d'égalité  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  i  le  terme  K  où  commence  la  progreflion  eft  zéro  j  le 
premier  terme  KR  eft  une  grandeur  infiniment  petite  au. 
.defliis  de  zéro  j  le  fécond  terme  /Cf^^furpafle  le  premier  d'une 
^randeur  infiniment  petite,  &de  même  le  3%.  le  4'^^.  &c.  à  • 
['infini  j  la  coupée  X  G  qui  (e  termine  à  l'ordonnée  ûfG  du 
/ommet  ^  ,àc  qui  lui  eft  égale  y  ie  prendra  pour  l'unité  ^  &c 
comme  l'on  peut  concevoir  tous  les  nombres  poffibles  dans 
cette  progreffion  ,  tous  les  nombres  'moindres  que  l'unité 
feront  depuis  K  jufqu'à  G  3  tous  les  nombres  qui  furpaflènt 
FurHté  pris  de  fuite  iront  depuis  Torigine  K  jufqu'au  dcli 
de  G  à  l'infini.  i» 

C  o  R  a  L  I^  A  I  K  E     I. 

^3  5*  O  N  peut  imaginer  toutes  les  ordonnées  de  ces  coupées  ^  K 
*  ^n«  il  eft  clair  *  que  tous  les  quadrilatères  hyperboliques  qui  pnr 
*  ^^^  pour  bafes  les  différences  des  coupées  voifines^  ferotK  égaur 
entr'eux.  Par  exemple  &  PG  >  GF  font  deux  différences  on 
deux  reftes  des  termes  voifins  de  la  progreflion  géométrique  ,< 
en  ôtartt  les  moindres^  de  ceux  qui  font  immédiatement  plus^ 
grands  y.  les  quadrilatères  CPGA^  AGFfkiovn  égaux.. 

COKOLLAIRE      TL 

^3  ^»  Il  fiu't  de  là  que  Tes  fbnimes  de  tous  ces  petits  quadrifateres 
prîfès  de  fuite,  font  une  progreffion  arithmétique,  dont  la 
difference  eft  Tua  de  ces  petits  quadrilateres^  cgaicr.  Par 
exemple  nommant  i  Pun  de  ces  quadrilatères ,  la  fomme 
des  deux  fera  1 ,  celie  des  trois  &ra  3 ,  &  ^n^fi^de  fuite». 

Seconde    Supposition, 

<3  7.  O  N  exprimera  tous  les  nombres  qui  feront  plus  grands  que 
Tuilîté  par  l'unité  plus  la  quantité  dont  ils  furpaflcnt  l'unité'^ 
&ceux  qui  feront  mofndres  que  l'unité  fèrontexprfmés  par 
«l'unité  moins  ta  quantité  dont  Tunîté  les  furpafle  j  aînfî  9,,. 
10^  &c.  feront  exprimés  par  i  -f-  8 ,  i  -)-  9 ,  &c.  ^ ,  -^  feront 
exprimés  par  i  -^i,  t  —  ,-^,  &cr&en  gênerai  tout  non?, 
bre  qui  furpaffe  Tunité  fera  exprimé  par  1-1-»  3  &  ceux  qui 
font  moindres  pan—». 

On  nommera  auffî  retipraqnes  les  termes  de  la  progrcffio» 
giéometrique ,  catre  lefquels  l'unité  eft  moyenne  propordoiv- 
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nelle  i  aîflfijeft  réciproque  â  3 ,  car|.  i  :  :  i .  3  j  &efi  gcne- 
lai  j4»6ft  réciproque  i  i  -4-» ^  car  ji^.  i  ; .- 1 .  »  -»- ». 

Cô&OLtAIHB   I. 

ij  8.  Tl  fuie  de  la  &  des  Corollaires  qui  précedenc,  que  fi.Foo 
prend  quatre  termes  de  la  proereffîon  géométrique,  qui 
ioieac  en  proportion  y  les  quatre  Ibmrhes  des  quadrilatères 
by perbolii^s  prifes  depuk  le  point  G  de  i'unicé ,  qut  auront 
ces  quatre  termes  moins  KG  pour  bafes^feront  uneproportion 
arîtbmetique.Paf  exemple  fi  Ton  prend  KF.  Kl:  :  KL.  Kn^  les 
quatre  (bmmesdes  qaadrUateres  hyperboliques  prifès  depuis 
jiGy  fçavoir  AGFfj  AGJi  yAGLly  AGnm^  feront  une 
proportion  arithmetiqjie  5  &  de  même  fîiCiî.  KQ^rKQ^ 
KP  yles  quadrilatères  hyperboliques  fur  GM ,  GQ^  GP  feronc 
une  proportion  arithmétique  5  car  quatte  termes  de  la  pro^ 
greffion  géométrique,  commeiC-F^  Kl  ^  KL  y  Kn^  ne  fçau- 
foient  faire  une  proportion  géométrique  qu'il  n'y  aie  un  égai 
nombre  de  petits  raports  ég^ux  i  celui  qui  régne  dans  la 
progreffion  entrfr  le  premier  KP  &  le  iècond  Kl ,  &  entre  le 
troiucme  iCX  &  le  quatrième  Knv  aînfi  il  y  a  le  même  rfom- 
bre  de  ces  petits  raports  ég^iux  entrei?  &/,  qu'entre  It&Cni 
il  y  a  donc  le  même  nombre  de  petits  quadrilatères  hyper^ 
boliques  égaux  fur  PI  &  fur  Zn  )  par  confôquent  Kexcès  de 
AGIi  fur  uiGPf^a  égal  i  l'excès  de  AGnm  jfiif  AGZh^  ce 
qui  fait  i^e  proportion;  arithmétique.  Il  eft  évident  que  la 
même  démonArration  convient  â  quatre  termes  tels  qu'on 
voudra  de  la  progreffion  géométrique ,  qui  feront  une  prow 
portion  géométrique. 

COICOLIAIHB        IT. 

<3 9.  Q U  A  N  i>  dieux  termes  de  la  progreflîon  géometriqtie  foûr 
réciproques ,  comme  KR  (  égal  par  exemple  à  |)  y  &ir/(  égal 
â  3») ,  leis  deux  quadrilatères  hyperboliques  fur  GR  y  GJy  qui 
font  fur  les  différences- G  i^  &  6/  de  l'unité  à  ces  deux  ter^ 
mes ,  îotkt  égaux  :.çar  KR\  KG  ::  KG  •  Kl  par  k  fuppofirioD^ 
donc  pai^  le  Corollaire  précèdent  le  qjaadrilatef e.luri  6i2:  eft 
égal  au quîftdrjUiat^e ûjktGJ.'  , .  - .    ;• 

TRoisiE^NtE  SupposiriON  ou  DE'i«ii*itroir. 

^40.  Si  l'on  conçoit  écrfts  de  lùîte  fur  une  ntême  ligne,  ou  ffPoi^ 
veutdans  une  même  colonne  ^  tous  les  nombres  depuis  zçio 

£e  u^ 


de  la  progreflion  géométrique  dans  laquelle  rcgnç  le  raf^ort 
qui  ne  diftére  du  raport  d'égalicé  que  d'une  grandeur  infinii. 
ment  petite ,  Se  qui  vont  en  augmentant ,  de  manière  que 
Tunité  k  trquve  placée  entre  tous  les  nombres  moindres 
querunité  &les  nombres  plus  grands ,  c'eft-d-dire  que  Tunité 
loit  précédée  de  tous  tes  prertoiers  mis  de  fuite ,  &  fuivie  dej 
autres  auffi  mis  de  fuite  5  &:  que  fur  une  ligne  au-deffus,  ou 
dans  une  colonne  à  côté ,  Ton  conçoive  zéro  écrit  vis-à-vis 
de  l'unité  ^  la  valeur  d*un  des  petits  quadrilatères  hyperbo. 
liques  écrite  à  côté  du  nombre  immédiatement  plus  grand 
que  l'unité  avçc  le  figne^-,  &  encore  vis-à-vis  du  nombre 
immédiatement  moindre  que  l'unité  avec  le  fîgne  — ^  5  la 
forame  de  deux  4e  ces  petits  quadrilatères  écrite  vis-à-vis  du 
fécond  nombre  plus  grand  que  Tunité  avec  le  figne  -*-;  & 
encore  vis-à-vis  du  fécond  nombre  moindre  qui  la  précède 
avec  le  figne  -^  5  la  fomme  de  trois  quadrilatères  écrite  vis- 
à-vis  du  troifîéme  nombre  qui  fuît  l'unité  avec  -h  ,  fc  encore 
vis-à-vis  du  troifiémequi  la  précède  avec— ^  -,  &ainfî  de  fuite  j 
la  féconde  ligne  ou  la  fcconde  colonne  contiendra  une  pro^ 
greffion  arithmétique ,  dont  chaque  tei'me  s'appelle  le  loga^ 
fithme  hyferbolique  du  terme  de  la  progrefBon  géométrique 
qui  eft  vis-à-vis ,  qu'on  appellera  fon  iQvmtcerrefpondanty  zéro 
fera  le  logarithme  de  l'unité ,  &  fe  trouvera  entrç  les  loga- 
rithmes négatifs  qui  le  précèdent,  &  qdi  font  les  logarith. 
mes  des  nombres  moindres  que  l'unité ,  Çc  entre  les  po(itifs 
qui  font  les  logatfchnles  des  nombres  plus  grands  que  l'unité, 

CoToUaire  oà  Nh  explique  l'ufage  des  logarithmes.  . 

6^1.  JL  'U  s  A  Q  E  des  logarithmes  eft  pour  diminuer  la  peine  du 
calcul  dans  les  Mathématiques  pratiques,  comme  dans  la 
Géometnè  pradique  \  l'Aftronomie,  Sic,  oh  change  par  leur 
ttioyen  les  multiplications  &  les  forriiatîoris  des  puiffancçs  en 
de  ilmples  additions ,  &  les  divifîons  &  les  extraâ:ions  des 
racines  en  de  fîmplcs  fouftraâions  j  car  le  quatrième  terrhe 
tr^a  d'qnc  proportion  arithmétique  dont  zéro  éft  le  pre- 
rtiter  terme  ù\  M^h  ^  b^a  étant  la  fomme  des  deux  moyens 
a^  bi  &  le  troifîéme  terme  ^  d^uneptô^oftîon  arithmctiqiie 
dont  zéro  eft  le  dernier  terme b ^a ,  bi  a^  o  étant  la  dîffé^ 
rencedu  premier  termes -h  ^Sc  du  fecorjd  A,  c'eft-à-dire^H-^^ 
^b^ai  quand  9^^  A  une  multiplication  f  faire  ,.c'eft.à,dire 
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quil  fâut  trouver  le  quatrième  terme  d'une  proportion  géo- 
métrique  dont  Tunitc  ett  le  preniier  terme ,  &  les  deux  nom- 
bres  à  multiplier  le  fccond  &  le  troifiéme  terme  j  il  n'y  a  qu'à 
prendre  la  fomme  dçs  deux  logarithmes  du  iëcond  &  du 
troifiéme  terme ,  &;  chercher  dans  la  table  le  logarithme  qui 
eft  égal  à  cette  fomme  5  le  nombre  qui  eft  vîs.à-  vis  fera  le  pro- 
duit que  Ton  cherche  :  Et  de  même  quand  on  aura  une  di. 
vifîonifaire,c*eft-à.direqu*il  faudra  trouver  le  3*  terme  d'une 
proportion  géométrique  dont  le  nombre  à  divifer  eft  le  i** 
terme  ^  le  divifeur  le  1^  terme  >  le  quotient  que  l'on  cherche 
le  3*  terme ,  &  zéro  le 4*  terme  5  il  n'y  aura  qu*à  ôter  le  loga- 
rithme du  i^'terme  du  logarithme  du  i"  terme,  &  le  loga- 
rithme qui  fera  égal  au  refte,  fera  vis-à-vis  du  3*  terme  ^  qui 
eft  le  quotient  que  Ton  cherche, 
6^1,  Les  formations  des  puiflances  n'étant  que  des  multiph'ca^ 
tions  réitérées,  &  les  extradions  des  racines  des  divifîons 
réitérées  pour  trouver  la  1%  la  3*  puifTance,  &c.  d'un  nom. 
brej  il  n'y  aura  qu'à  prendre  le  double,  le  triple  du  loga- 
rithme de  ce  nombre,  &c.  &  le  chercher  dans  la  colonne 
des  logarithmes ,  le  nombre  qui  fe  trouvera  vis-  à-vis  fera  la  z% 
la  3*  puiflance ,'  &c.  du  nombre  propofé.  De  même  pour 
trouver  la  racine  1%  3*^,  8cc.  d'un  nombre,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  la  moitié ,  le  tiers ,  &c.  du  logarithme  de  ce  nombre , 
&  le  chercher  dans  la  colotine  des  logarithmes ,  Se  le  nom- 
bre qui  fera  vîs-à-vîs  fera  la  racine  1%  3%  &c.  que  l'on  cherche. 
Ce  Corollaire  eft  une  fuite  de  la  notion  des  logarithmes ,  & 
de  ce  que  quatre  termes  de  la  progreffion  géométrique  cor- 
refpondante  à  la  progreffion  arithmétique  des  logarithmes , 
faiiant  une  propordpn  géométrique ,  leur  quatre  logarich^ 
mes  font  une  proportion  arithmétique. 

Z  es  formules  ponr  trouver  les  logarithmes  hyperboliques. 

^43  •  Po  u  R  trouver  le  logarithme  hyperbolique  d'un  nombre  F  i  o  u  r  1 
quelconque  plus  grand  que  l'unité  ,  qu'on  marquera  par    ^^^^^* 
X  -4-»  ^  il  faut  imaginer  que  ce  nombre  eft  une  coupée,  par 
exemple  K  F  fur  l'afymptote  'KZ^  &  l'ordonnée  correfpoo- 
dante  eft  Ff.,  que  fa  première  partie  i  :eft  KG  >  &  fà  féconde 

fiartie  n  =  G  F  ^  &  la  queftioii  fe  réduira  à  trouver  le  quadri. 
atere  A  G  Ff^  qu'on  nomniiera  /  ^  c'eft.à-dîre  logarithme. 

L'équation  à  l'hyperbole  éqùUaterc  t^^^^^fRts^ 


l^n* 


Xt4  AMAf,TSB     DEMONTRE*!. 

La  diflèrenuelle  de  KF  ==ii  h- n  e(k  dn  i  ainfi  l'clenient  du 
quadrilaticre  /  eft  <//=ss  f^ ,  -qui  fe  riéduk  à  ^i^^  -^  j ,-.  q  ^ 

Cr  on  trouvera  comme  dans  Particie  tzy,  où  eft  ce  même 
exemple,  excepté  que  (/)  y  eft  nommée  x }  <//,  dx^  n^y^icd»^ 
dy  j  le  logarithme  /=:  i  »  _  x  »»-)- 1  jj!» —  i.»*  -f.  l**  _  &:c. 

C*eft  //ï  formule  pour  trouver  le  logarLchme  d*un  non^brc 
qui  furpafle  l'unité. 

Quand  le  nombre  propofé  fera  moindre  que  Tunité  ,  on 
le  naramera  i^^ni  U  l*on  aura  Tequation  <(~ii/-^i  ==  o  j 
^Ton  trouvera  p<tr  lam^rae  méthode  le  logarithme /=r  m^ 
^  j.  n^  ^  X  »»  Hh  »*  -4-  7  «'  •*-  &LC.  C'eft  la  formule  pour  trou- 
ver le  logarithme  d'un  Qombre  moindre  que  Tunitc  ^  il  fau* 
dra  feulement ,  quand  on  l'aura  trouvé ,  mettre  le  iigne  ^^ 
audevant  de  la  ibmme  qiû  coiuiendra  tel  nombre  que  i'oa 
voudra  des  termes  de  la  fuite  que  fera  trouver  la  fo^niule. 

y  s  A  G  ^E     D  £  £     F  o  H  M  U  j:  £  $.. 

644.  J  L  n^y  a  qu^à  fubftituer  le  nombre  dont  on  cherchera  le 
logarithme  a  la  place  de  i  -4-  »  ou  4^  i-^^n  dans  les  formu- 
les ,  ou  fimplement  la  difierence  de  ce  .nombre  d'avec  Tunité 
i  I^  pla^e  de  «  ^  &  lafomme  qu^on  trouvera  fera  le  logarithme» 
Mais  comme  il  f^ut  que  les  termes  de  la  formule  aillent  en 
diminuant  ,  &  que  lef  logarithmes  d'un  nombre  moindre 
queTu^ité  ^  &  celui  de  foo  réciproque  plus  grand  que  Tuni^ 
té ,  font  égaux  3  il  yaudr;at  mieux  fe  fervir  de  la  féconde  for* 
mule,  &  mettre  le  nombre  repréfpnré  par  -^^  à  la  jpUce  dç 
I .— ^  »  dans  la  féconde  formule  ;  xr'eûi-à.dire  qu'il  y  faujc  ;net» 
W  — j—ri  la  pUce  —  «;  carï^=:«  j  ^  pS^  .  /    . 

Jia  manière  de  réduire  les  logarithmes  hyperboliques 
OMx  logarithmes  ordinaires  dejf  tabUs^ 

^45*  OAn  s  les  logarithmes  àts  tables^  le  logarithme  du  nom- 
bre I  o  efl:  Tunité  précédée  d^un  grand  nombre  de  zéros  ^  les 
logarithmes  de  1 00,  de  1 000,  de.  1 0000,  &c.  font  1,5,4,  &^ 
précédés  du  même  bombre  de  zéros.  Or.  en  concevant  le$ 
iogarit)ime$  ordinaires  des  cables  écrits  dans  une  3  "^  colonne 
à  côté  des  logarithmes  hyperboliques  correfpondans,  il  eft 
(cUir  que  lé  Ipgarithme  hypeitoJiqtie  de  i  o ,  (  qu'on  trour 
.Wr*  *4  >93^jl^o^y5.4p4i6840  j  7j>^i4j4$f ,  fii>n  veut  le 

ftaliculer 
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Câkukr  lufquU  trente  rangs  ) ,  eft  au  logarichttîe  liyp^boliv. 
que  d'un  nombre  quelconque,  par  exemple  de  30,  corhme 
\e  logarithme  dts  tables  qui  convient  â  10,  qui  e(]t  l'unité 
précédée  de  tel  nombre  de  zéros  qu'on  voudra,  eft  au  loga- 
rithme du  même  nombre  30  qu'il  faut  mettre  dans  les  tables. 
Ainfî  on  réduira  par  cette  proportion  les  logari dîmes  hyper- 
boliques à  ceux  des  tables.  " 

Quand  on  a  le  logarithme  1  d^un  nomire ,  trouver  ce  nombre, 

64.6.  i  L  ^aut  fe  fervir  de  la  méthode  du  retour  des  fuites  134  & 
»  3  y  ,  où  l'on  a  mis  ce  même  Problême  pour  exemple  j  c'eft- 
â-dire ,  il  faut  par  le  retour  des  fuites ,  ayant  Isss.n  "-^{n'n 
■*-?"' — 4»*»  &C,  oulsssn-^^nn  -*-|a'-«-&c.  trouver  U 
valeur  de  »  exprimée  par  /  &  par  les  puiflances  de  /,  &  y 
ajouter  l'unité  pour  avoir  la  valeur  du  nombre  i  -t-  «,  ou 
retrancher  la  fuite  qu'on  trouvera  de  l'unité  pour  avoir  le 
nombre  i  — n  »  &  Ton  trouvera  1  ^-  »= i  -f^.f-f-  {  ^-^Arj  P 

«— SScc.  Ontrouveroic  les  m êmes  formules  par  i^iéqqationS' 
^^ = iC"i y^dl=^  j^ ,  en  rédùifant  la  t«  i'i  -1- « ^\=r o , 
•    •&  la  z*  i  I — »  — 'jj  =  o  j  ôf  y  appliquant  énfuice  la  méthode 
daJêcondProèl.  ij^. 

'entent:" 

mè/ptu 

d*être  court  j  pour  dîre  cependant  beaucoup  de  chtifes  en 
peu  de  mots,  on  s*attaclie  dans  ces  ufages  de  TAnalyfe  i 
faire  concevoir  clairement  auxLeâfur?  les  méthodes  géné- 
rales qui  kur  feront  rérôudre  Une  infinité 

K  E    M    A  fl   OU  E. 

Es  lignes  droites  peuvent  avoir  leurs  logarithmes  hyper-  f 

'  boliques  comme  les  nombres  j  pou?  le  concevoir  clairement-  xlvii. 
il  faut  mener  l^r.^roiK KST ;  ç[xii  faflè.av.ee  rafyippçpte  iCS. 
tel'  angle  qu'on  voudra}  prendre  fur  cette  iignç  la  partie 
déterminée  iC5  telle  qu'on  youdra^,  Sç.|^noijiiftet-^'r&  ôôp^^ 
mant  Undétermmée  ST  {x)ia'+'  x jeprelentera  telle  droite 
qu'on  voudra,  il  faut  mener  5  G  au' point  Û  pà  fe  termine 
Tunîté  KG ,  &paç, chacune  des  ST  (^^  ) ,  mener  TJ^  parallèle 

Tome  JI.         '^       '^^'  '    '  Ff 


A 

f  •  9  &  t 


•^ 


iSGiSc\c  quadrilatère  ^GFf  fera,  le  logarithin&Jbyper6o>;^ 
lique de  la  ligne KT,  Si  l'on pren(MC Kt^a-^x), fon  loga^ 
richme  feroit  ^GPC.  Or  KS {a) ,  KG  {i)  :  :  ST (x) . C/^s* f  ^ 
ce  qui  donne  iCi?  =  n-  ^  =^ ,  &  J=/=  ;rb>  &  J*  diffé- 
rentielle du  logarithme  ^GF/{dl)=i^j  qulfe  réduit  à 

^^^^  —  rf=  G  V  d*oi!i  il  eft  facile  par  /*  Problème  art^iy^ 
de  trouver  le  logarithme  /de  la  ligne  a  ^  x.  Ce  qu'on  peut 
aifément  appliquer  à  la  ligne  Kt{a  —  x).,  mais  la  différent 
tielle  du  lo^rithme  négatif  ^  G  i'C  fera  négjitive  &  égale 


4  — Jf 


Trouva,  taire  £un  f&Bèur  eïïiptique  aKG  exprime^ par  latan^ 

ffnu  aT  au  f&mmet.  a  ^iv  yaTiâ  axe  Ka. 

684   Lé feâeur GiCa ^ en  fugpofant  les  deux  tangentes  a7*,  G7V» 

ïio.XLvi.  eft  partagé  par  la  moitié  pariCT^^  car  en  concevant  les  deux: 

ordgnnées  GiWf  ^ail^au  demi- diamètre  iCx.^  Pbn  aura  pour 

*  ^6.  Tùne  &  Tautré  ordonnée  *  KT .  Kk:z  Kk.  KM  $  ainïi  le 

point  .M  leur  e^  commun  ,.8t  elles  font  une.  même  droite  ^ 

&  iC}c  partage  cette  droite  aG  par  la  moitié  en  M  y  d'où  Toai 

déduit  aifément  que  iCx  partage  le  feâeur  entier  aiCG  ea 

deux  moitiés.  Pour  trouver  la  première  moitié  aiCx,  on 

fÎLippofera  la  tangente ^T^ssa/^  la  moitié  jKadu  preinièr  axe 

égale  à  r,  la  moitié-iCi^da  fécond  axe  égale  ai.  On  tirera  Xr 

infiniment  proche  de  KTyèc  les  petits  arcs  «v,  x<p  du  centre 

K  avec  les  rayons  j:/y  JCx  i  6c  Ton  aura  les  triangles  reftan^ 

«^.»    — — ik 
gles  femblables  KaT^  ^AT'^quî' donneront  iC7*  (V iCa -tr  aZ*^, 

En  nxjn^mant  x.^  (/.) ,  l'on  aura  â  caufe  des  trîàngres  fem- 


blables Ki  Ty  Kb%.\  ar  itt) .  x^  (vy  )  :  :  KA{rr).Kb^'^^ 

3Î0,  On  aura  aufS  par  la  propriété  de  Tellipfe  *  JgCJD  ( i  )  ..xi  (^  )} 

:rrK^{rr) ;  ^*  —  jE?»*it— ^lK^  d'oùFon déduitmy^srr 

,^^fny  p^  ti^f —    ftrr    ..,1.    tj       ÀÎnfî  Kv trÂ    .      z 

~"  -rr>  ^J7 — ^  im-»-yr  —  ZrHhT  i  ^miL  iVJt,  —^Xi.P  -^  xP 


—  ïL±M  ♦ 


&  /:»=y!S^. 


l^^  petits  fedeurs  femblables  tK\t  x.K^  donneront  K^ 
i>ar  confequent  le  pctic  ièi^eur  ;i^  ICx,  quî.ieft  réiemcntdu. 
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ilzJi  ainfi  nommant  s  le  feâeuc  a^x,,  on  aura  dssssî-^ 
qui  fc  réduit  à  2*+^  —  j. r = o. 

On  trouvera  par  cette  équation ,  en  employant  la  Itaé* 
thode  du  ProUème ,  article  1 75  :,  le  feâeur  a  iC  %  (  /  )  aF=  î  ^;^ 
it^^t^^^t^-^^f-i-icc.  &  le  fedcur  aie  G,  double  de 

On  trouvera  par  la  même  méthode  précifëment  la  même 
ittite  pour  un  feâeur  femblable  <lu  cercle,  &  la  même  fuite 
^auflî  ,^n  rendant  tous  les-  termes  pofitifs,  poar  un  feâeur 
femblabie  hyperbolique ,  dojoit  le  lommet  eft  au  centre  de 
l'hyperbole ,  en  fuppofant  Thyperbole  équilatere ,  ou,  £i  elle 
ne  Tefl:  pas ,  en  fuppofant  fon  (econd  axe  =  i« 

Z^n  feêieur  elliptique  ÂFC  dont  lefowmet  V  efi^un  des  foyers  F 
de  teUipfe  ^  ou  à  un  autre  foins  du  fremiertaxe  AKa  ^  étant 
regardé  comme  connu ,  trouvera  ordonnée  CB  du  point  C  qui  efi 
V extrémité  de  l'arc  AC  de  teUipfe  qui  fait  la  bafè  dufeBeur^ 

i^49t  O  N  fuppofè  la  moitié  KA  du  premier  axe  connue  ■=  q  \  fi«.xlvIï 
la  moitié  KB  du  fécond  axe ,  auflî  connue ,  e=y .  la  partie  FA 
<lu  grand  axe  connue,  r=/>  Tordonnée  incorinue  CB  =  x  j 
ïe  feâeur  A  FC  regardé  comme  connu ,  mais  pourtant  in- 
<léterminé ,  afin  qu*il  puiflè  repréfenter  tel  fedeur  qu*on  vou- 
<lra,égaU|jf.  ^ 

f  ^^      Par  la  propriété  de  rellîpfe  *  KD  (  rr) .  KA  {qq)  :  :  KD 


X  — — t 


— ^C  {rr^xx).K3  «  i/  x  rr^xx  i  aînfî  KS^^Vrr-^xx  i 

KA^KS^SA^q^^^^/rr-^xx.icFA^BA^FS 
GTst  —  q^i^rr  —  XX.  Ôr  la  différence  Jî1>  de  BAsmq 
.^l}/rr--xx^efk'^ ^^^'-^ > la  multipliant  par  l'ordonnée 
^C(x),  on  aura  .T'"<»,— s    ^^^ffjb  pour  l'élément  JSC  ^  b 

A/rr—xx  tA/tr-^xx    * 

<ia  demi.lêgment  BCA.  Multipliant  auffi  FByM  \:S€, 
on  aura  le  triangle  FSC^  ttx -- gtx ^qxylr^,  ^^  ^j£^ 

ierendelle  fera  donc ,  étant  réduite  au  même 

Ff  ij 
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W"'»  *r-i'Xyfr-'c*-+-'rr-'i»»Xdx.  ^^  jç  triangle  F£C 

iTYrr — PCX 

&ledemî-fegment^C-/^faiTantenfembIelefe<a:curCi^^(iy>^ 
la  fomme  de  leurs  difFerenticUes  doit  être  égale  à  la  diffé- 
rentielle ou  à  rélement  du  fçdeur  C  -F  -^  qui  eft  i  ^.  On  aura 

donc  cette  équation ^~2i—^^= dx^ldy^  qui  fe 


réduit  à^  xfr-»-^ — ^  xv^rr — xx — v/it-^xa;  =s^a  Ceft 

Téquation  par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera^  comme 
dan>  '^article  131  ^  qui  contient  ce  même  exemple ,  la  valeur 
de  ^ordonnée  C^  {^>  ===  f  —  ^  h^  -rl^TtF/  — 
^JSÏ!j^^^.^fiiSS£!f  -4.  &c.  C^  qu'il  fallait  trouver. 

On  aurott  pu  trouver  Télement  du  même  fedcur  en  cher^ 
chant  immédiacemenc-fe  petft  feâieur  CFc  =  Cex  i  Pr } 
mais  le  calcul'étant  bien  plus  embarradé,  ons*eft  déterminé 
â  la»  vo^e  qu'on  a  fui  vie  ^^  où  il  e(L  bien  plus  court  &  plus 
£icile« 

AVEKTISSEME  NT. 

^jo.  .Le  Problême  précèdent  donne  laréfolution  dîreftc  cfun 

Problême  d'Aftronomie  dont  avoît  befoin  Kepler^  &  qu'il 

n*a  pu  trouver  que  par  des  voyes  indîredes.  Après  avoir  fait 

voir  4/^ns  U  chapitre  59  de  fan  Afironorme  nouvelle  touchant  les 

tnouvemens  de  Mars^  que  cette  planettexiécrit  une  ellîpfe  ADz. 

tic.XLVl,  dont  le  Soleil  occupe  Tùn  àt%  foyers  F  ^  que  le  temps  entier 

de  fon  mouvement  moyen  autour  du  Soleil ,  par  exempier 

depuis  le  pointa  oiîielle  eft  plus  éloignée  du  Soleil,  jùfqu'à 

/ïoa  retour  â  cr  point,  doft  être  mefuré  pjir  Taire  entière  de  * 

,  rellipfe  qu'on  peut  concevoir  exprimée  par  le  nombre  3  60  ^ 

ti  cnaxjiie  partie  da  même  temps  par  Paire  dlin  fedeur^ 

comme  G  F  A  de  la  même  ellîpfe  dont  Te  fommet  eft  au 

foyer  JF^  &  qui  fera  une  des  parties  de  5  60 ,  nommant  cha^ 

cun  de  ces  fedeurs  C I A  l* anomalie  moyenne  y  il  falloir  trou* 

ver  l*angle  CFA  de  ce  feâteur  au  foyer  F^  ce  qu'il  nomn^e 

,  'f  anomalie  véritable.  Le  Problême  précèdent  fait  trouver  cet 

angle  CJP-^'pour  tel  fedeur  CFA  qu'on  voudra  àffigner  j  car 

nommant  le  fêdeu^- {^^^  Ton  trouve  par  le  Problême  préce- 

4&nc  la  valeur  de  l'ordonnée  BQ\x }  q^i  efl:  un  côté  du  rrîan*. 
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gle  reÛangle-J^^C,  &  £C{x)  écant  connue,  on  trouve  te 
iécond  côté  FS  =i  t  —  ^  -*-  ^  Vn*  —  xx  »  &  Ton  aura  par 
confequenc  l'angle  CIA  qu'il  falUit  trouver. 
<5i.  En  prolongeant  SC  jufqu'au  point  H"  de  la  circû«fe- 
•î8*.  rence  A 13.  qui  a  pour  diamètre  le  grand  axe  u4z ,  l'on  aura  * 
SC.BH::KD.  KI^KAi  ce  qui  fera  auflî  trouver  JJf 
&  l'imgle  HFA,  que  cherchoit  auffi  Kepler. 

R   E   M   A  R.  Q^U   E, 

I^Es  exemples  qu'on  a  mis  pour  trouver  l'aire  des  courbes 
par  réfement  de  cette  arre,&  pour  trouver  les  fignes  Jncon- 
mtes  qui  entrent  ou  qu'on  peut  faire  entrer  dans  cet  élément, 
fufiîiènt  pour  faire  voir  clairement  qu'on  trouvera  de  la 
même  maniereles  aires  des  autres  couroes  par  leurs  élemens, 
te  qu'on  trouvera  auOî  les  lignes  inconnues  qui  entrent  dans 
ces.  élemens  ^  ce  qu'on  doit  aulE  entendre  des  élemens^  des 
folides  fie  des  furfaces  courbes. 


Ffiij. 


I 

2*0  Analyse  dzmovtilb*£.' 


TROISIEME  partie; 

Qàl4m  fa.it  voir  Vufige  de  tAnalyfe  pour  décoitifrir 
les  règles  du  calcul  intégral,  Ç^  oà  ton  explique 

les  ufiges  de  ce  caUuU 

PREMIERE    SECTION, 

Cà  têu  fait  voir  ^ufage  de  tAnalyfe  fout  trouver  les  re^e$ 

Au  calcul  intégral. 

Pjlemi£1L£    Définition. 

^ji.  QUand  on  a  une  diflerencielle  quelconque,  la  manière 
de  trouver  la  grandeur  endejre  ou  l'iacegrale  donc  elle  eSt 
la  differencielle^  eftce  qu'on  appelle  le  calcul  intégrai 

P&EMiEKE  Proposition  fondamentale. 

<5 3 .  QUand  une  grandeur  dîflterentîelle  eft incomplexe,  qu'elle 
ne  contient  qu*unç  feule  changeante  x  multipliée  ou  divifée 
par  une  confiante,  &,  fi  c*eft  une  fraâion ,  que  le  dénomî- 
nateur  ne  contienne  que  des  conftantes,  on  en  trouve  tou. 


[pofant  de  la  chang 
augmenté  de  Tunicé  &  multiplié  par  la  difïerentielie  dx  de 
f  n*.  ia  changeante  x  linéaire^  car  le  quotient  fera  Tintegrale.* 

Ainfi  axdx  z  pour  intégrale  ^x^  :  jj^dx  a  pour  inte^ 
grale  fg  x^  :  à^^  a  pour  intégrale  ^^^  :  ^"g  ^x'dxX 

pour  intégrale  jx^ïi^^i  ax^^dx  a  pour  intégrale  ^  sssoo  ; 

c'efl-â-dire,  la  méthode  donne  une  intégrale  infinie ,  ou 
plutôt  elle  ne  fait  rien  découvrir  )  il  faut  avoir  recours  i 
d'autres  manières  de  trouver  Tintegrale  :  en  gênerai  naj^^dx 
a  pour  intégrale  ^x"î  &  ax^'dx  a  pour  intégrale  ^-^x**** 
Cette  propofition  efl  une  fuite  évidente  du  calcul  difïeren- 
i»;}u  tiçl^.  Il  faut  faire  ici  la  même  remarque  qu'on  a  faite  dans 
rart.  53 3..     - 
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CârolUires  de  U  première  frofofition. 

I- 
^Î4»  QUakd  on  a  une  grandeur  dîflFerentîelle  complexe  qui 
jî'eft  élevée  à  aucune  puiflance^Ôc  que  tous  les  termes  n*ont 
chacun  aucune  fcule  changeante  élevée  dans  ce  terme  a  queU 
qujC  puiilaiice  que  ce  puiflè  être ,. on  en^peut  toujours  trouver 
Ilntegrale  :  Par  exemple  l'intégrale  de  ax^dx  —  bbxxdx 
^àydy  —  e^dx  eft  ^  a:*  —  *^  x'  -H  '-^yy  —  e^x  i  car  chaque 
t€rme  fè  peut  i?egarder  comme  s*il  étoît  feul. 

S'il  y  avoit  des  fradîons^&  qu'elles  n'enflent  au  dénomL 
nateur  que  des  confiantes ,  on  en  trou veroit  de  même  les 
intégrales  j  ^vaïv^^xdx  —  5r=TT/^/  ^  P^^^  intégrale  jj;^* 

IL 

^Jî^  Quand  une  diï&rentîelle  dx  eft  multipliée  parla  puîflance 
d*un^  grandeur  complexe  entière^  ou  qui  n^a  que  des  con* 
ftantes  au  dénominateur,  &  que  Texpofant  db  la  puîflance 
cft  un  nombre  entier  pofitif ,  &  qu'il  n'y  a  qu'une  même 
changeantes^  on  en  peut  toujours  trouver  Tinregrale  par  la 
première  propofition ,  en  élevant  la  grandeur  complexe  iÊ 

cette  puîfTance»  Si  l'on  zdx  x  ^  -4-  -^  x  ^îl  feut  la  réduire  à 
^i^i£i*^4|££  y.jixy  &.ro»  trouvera  enfui  te  que  i'integralft 

I  I  I. 

éj^!^^  Mafs  quand  une  différentielle  dx  eft  multipliée  par  une- 
grandeur  complexe  élevée  à  une  puiflànce  dont  Pexpofanc 
dl  un  nombre  entier  négatif  au- deflus  de  l'unité^  on  en^ 
trouvera  l'intégrale  iaas  l'élever  â  cette  puîflance,. &  fi  elle 
y  étoît  élevée,  il  faudroirla  réduire  à  fa  racine,  &  lui  don- 
ner Pexpofant  négatif  de  la.  puiflànce  r  Par  exemple  dx^x 

4^- — bx  a  pour  l'intégrale — j-  x  a^ — bx   •  Mais  fi  Ton  ^dx  x 


4ia — xax^xx    ,  il  faut  là  réduire  i  dx  x  a  — x    y  dont 
on  trouvera  par^  la  l"  propofition  l'intégrale  —  a  — 


^'  K,  T  MA    IL    Q^U   E. 


M^M 


*Î7-  On  à  dit  que  réxpofanc  entier  négatif  de  la  grandeur 
complexe  devoit  être  au-deflûs  de  l'unité  $  car  quand  c'eft 
i!anitd  l'on  trouve  zéro  )  ainU  U  faut  ^voir:  xecours  d  vtru» 
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autre  méthode,  qu'on  donnera  dans  la  fuite,  pour  trouver 
Tintegralc  dans  ce  cas  j  Ton  doit  auffi  remarquer  que  la  gran. 
deur  complexe  élevée  à  une  puiiTance  dont  rexpofant  efl: 
négatif,  ne  doit  avoir  que  deux  termes  dont  Tun  n'ait  que 
des  confiantes ,  Se  Tautre  la  changeante  x  linéaire^  car  dans 
les  autres  cas  on  n*en  peut  pas  trouver  Tintegrale  par  la  feule 
première  propofîtion  j  il  faut  d'autres  méthodes  qu'on  don*, 
nerà  dans  la  fuite. 

CorollaireIV. 

^58.  Q  U  A  N  D  une  différentielle  eft  une  grandeur  încomplexe 
qui  n*a  qu'une  changeante  élevée  d  une  puiffance  quelcon- 
que dont  J'expofant  eft  un  nombre  rompu  pofitîf  ou  négatif^ 
on  en  trouve  toujours  l'intégrale  comme  dans  la  première 

proportion  :  Par  exemple  dxVax=i'âx'^dx  a  pour  înte- 


1         L^lml        j  —-.1 

grale  |^  *  x  *  ^^  ;  ^  =zdx  xax   *  a  pour  intégrale  la 


.  i. 

1 


v-HI 


iv^-^  )  &  en  gênerai  ax  ^  dx  a  pour  întegralCi 


Seconde    De' finition. 

(»59.  L  O  n  s  Q^u'u  N  E  grandeur  complexe  ou  incomplexe  eft 
élevée  à  une  puiflance  dont  Texpofant  eft  une  fradion  pofî- 
cive  ou  négative,  ou  bien  une  grandeur  entière  négative  & 
même  pofitive,  on  dîr^  (|ue  cet]ce  grandeur  t^fous  lefignei 
&  quand  elle  eft  en  même  temps  multipliée  par  une  gran. 
deur  entière,  on  dira  que  cqtte  grandeur  qui  eft  une  partie 

du  produit,  eft  hors  duègne.  ^\nCi  dans  \a^dx^%bxdx  x 

S^^TTT?^,  ^x  +  *x*  eft  fous  le  figne  {,  ic\^dx^xbxdx 
eft  hor$  du  figne. 

COROLLAIKE       V. 

6éo.  L  O  BL  s  Qu'o  N  a  une  grandeur  complexe  fous  le  figne  roul- 
*  tiplîëe  p^r  une  diflferentîelle  hors  du  figne,  qui  eft  la  differen- 


telle  qu'on  l'a  dite ,  eft  multipliée  par  une  grandeur  xrpnftante 

quelconque } 
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quelconque  j  aînfî  Tintegrale  de  |  x  a'-dx-^Uxdx  x  a'-x-^Sx''  * 


efti 


^*x 


-^;c**  :  Tintegrale  de  ixdx  x  aa-^xx'^ cfk  j  x 

■  j. 

aa-^xx  *• 

R  E   M   A   R  Q^U  ES. 

I. 

<^i,  POuR  connoître  facilement  les  cas  qui  fe  rapportent  au 
cinquième  Corollaire  ^  on  peut  y  employer  PÂnalyfe  ^  en 
jdippofânt  la  grandeur  complexe^  qui  eft  fous  le  figne ,  égalé 
i  une  feule  lettre  changeante  s^^  Se  après  avoir  trouvé  la 
valeur  de  d%^^  il  faudra  changer  toute  Texpreflion  de  la 
grandeur  différentielle  complexe  qui  eft  donnée  en  i^  &  ^;;^^ 
&  dans  les  cas  qui  fe  rapportent  au  cinquième  Corollaire^ 
on  trouvera  une  expreifion  plus  fîmple  de  la  différentielle 
dont  Tintegrale  ie  pourra  aifément  trouver  par  la  première 
propoiition  y  &après  Tavoir  trouvée,  îl  faudra  y  iubftituer 
les  grandeurs  iuppofées  égales  i  x^^  hc  Ton  aura  Pintegrale 
qu'il  falloir  trouver:  Cette  méthode  que  fournit  VKtizX'^k 
par  fes  expreflîons  indéterminées  qui  fert  â  changer  les  dif^ 
xerentielles  données  en  d'autres  équivalentes  plus  fimples  & 
plus  propres  à  y  pouvoir  appliquer  la  règle  de  la  première 
proposition  fondamentale ,  eft  de  grand  ufage  pour  décou* 
vrir  les  intégrales  les  plus  compofees  ,.  comme  on  le  verra 
dans  la  fuite. 

Par  exemple  pour  trouver  Tîntcgrale  de  |  x  a'-dx  -h  i^^dx  x 

M^x  -^  bx^  "^^  on  fuppofera  5;^=i^x-+-^x**}  d'où  Ton  déduira 
a^^ç^js^a^x  H-  bx\  &  xx^x^tssz  aHx  -H  ibxdx.  On  changera 
Texpreflion  donnée  en  ^  &  dz^^  en  fubftituant  dans  la  pro- 
pofée  xt^K.^  1^  place  de  ddx  -«-  xbxdx ,  &  i^  â  la  place  de 

^x-^hx^  *  j  on  la  changera,  dîsje,  en  cette  équivalente  TÎ^dt^ 
qui  eft  très-fimple  j  on  trouvera  par  la  i  "  propofîtîon  que 
ton  intégrale  eft  \tl^  On  fubftituera  dans  cette  expreffion 

la  valeur  de  5;^,  &  Ton  aura  1  ji^  =:  j  x  af'x  -h  bx^  ^  pour  l'in- 
tégrale de  la  différentielle  propofée, 

I  L 

Ç^x.      Il  f^^*^  quelquefois  préparer  les  expreflîons  différentielles 
pour  les  réduire  au  cas  du  cinquième  Corollaire.  Cette  pré- 
Tome  II.  G  g 


<  ^ 


ij4  Analyse   DEMOMrnB^B; 

paracion  (è  fait  ordinairement  en  multipliant  la  partie  qui 
eft  hors  du  figne  par  la  changeante  x  ou  par  une  de  fes  puifl 
fances ,  ou  par  une  grandeur  qui  contient  des  conftantes  Se 
la  changeante  x ,  &  divifant  en  même  temps  la  partie  qui  eft 
fous  le  ligne  par  cette  même  grandeur  5  ou  bien  au  contraire 
en  divifant  la  première  partîe  par  cette  grandeur  ^  &  multi- 
pliant en  même  temps  la  féconde  par  la  même  grandeur  y. 
par  cette  préparation  la  difiêrentielle  conferve  toujours  la 
même  valeur.  Cette  préparation  s*exprime  ordinairement 
en  difant  qu'il  faut  mettre  fous  le  figne  une  grandeur  qui  eft 
hors  du  figne ,  &  ôter  de  deffous  le  fiene  une  grandeur  qui 
y  eft ,  pour  la  mettre  hors  du  figne  ^  (ans  changer  la  valeur 
de  la  grandeur  propofée* 

Pour  faire  mieux  concevoir  la  manière  de  fafre  cette  prév 
paration  ^  on  la  fera  remarquer  fîir  un  exemple  fimple  8c 

gênerai ,  comme  V*  X  ax^  .  Suppofé  qu^on  veuille  multiplier 
fa  partie  x""  parx**,  il  faut  écrire  V""*"^,  &  en  même  temps 
dîvîfër  la  fecoftde  partie  par  x^  pour  conferver  la  même 
valeur  ;  mais  comme  la  féconde  partie  eft  fous  le  figne  dont 
Fexpafanteft/3  il  ne  fufHt  pas  pour  ei»  faire  la divifion  par  x"^ 

d*écrire  a  x"^"^  ,  mais  il  faut  dîvîfer  l*fexpofant  f  par  Tex- 
polànt  /,  &  Ton  aura  jc  F  >  &  pour  divifer  enfuite  la  féconde 

partie  par  x^  yil  £iut  écrire  ^ x" -  3.  ^  &  la  grandeur  propo* 

p  p 

féex"K^x"     ftrachatï^éçQrïx^'^'^  xax"-^  qui  lui  eft 

équivalente.  La  raifbn  de  la  féconde  opération  eft  que  la. 
grandeor  qui  diviiê  la  féconde  partie  doit  être  égale  à  celle 

± 
qui  a  multiplié  Ta  première  partre,  &x^     ssix\ 

Si  Ton  vouloît  divifer  la  féconde  partie  par  x\  c'eft-à-dîre 
6ter  x°  de  defibus  le  figne  ^  àc  multiplier  en  même  temps  la: 

première  par  x",  il faudroît  écrire  x""^"^  x  ojF^  «sx"*^"^  ;© 

p 
^  =&  x"  >t  if  x"    .La  raifon  en  eft  que  dans  la  féconde  par-^ 

lîejr"  eft  élevée  à  la  puîflance  p  i  ainfî^en  divifant  la  féconde 

partîe  par  x"^  on  la  dîviTe  par  x"^  j  il  faut  donc  pour  con^ 

îerver  la  même  valeur  multiplier  la  première  par  x**^. 

Quand  Texpoiânc  /  du  figne  eft  une  âraâion^  comme 
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î 

^aos  X*  X  al?  ^,  &  qu'on  veut  multiplier  la  première  partie 


8-1* 


par  jc',  &  dîvîicr  la  féconde  par  x'.  Ton  trouve  x**  ^  x  ax  ""  I 

«sjc'^x^x**,  alors  ^  exprime  une  multiplication  au  lieu 
d'une  divifion ,  puifquci=s  i  x  3  ==  6. 
Quand  rexpofant/  du  figne  eft  négatif,  comme  dans  jtf*x 

i^x'  ^,  &  qu'on  veut  multiplier  la  première  partie  par  x*, 
&  dîvifer  U  féconde  par  x*,  on  trouve  x***  x  ^x'—y""* 


—  *« 


«=x^x^x^^*    ^:sssx^xdx^    ^ssex^xZ?""^,  alors— î 

5=  -  I  devient  -♦-  ^  =s  -h  f  =  -+.  4  .  ce  qui  marque  que 

dans  ce  cas  la  première  &  la  féconde  partie  font  multipliées 
par  la  même  grandeur ,  parce  que  dans  ce  cas  ta  grandeur 
propofée  eft  une  fraâion.  Ces  cbofes  fuppofées  : 

Pour  réduire,  par  exemple,  la  différentielle  dx  x'Tl? 

•+-  }a^ix^  -H  ^a^ôix^^^x"^  *"  au  cas  dû  cinquième  Corollaire,^ 
je  remarque  que  cette  expreffion  eft  égale  â  celle-ci  dx  x 


I 


^^x-^bx^  X  a^x^bx       j  je  multiplie  la  grandeur  qui  eft 

hors  du  figne  par  a^x  -♦-  ^x*  ,  &  je  dîvîfe  en  même  temps 
celle  qui  eft  fous  le  figne  par  la  même  grandeur,  &  je  trouve 

^^x^x  -H bx^dx  X  a^x^bx^  *  qui  fe  rapporte  au  cinquième 
Corollaire* 

De  même  pour  réduire  la  di£ferentîelle  ixx  ^^x*-4-x**, 
il  faut  multiplier  dx  par  x  ^  &  divi£br  par  x  la  grandeur  qui 

eft  fous  le  figne,  &  elle  fe  changera  en  xdx  x  aa  ^x^  "^  qui 
(è  raporte  au  5^  Corollaire.  Au  contraire  pour  réduire  au  5* 

Corollaire  la  diflferentielle  }ax^dx -h 4x*^x  x  ^x-^-x*  *  ,  il 
faut  divifer  la  partie  qui  eft  hors  du  figne  par  x^  &  multiplier 
celle  qui  eft  fous  le  figne  par  x,&c  elle  fera  changée  en  fon 

z 

équivalente  3^xVx  4-  4Jc^dx  x  ax^  -i-  x*  S  dont  on  trouver* 


« 


/ 


13^  Analyse   demontke'e; 

par  le  dnquîcme  Corollaire  Tintegrale  -  x  ax^-^-x^  \ 

On  réduira  de  même  au  cinquième  Corollaire  la  difFerecu 
tielle  adx-^xdx  x  3^  -♦-  ix  "  %  en  multipliant  la  première 
partie  &  divîfant  la  féconde  par  at  3,  &  l'on  aura  Téquivalente 

axix  -H  }^dx  X  "^axx  -h  xx^    ^y  donc  on  trouvera  Tintegrale 
par  le  cinquième  Corollaire  ou  par  la  première  remarque^ 

en  fuppolant  ^axx^ix^    *=«;.»  d'où  Ton  déduira  <"^==^ 

-  I. 

laxx  -H  ix^  '^^  &  ^"^  =  3^;^Ar  -♦-  ix^j  &  —  1^"  ^  ^/i?;  =  éaxdx 
m^  6x^dxj  & —  7^"'  ^^s«  ^x^x  -h  jcVx>  par  confequent 

—  I  ;C*  i/^=^  iî^xi/x  -H  x^dx  X  ^^xx  -*-  zx'  "  "^^  Or  Tintegrale 
de  — jC*^^*^^»  P^^  ^^  première  propofîtionou  parle  troî- 

tîcme  Corollaire,  j<7'  j  où  fubftituant  la  valeur  de  xj^y  ott 

I 

trouverai  x  ^axx^xx}'^  pour  l'intégrale  que  l*on  cher- 

•choîc^ 


On  réduira  au  contraire  k  difierentfelle  ^xVx  x  aV -h. 
lau  cinquième  Corollaire,  en  divifant  la  première  partie  fit 
multipliant  la  féconde  par  x ,  &  Ton  trouvera  l'équivalente 

i0xdx^  X  4^  -1^  XX  "  \  dont  Itntegrale  eft  ^  x  4^  -*r  xx  ^•^ 

I  IL 

Oà  Pon  explique  Fa  marque  qui  fait  dijfinguer  ks  cas  oàVtnteyra^ 
qtCon  trouve  efi  complète  î  (^  la  règle  pour  trouver  quand  elle  «r 
tefipas^  la  grandeur  confiante  qu* il  faut  lui  ajouter  ou  retran-- 
(heispaur  avoir  Nntegrale  complète:^ 

€^3.  l^'O'tjR  faire  voir  aux  Le£Eeurs  Ta  raîTon  dé  Ta  regFe  par  Fa;- 
quelle  on  connoît  fi  une  intégrale  eft-  complète ,  ^  la  gran- 
deur conftantequ'il  lui  faut  ajouter  ou  en  retrancher  quand 
elle  ne  l'eft  pas ,  afin  de  la  rendre  complete^en  même  temps 
qu'on  expliquera  cette  règle  ^  on  leur  fera  rematqj^r  qu'une 
diflferentielle  complexeou  încompléxe ,  qui  n'a  qu^ùne  même 
changeancex ,  peutêtre  regardée  comme-l'élement  de  l'aire 
"ï  T  6  iMt  1  d'une  courbe  VD  E  dont  x  eft  la  coupée  ^  ou  la.partîe  chan«. 
XLVXii.  géante  de  la,  coupée  quand  elle  contient  une  conttantc  & 
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une  changeante ,  &  dont  la  quantité  multipliée  par  ^x  eit 
l'ordonnée.  Pour  avoir  l'équation  de  cette  courbe  VDE^  il 
faut  efl&cer  dx  de  la  differentielle  propofée ,  &  fuppofer  une 
changeante^  ou  3;.égale  à  la  quantité  qui  refte  après  en  avoiif 

efFacé  dx. 

Par  exemple  on  a  trouvé*  que  Télement  de  la  longueur  *f«4# 

de  la  féconde  parabole  cubique  AcC^  dont  Téquatîon  eft  x^ 
^=^fyyy  ctoît  dx  X  ~v'4/^9x  =  rfx  xlx^'pSî^y  qui 

cxprmie  le  petit  arc  rC;  on  peut  regarder  cette  différen- 
tielle comme  Télement  de  la  quadrature  de  Taire  d'une 
courbe  y  DE  j  donc  x  eft  la  coupée  ou  la  partie  changeante 

de  la  coupée  ^^Jî,  &i  x  ^^^  ^  ,  l'ordonnée   £Ei  Se 

Péquation  de  cette  courbe  fera  y  =  {  x  ^^^T  *  '  *^  ^^"•' 

danr  cette  équation  commenfurable,  on  aura ^^  s»  ^t7^> 
qui  eft  l'équation  d'une  parabole  fimple  F'DE ,  dont  la  cou- 
fée  f^A  B  fe  trouvera  (  en  comparant  cette  équation  avec 
celle  de  l'art.  417,  comme  Ton  a  fait  dans  l'art.  441  )  égale 
â  f  ^-♦-x ,  c'eft  â^dire ,  la  partie  conftantc  ^p  eft  f^j4 y  &  la 
partie  changeante  x  eft  ^  ^  ^  &  commence  au  point  A.  Le 
jwrametre  ^i^==JL, 

On  remarquera  ici  que  Pon  dit  que  là  redîfîcarîon  d^une 
courbe,  ou  lamefure  de  la  fblidité  du  corps  formé  par  la 
xévohmonde  cette  courbe  autour  d'une  ligne  droite  don- 
fiée  )  ou  la  mefure  de  la  furface  courbe  de  ce  corps ,  dépend 
<Ie  la  quadrature  de  la  courbe  qui  a  la  même  difièrentielFe 
pour  l'élément  de  fbn  aire  ^  ainfî  la  reâiiîcation  de  la  féconde 
parabole  cubique  dépend  de  la  quadrature  de  la  parabole 
iîmple. 

Il  eft  évideflf  que  Ta  differentielFe  propofèe ,  par  exemple 

— — — — i. 
dx  X  — ' — î  X  ^^  ^  9x^y  qui  eft  l'élément  de  la  longueur 

«le  la  parabole  cubique ,  eft.  auffî  Pélemenc  de  Paire  de  la 


\ 


jiaraBoIe  fîmprejr  —  |  x  4£*2i  *.. L'întegrare  de  cette  dîF- 
ièrentielle)  ^*ba  troaveta  par  le  cinquième  Con>naire,*oir  *juq^ 


3' 


zyt  Analyse    demonthe'e; 

*64i.  par  la  première  remarque  *  égale  i  — i — j-  x  4/  -1-  jx  *, 

doit  exprimer  la  longueur  ^rC  de  la  parabole  cubique  ^ 

elle  doit  aulli  exprimer  Taire  VABEIiV  de  la  parabole 
iîmple. 

Pour  voir  i  prëfènt  (1  cette  intégrale  exprime  exaâemenc 
la  longueur  ^cC  de  la  parabole  cubique ,  on  fera  ce  railbn- 
sèment }  la  quantité  qu'exprime  cette  intégrale  doit  être 
égale  à  2ero  â  l'origine  A  où  commence  la  parabole  cubu 

(ue  AcC,  c^eft-â-dire,  elle  doit  être  égale  à  zéro  a  l'origine  A 
es  X  9  où  ;rs=:0.  Il  ^utr  donc  fuppofèr  dans  Tintegrale 

trouvée  — — -r  x  4/  -h  9  ;tf  *,  que  x  =  o ,  &  fi  Tintegrale 

devient  elle-même  zéro  par  cette  fuppofition  ,  elle  fera 
exaâe  s  fi  au  contraire  elle  contient  encore  une  grandeur 
confiante  après  cette  fuppofition ,  comme  en  efièt  00  trouve 

en  fuppofant  x  ==  o ,  la  grandeur  confiante l._|.  '^  4^^ 

ss^  JL^^  il  efl  clair  que  cette  confiante  efl  de  trop)  ainfil 

il  faut  la  retrancher ,  c'efl-i-dire ,  l'écrire  après  Tintegrale 
avec  le  figne  — -,  fi  elle  avoir  le  figne  -H}  &  avec  le  fîgne  -h  » 
fi  elle  avoir  le  figne— ,  afin  qu'en  la  joignant  avec  un  figne 
oppofe  à  Tintegrale  trouvée ,  elle  la  rende  égale  à  zéro  â 
l'origine  des  x,  où  la  valeur  de  Tintegrale  trouvée  doit  être 
égale  à  zéro.  L'intégrale  exade  qui  exprime  la  longueur 

de  la  parabole  cubique  AcC  eft  donc  — î — -  x  ^f^^x  ^ 

Afin  de  prévenir  une  difficulté  qui  pourroit  naître  dan^ 
Tefprit  des  Leâeurs^  fur  ce  que  la  même  diâerentielle  dx  x 

— £— f  X  4/  4-  9  X  ^  a  une  intégrale  qui  dl  trop  grande 

de  j^f  pour  exprimer  la  longueur  de  la  parabole  cubique  ) 
8c  qu'au  contraire  elle  exprime  exaélement  Taire  entière 
f^ASEDV  de  la  parabole  fimple ,  on  leur  fera  remarquer 
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cette  dîfierentîelle  qu'à  Torigine  ^  des  x,  c'eft-à-dire ,  ne 
prendre  que  l'aire  ABED ,  &  fuppofer  que  l'aire  exprimée 


par  ^intégrale — - — r^4/-*-9^*  commence  à  Torigine  A 

des  X  y  &  qu'elle  eft  égale  à  zéro  au  point  ^  où  x  =  o  5  6c 
en  fuppofànt  pour  Taire  de  la  parabole  fimple  comme  on  a 
lait  pour  ta  longueur  de  la  parabole  cubique  y  que  x  =  o 
dans  rintegrale  trouvée  ^  on  verra  que  Tintegrale  contient 
encore  la  confiante  -4-  ^  ^.  Ce  qui  fait  voir  que  Taire  jiBED 

exprimée  par  cette  intégrale  eft — ? — ^  x  ^phjx  ^  — ^/r 

En  effet  Taire  de  la  parabole  fimple  étant  égale  aux  deux 
tiers  du  redangle  de  la  coupée  &  de  Tordonnée  *,  Taire  *S97* 

I 

Faire  V^jiBEBA^^  x  VAS  (|/h-x>x-5JS  (^^ 


4r 


xyxix^^       ^       27xxx/i        *^^       ^r-»-y** 


D*où  Ton  voit  claîrement,i<>.  qu^îl  n'y  a  que  Vcfp2LCcABEI> 
de  la  parabole  fimple  qui  commence  à  Torîgine  A  des  x  qui 
ibit  égal  â  la  longjiiear  AcC  de  la  féconde  parabole  cubique  ^ 
2^.  qu'il  faut  fuppo&r  ;tf  =  o  dans  Hntegrale  qu'on  trouve 
d'une  difièrentielle  propofée  pour  avoir  Tintegraie  complète, 
tant  celle  qui  exprime  la  grandeur  à  qui  appartient  la  diiFe* 
lentîeUe  propofée  (  comme  dans  notre  exemple,  (a  longueur 
'  de  la  féconde  parabole  cubique^)  que  celle  quiexprime  Taire 
de  la  courbe  qui  a  la  même  di£ferenrielle  propofée  pour  l'éle^ 
vient  de  fbn  aire^  en  fiippofanc  que  cette  aire  conunence  à 
Porîgîne  des  x. 

Comme  Ton  n^a  pris  cet  exemple  que  pour  faire  concc- 
Yoîr  clairement  la  règle ,  &  qu'elle  peut  s'appliquer  de  même 
à  tous  les  autres  ^  on  la  mettra  ici  comme  générale;. 


f 
t 


24<^  Analyse  semont&i'c. 

^zle  faut  cannoitre  quand  une  intezrale  qui  fCa  qu^une  mime 
changeante  efi  complète  j  &  quandeUe  neFefifas  ,  four  cannoitre 
la  grandeur  confiante  quil  faut  lui  ajouter  ou  en  retrancher ^ 
four  la  rendre  complète. 

^^4*  Il  faut  fuppofer  la  grandeur  changeante  x  de  l'intégrale 
égale  â  zéro  ^  &  (î  l'intégrale  devient  zéro ,  c*efl:  une  marque 
qu'elle  eft  exaéle  ^  fi  après  cette  fuppoiitîon  de  x  =  o ,  il 
refte  une  confiante  dans  l'intégrale,  il  faut  la  joindre  avec 
un  figne  contraire  à  l'intégrale  qu'on  a  trouvée,  &  elle  fera 
l'intégrale  complète  qu'on  cherchoit. 

On  remarquera  que  dans  les  intégrales  des  fécondes 
dififerences  ,  ce  peut  être  une  diâerence  première  fuppofée 
confiante  qui  foit  la  grandeur  qu'il  faut  ajouter  à  l'intégrale 
^  trouvée ,  ou  qu'il  en  faut  ôter. 

IV.    R  £  M  A  IL  QJJ  IL. 

6é  5,  Q  U  A  N  D  on  trouve  une  intégrale  négative ,  il  feut  la  prea. 
f  I  •  u  E I  cite  non  depuis  Torigine,  mais  du  côté  oppofé  ^  par  exemple 
Xlix.  fi  l'origine  des  x  efl  en  ^  (  fîg.  49  ) ,  &  que  l'équation  de  la 
courbe  ECG  par  raport â l'afymptote  ABF  foit,  en  nomJ 
mant  A  B{x\^  BC  {y)^  1  =  xx^-,  l'élément  de  l'aire  fera 
1  xx"*^x,  dont  l'intégrale  e(l  la  quantité  négative  —  ix"* 
ass— 4 ,  ce  qui  marque  que  Taire  qu'exprime  cette  intégrale 
n*eftpas DABCE^mzis  Taire  CBFG  qui  commence  à  Tor- 
donnée  BC  (  j^  ) ,  &  va  vers  BF  qui  efl  le  côté  oppofé  à  Tori- 
gîne  A  j  car  alors  les  dîffcrentielles  dx  font  négatives ,  ce  qui 
marque  que  ces  dx  viennent  de  JP  vers  B,  U  non  pas  de  A 
vers  Bi  &  qu'aînfi  la  fpmme  des  petits  parallelogrames 
compofée  àcsydx  dont  les  —  dx  font  les  bafes ,  qui  efl  l'inté- 
grale ,  eft  fur  la  ligne  qui  vient  de  F  vers  5  5  ce  qui  eft  encore 
évident  en  ce  que  les  x  augmentant  dans  Tintegrale  —  -^  ; 
Tintegrale  devient  plus  petite ,  ce  qui  convient  à  Taire  CBFG  , 
&  non  pas  â  Taire  DABCE,  cellç.ci  devenant  plus  grande  i 
meflire  que  les  x  augmentent. 

COKOLLAIHE     VI. 

666.  ÇlN  peut  encore  réduire  quelques  dîfftrentièlles  qui  coni 
tiennent  une  grandeur  complexe  incomménfurable ,  à  la 
propofition  fondamentale  ou  aux  Corollaires  qu'on  en  a 

déduits  y 
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déduits,  enrendant commenfurable  la  grandeur  complexe 
qui  ne  Teft  pas,  fans  pourtant  introduire  de  nouvelle  in- 
commenfurable.  Par  exemple  pour  réduire  la  différentielle 


I 


ax^^  dx  X  ax — x^  *  à  la  première  propofition ,  om  fuppo^ 
fera  la  grandeur  qui  cft  fous  le  figne  ax  — •  x*=^V<7*  • 

ce  qui  donnera  x  =  iis^x  éi^-^x!'    ,a;==^xx*x4 — x    ^^ 

dxsssia^s^ds^xa^-^s^  -j  ax — xx^s=s^*^x  ^*H-^  j  & 
la  difïerentielle  propofée  fera  changée ,  après  avoir  fait  les 
fubftitutions ,  en  cette  équivalente  z^'^""V;^,  dont  on  trou- 
vera parle  troifiéme  Corollaire,  ou  par  la  première  propo- 
iicion ,  que  l'intégrale  eft  —  xa^f^^  5  ficfubftituant  dans  cette 

intégrale  la  valeur  de  ;^'"' ,  on  aura  Tintcgraie  —  laax^"^  x 
^— Ar*=— i/T^^de  la  dîfFerentîelle  propofée  a^x'^dx  k 


CoKOtLAIllE     VII. 

^^7» Le  cinquième  Corollaire  peut  être  rendu  plus  geheral  j 
quand  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  figne  n'a  que 
deux  termes ,  dont  Tun  n'eft  qu'une  grandeur  conftante. 

Par  exemple x""^  dxxa^ ^ x"  eft  une  expreffion  difièren- 

tîelle ,  où  x""  Vx  étant  la  diflference  du  terme  ^x"  qui  eft  fous 
ie  figne ,  on  en  trouve  l'intégrale  par  U  première  propofi- 
tion ,  i^.  en  augmentant  l'expofant^  d'une  unité,  ce  qui  la 

fait  devenir  x^^'Vx  x  a  -i-.^x°^  j  i^  en  divifant  cette  dif. 
ferentielle  par  le  produit  de  yexpofantaînfi  àirgmentë  jp^- 1^ 
multiplié  par  la  différentielle  inx^"^  ^dx  du  terme  ^x* }  car  le- 

quotient -=;: «= — -  xa^ix^ 

f^i  X  bnx^^^dx  f^ixbn 

eft  llntegrale  de  la  différentielle  propofée. 

On  la  trouve  -encore  par  là.  l '^  Fcmarqtfc ,  ejl  fuppofirac 

1  ** 
ssi  %^ÇQ  qtoi  donnera  a-^hx'^^^xj' ,  x°n-\      ^» 

Tome  II,  H  h 


*4«  Analtse     demontre*i; 

deviendra  égale  z^^xk^^^x  h^xj^^j^x  C*dx^>  dont  Pm- 


4^-I 


tegrale  eft  par  la  première  propofition  ==— ^  V      i  &  en 
y  fubftitûantla  valeur  de  s;,en  x,on  aura  l'intégrale  t=.*— 7- Jf 


JTI?>cJ^;77"^=       '^,   X  ^n^^     '..  Cela  fup- 


pofé,  on  peut  étendre  le  cinquième  Corollaire  à  tous  les 

cas  compris  "clans  cette  expreffion  x^'^x  x'^'^^dx  x^-h^jc^^ 

W5;c^"*""'</x  x4  4-*x"^i  où  Ton  voit  que  a;""'  eft  multi-^ 
pliée  par  x**",  dont  l?expofant  qn  eft  foppofé  unmultiple  de  », 
c*eft-à.dire  ^  eft  fuppofc  un  nombre  entier  pofîtif  quefcon- 

^ue,  comme  1, 3, 4,&c.  car  en fuppoiànt  a ■*•  Ax"^  =  «;_,  on 

i  --f 1 

x^  i  par  cpnfequent  je'"*»-'/^  x  4  +  ^x°  sas  j|p  x  V  </i?;^>c 


si. 


^7 ^  .  Or  ^  étant  u»  nomlwe  entier^  on  peut  toujours 


'■ 


tïouver  rîntegrale  de  cette  diferentîelle  >.  !••  en  clcvani: 


x^^-^  a  à  la  pmlEtncê  chi  nombre  entier  reprefènté  par^j, 
&  multipliant  enfuite  chaque  terme  par  j~t—  x  xJ  dzi 

»**-.  en  .preruM  pat  la-iMeiDiisire  pM^fitipn.  l'intégrale  de 
cbaqj^e  terme-,,  j^  en  rédui/âne  enfuite  l'iotegrale  trouvée 
par  le  moyen  de  a;^  à  l'expreffiion  dont  k  changeante  eft  x^ 
Par  exemple  fi  la  différentielle  propofée  eft  fx*'~*</x  x 
Vrf-*.^x"=stfx"* " -;'  </'x  X  4hkS?' ^^  il  fout  fuppofer  ^=«  1 , 


%pM>a^«M««VK>^^  O 


-t-«ï^<<^«;^  dont  l'intégrale  eft  par  la  première  propofition» 
«n  p^  le  iècondCocoUairév  ^  ^4  vi^r^^  —  |  «r^^  ^  |  ^^ 


•  • 
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p;  K  jaa  — j  asçaij^jx^  x  cx^^  qui  fe  réduic,  en  mettant  les 
valeurs  de  3^^=  a  -i-  6x' y  Se  4c  x^  =:  aa  -h  latx"  -i-  **  x** 
dans  le  i«  &  le  y  terme, à ji;  x  lffizliiij^!±i2**fl"  x  rj^}  on 


-,i 


I, 


laiHè,  pour  abréger,  xl  à  la  place  de  a -t- éx"  *■  nss  a-^ix*  *  ' 

R  £  M  A    R.  Q^U   £   S. 

I. 

^^^  • 

66ÎXJ^ KTEGiLALE  de  toutcs  les  difiërencielles  reprefenoées 

par  cx^^^'^^'^^dx  X  a^  bx  ,  où  Ton  fuppofe  que  q  cft  un  nom- 
bre  entier  poficif ,  &  par  conféquenc  f -f*  i  l'eft  auffi,  a  autant 

de  termes  multipliés  par  a  +  bx""  >  qu^il  y  a  d'unîcés  dans 
le  nombre  entier  ^  -h  i.  Il  n*y  a  qu'à  en  faire  foi.  même  queU 
ques  exemples  pour  en  voir  clairement  la  raîfon. 

II. 


<^9.  Si  Texpreffion  dîfièrentîelle  étoît cx'^^Ux  x  a^bx""  ^  & 
que  ^  fut  un  nombre  entier  pofitif ,  cette  exprefion  feroit  \x 

inêmeque  rx''"'*'""Vx  x  i«  -h  bx""  j  car  puifque  Çeft  un  nom- 
bre entier,  il  faut  que  m  fbît  un  multiple  de  »,  qu*on  peut 
iîippofer  reprefentc  par  ^hhTx  »>  aînfîwî  —  i^zqn-^n —  i. 
De  même  fi  2^  eft  un  norîibre  entier  pofîtif ,  Pexpreffion 

€x'^dx xa^b^i"  eft cncorelamêmeque^x'""'^- Vx  x  a^b^\ 
car  ~  ne  peut  pas  être  un  nombre  entier,  que  m-f*  i  ne 
ibic  un  multiple  de  iir,  qu'on  peut  fuppofer  reprefenté  par 
^-è»  I  X  If  i  ce  qui  donnera ;xi  S8S  ^»  H. »  —  i« 

III. 

^70,  0«  p^ut  pâï*  Je  Corollaire  précèdent ,  faire  une  table  qui 
contienne  les  intégrales  d'une  infinité  de  dîâEeréntiélîes  qui 
ont  fous  le  .figue  une  grandeur  complexe  de  deux  termes, 
ce  qu'on  appelle  un'  bmome  j  on  en  mettra  feulement  ici 
quelques  exemples. 

I.  r X—  ' ix X ^fai^  à  po^^  intégrale   .         ^c^^  x  iTT? J *  ^ 
1.  cx'-'^Ux X VJ^^^         .      .     -^Tntt'''    'xcxa^bx''l^\ 

'S? 


144  Analyse     dimontr  e'e. 

On  peut  coDcinuer  ces  exemples  tant  qu'on  voudra ,  comme 

âuin  ceux  qui  fuivenc» 


1 


I.  Cs^^^àx  xa^bx""    *     a  pour  întegrale  .      -^  x  a^bx^  * 


l.rx^'^-VArxJn?-^      ..     .     --^r-V/'    xrxTTF"" 


t  iii;iir      X  r  X  ^  -^  bx^  * 


IV.     R  E  Ni  A  RQJJ  E. 

671.  V/N  peut  de  même  faire  les  formules  dés  difFerentîelles 
binômes ,  dont  le  figne  radical  eft  ^,  ^ ,  &c.  comme  awffi  de 
celles  dont  l'expofant  ell  un  nombre  entier  négatif  pJus 
grand  que  Tunité, en  remarquant,  par  exemple,  que  fjt"-Vxx 
fiU'k-xabx'^bbx^''^^^  doit  être  réduite  à  cx^'^^âx  x  ^  -+•  bx'  "  ^ 
&  ainfi  des  autres. 

Usage  des  Formules  précédentes. 

*?*•  Ce  s  formules  qui  contiennent  les  intégrales  des  difFeren- 
tîelles binômes  étant  ainfî  toutes  préparées  dans  une  table  ^ 
fervent  à  ceux  qui  s'appliquent  à  la  réiolution  des  Problêmes 
par  le  calcul  intégral  ^  pour  trouver  tout  d*^un  Coup  par  de 
fîiuples  fubftîtutions  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles qu'ils  trouvent  en  cherchant  à  réfoudre  les  problêmes, 
&  à  découvrir  d'abord  la  réfblutîon  de  ceux  dont  les  équa- 

tionspeuvent  ferapporter.è  CCS  formules* 

-  »  .        ,    •  •  »       • 

Avertissement. 

L  E  s  Ledeurs  peuvent  s'être  for«ré  une  idée  diftîcâte  de 
la  manière  de  trouver  les  încegrales  àts  difFerentîelles  les 
moins  compofées  ,  &  qui  fe  peuvent  facilement  rapporter  à 
la: première  proportion  fondamentale,  parle  détail  où  l'on 
eft  entré  dans  les  Corollaires  &  les  Remarques  précédentes^ 
Ils  n'auront  à  prcfent  nulle  peine  à  entendre  la  manière  de 
faire  les  formules  générales  des  intégrales  des  différentielles 
compofées,  qu'on  va  auffi  réduire  ^  pour  être  court,,  à  des 
formules  générales.  ' 

T  R  o  I  s  I  e'm  e    D  e'f  I  N  I  T  I  0  n. 

5^75-  IlrO  R  s  Q^u  E  tlans^ne  grandeur  complexe  les  expafans  des 
poiiTaaces  de  la  changeante  x  qui  diftingue  les  termes  ^  font 
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une  progreflîon  arithmétique ,  on  l'appelle  un  iinome  quand 
il  n'y  a  que  deux  termes  j  un  trinôme  quand  il  y  en  a  troîs^^ 
&  ainfi  de  fuite.  Aînfî  ax^  -♦-  bx^-^cx^''  eft  un  trinômes 
mais  i^  -f-  ^x"  -^  rx  ^'^  eft  un  quadrinome  ^  Se  il  faut  fous  -  en- 
tendre le  troificme  terme  ox*"  qui  eft  zéro  ,  comme  sll 
y  avoît  ^ -f- ^x" -H  ox*"^rx'*. 
^74»  On  rapportera  ici  toutes  les  expreffions  des  différen- 
tielles des  grandeurs  complexes  â  ces  formules  générales. 

'» —      II.  p 
Les  binômes  fè  rapporteront  à  ^x'^dx  a^bx""  ,  les  trinômes 

à  gx'^dx  X  JTX?^T7P"~%  &  aînfî  de  fuite  j  &  gx'^dx  x 

a^  bx""  ^  f x"  -*- cx^""  -4-  &c.  reprefentera  une  grandeur 
complexe  qui  a  des  termes  à  Tinfini.  Lesgrandeursg,^/^r,&c. 
reprefenteront  les  coëficiens  des  différentielles  particu- 
lières ;  X  reprefentera  leur  changeante  5  p  reprefeniera  Tex- 
f)ofant  de  la  puiflance  de  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous 
e  figne/,  &  ce  fera  une  fraâion ,  ou  un  nombre  entier  néga- 
,  tif ,  car  quand  c'cft  un  nombre  entier  pofitîf  Ton  n'a  pas 
befoin  desméthodes  fuïvantes  y  la  première  propoiition  fuffit, 
comme  Ton  a  va  dans  le  fécond  Corollaire. 
€j  j.  Il  peut  auffi  y  avoir  dans  une  même  différentielle  plufîeurs 
grandeurs  complexes  multipliées  les  unes  par  les  autres, 

comme  gx^dx  x  a^b^  x  c-^cx"  -i-Zx^  .Quand  dans  ce 
cas  Texpofant  de  l^^une  de  ces  grandeurs  complexes  eft  l'unité 
pofîtive ,  il  eft  inutile  de  la  marquer  ^  par  exemple  fi^  ssa  i 


la  différentielle  fera  ^x^dx  %  a^bx""  x  ^^-^x'  -h/x^"  . 
Dans  ce  même  cas  fi  Tes  e^tpofans  font  négatifs  dans  l'une 
àQs  grandeurs  complexes^,  ils  doivent  auffi  être  négatifs  dans 
l'autre  j  &  s'ils  font  pofitifs  dans  l'une  ^  ils  doivent  auffi  l'être 
dans  l'autre. 
€n6.  L^s  formules  précédentes  peuvent  avofr  deux  forjnes  /ans 
changer  de  valeur  y  la  première  eft  quand  les  expofans  n  de 
la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  k  (îgne  y  font  pofitifs  ;  & 
c'eft  la  forme  qu'bn  leur  a  donnée  dans  lés  formules  précé- 
dentes j  la  féconde  eft  quand  ces  mêmes  expofans  n  font 
négatifs ,  &  on  les  rend  négatifs  en  diyifant  la  grandeur  qui 
eft  fous  le  figne  par  la  changeante  x  élevée  à  la  plus  haute  puifl 
fance  qu'a  œtte  même  changeante  fous  le  figne ,  &  multipliant 
en  niêmc  temps  la  changeante  x  ^ui  eft  hors  du  figne  par  \x 

Hhîîi 


ZA.6  Analysé    i>emontr.b'b; 

même  grandeur  i  par  exemple  gx^i/x  x  a-^b^  peut  avoir 
cette  féconde  forme  gx"*''</x  x  b  -»■  ^x"' .  La  i«  forme 
de gx^i/x  X  T^^JT^TcP eftgx""""*^x  X  c-4-^x--t-^x-^"i 


S 


x"</x  X  i<  -h  ^x'  -I-  j8x'°  X  f  -H  *x  -♦-  /x^'-fr-yx»'    peut  avoir 

cette  féconde  forme  (rx""*»'*»°'^</x  x  j8  -*-  ^x— -i-  aT^'^it. 

y  -I-  /x  *"  °  -4-  *x  "*°  -*-  ^x  ■"  "  ,  ce  qui  fe  foit  i°.  en  divifant  là 
première  grandeur  complexe  <<  -♦-  ^x°  -»- 18  x*"  par  x*" ,  &  mul- 
tipliant en  même  tempsgxVx  par  x"  i  i".  en  divifant  enfuite 
la  féconde  grandeur  complexe  par  x  *"**',  &  multipliant  en 
même  temps  g  x"  déjà  devenue  gx"»"*"'"  par  x  *°'  $  il  en  eft  de 
même  des  autres. 

• 

Exemples  four  fairt  voir  la  mdniere  de  ridaire  les  différentielles 

farticulieres  aux  Formuhs  précédentes. 

I. 

Ô77.  On  réduira  la  différentielle  ^^x  x  V/x-i-x*-==:i&^x- Vx  ^ 

ix  ^  x^  ^  à  la  formule  y^dx  x  a  -^^x"  ,  en  divifant  la  gran- 

I  X  I 

deur  complexe  qui  eft  fous  le  fîgne  par  x  *,  &  multî^ 
pliant  en  même  temps  la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne 

par  X      *  j  (car  x'  fous  le  ligne  eft  égal  à  x    ^j  aînfi  il 

faut  multiplier  la  grandeur  qui  eft  hors  du  (îgne  par  x    ^) 

&  Ton  aura  V^  iT  ^dx%  i-i-xS  où  Ton  voit  que  g  de  la  for- 
mule eft  égale  â  A^  »  =25  —  f  $  -^  =/i  ^=  i  j  »  =  i  j  />=t- 

Pour  réduire  la  même  différentielle  h^x^Ux  x  ix  -h  x*  ^ 

p 

a  la  féconde  formulecrx"'*'"^^xM*-4-.«x-"    ,  Ton  divifera 

celle  qui  eft  hors  du  figne  par  x  » ,  &  l*on  aura  h^x-*dx  x 
I  -♦-  ix"'  *  J  g  de  la  formule  sai^i  a»  «= — ^iii^iiatssii 

JL    X« 

Pour  réduire  xtyhx^$:^'+'K*    dx^ss  x'^^dxj^  }h — ix^x 

1  n 

hx  -^ix^-i-  JCx*  *"»  à  la  formule  gx"</x  xa-^rbx  h-  j8x**-»e 


•  •  v 


.     Liv!i«>VIII.  i4t 

c^ex''-i-/x^'+-yx^'  ',  U  faut  diviféir  la  grandeur  qui  eft- 
fous  le  figne  par  x^^'T^y^  multiplier  en  même  temps  celle 
qui  eft  hors  du  figne  par  x  *  ^  *  &  l'on  aura  x'^dxx  ^h — ^/V  x 
h  -»-  ox' —  ix^ -»-  Kx^  ~  »  :  g  de  la  formule  =  i  j  w  :=  —  {-  ; 


a 


ih-y  ^s=Oij8=a — /j  fsss/&itf  =  05/= — /j  y^^Ki 

Pour  réduire  la  môme  différentielle  à  la  féconde  forme 
delà  même  formule  qui  eft  gjtf"'*"*''"<ix  x  W^^^TT^ZTiT^  x 

7  4-/x""-H^x""^"-*-  fx*"^*    ,  1°.  il  faut  divifer  la  première 

grandeur  complexe  3)6 — ix^  par  x*,  4c  multiplier  en  même 
temps  la  grande.ur  x"^  dx  par  x\  z^  Il  faut  enfuîte  divifer  la 
ieconde  grandeur  complexe  qui  e(l  fous  le  figne  par  x^  éle- 
vée  à  la  puiflance — \y  £c  multiplier  en  même  temps  la  gran* 

dcur  x^^dx  par  la  même  grandeur  x*^"  4  ==5  x"*"  ,  &  Ton 

aura  x*^ ^x x  —  /-♦-  ^hJ?^  x  K — /x"'-*-  ox"*-ta  hx^^  ^ : 
m  de  la  formule  =  —  2 }  i8=  —  /  j  ^=  o  ^  <i  =  3J&  j  y  2=iC  j 

«  Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  connoltre  la  manferc  de 
réduire  les  différentielles  particulières  aux  deux  exprdHons 
équivalentes  des  formules»  dans  la  première  defquelle^  les 
expofans»3  in^àcc.  font  pofitifs,  &  négatifs dand  ki  féconde  ^ 
on  fera  feulement  remarquer  qu'on  peut  auffi  réduire  les 


ilîficrentîelles  incomplexes ,  comme  dx  y/ax ^=sidx  xMx^y 

— — i 
zxxz, complexes, en  écrivant  x**x£^xxo-*-^x'^ 

PROBLÈME    L 

é'jZjrjiOWEK  lis  intégrales  des  exftejjhns  pntraUs  des  iiffe^ 

rentielles  de  la  traifiéme  difimtLm. 

PREMIERE     METHODE^ 

i^^  XL  faut  réduire  en  ySr//^  la  grandeur  compIexeauieSIbus 
le  fiene  ^  &  multiplier  chaque  terme  de  cette  iiute  infoie 
par  là  grandeur  q.ui  eft  hors  du  £gne. 


< 


148  Analyse  h^montub^je; 

Prenant  pour  exemple  le  binôme  gx'^dx  x  a^b x"', îl 

faut  réduire  en  fuite  la  grandeur  complexe a^bx""  par  le 
moyen  de  la  table  de  la  page  41  o  j  &  multiplier  enfuite  tous 

les  termes  pargjtf^^x^&ron  zmzgx'^dx  xa^bx"  =  ga^k^dx 
^  fga^-yix'^^Ux  ^  p  X  ^~i'ga^-H'^x'^'^^''dx  ^  f  xf^^x 
^5^  X  gi^'-' *^x"^*'-^  ^- &c. 

1^.  Il  faut  prendre  par  la  l'^propofition  l'intégrale  de  chaque 
terme  de  la  difierentielle  ainfî  réduite  tn  fuite  ^  ce  qui  doo- 
nera  une  nouvelle  yS^/rr^  qui  eft  l'intégrale  de  la  difierentielle 

propofée.  Dans  notre  exemple  on  aura  S.  gx^dx  x  a^bxf^ 

^^   m  -h  I  -f-  )«    o 

30.  Pour  abréger  cette  expreffion  de  l*integrale,  îl  faut  la; 
diviier  par  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  figne  p  éle« 
vçe  â  la  pfliflànce  /  -4- 1 ,  réduite  auparavant  en  la  fuite  qui 
lui  convient  par  le  moyen  de  la  table  de  la  page  410  }  le 

divifeur  fera  dans  notre  exemple  a-^bx''^  '  =  ^'*'  4« 
-I-  &c.  &  faifànt  la  divîfîon  ,  on  trouvera  le  quotient 


^m^.^pn^B  X^4-»^..^.,     x^A^^-*«-^-~.&c 

4°.  L'intégrale  abriogée  fer»  le  quotient  qu'on  vient  de 
trouver  ,  au  devant  duquel  on  aura  mis  la  grandeur  com- 
flçxe  (qui  eft  fous  le  figne  dans  la  difierentielle  propofée) 
élevée  â  la  puiflance  f  ^  n  dans  notre  exemple  rintegrale 

fera  S.  gx?^Ar  x  j:;^?^- LT^TÎ? /  •^- ^  ^^,  >«~* 

,  R.  E  M  A  n  ^u  e; 


L  1  y  n  i     VIII.        ^  H? 

<79«On  peut  rëdufre  a  h-  ^x"*  &  ^-h^x"^  zwh  fuites  qui 
leur  conviennent ,  en  fuppofant  que  ^  eft  le  premier  ternie 
du  binôme ,  &  bx  le  fécond  terme  5  &  c'eft  aînfi  qu*on  les  a 
réduices  dans  les  articles  premier  ic  craiiîéme }  ou  bien  en 

écrivant  kx^ a\  &  ix'-^a^'^^^  où  Ton  prend  ix""  pour 
le  premier  terme,  &  a  pour  le  fécond.  Si  Ton  fe  fert  de 
cette  féconde  manière  dans  le  premier  &  le  troifîcme  arti- 
cle ,  on  trouvera  une  autre  expreffion  de  Pîntegrale  de  la 

difïerentielle  jc^i/at  x  ix^^a  5  c'eft  cette  féconde  expreffioa 
de  la  même  intégrale  qu'an  donnera  dans  la  méthode  fui* 
vante; 

AvERTISSEMBNT. 

V^Ettï  métîiade générale  eft  facile  à  concevoir  par  Pexem* 
pie  qu'on  a  ajouté  enl'énonçant  ^  elle  réduit  la  diâèrentielle 
propofée  à  la  première  propofition  ,  de  la  mcitie  manière 
qu'on  y  réduit  les  diflFerentidles  complexes  ctevces  aux 
►uiflances  dont  Texpofant  eft  un  nombre  entier^  comme  on 
'a  enfeigné  dans  le  lecond  Corollaire.  *  Mais  le  calcul  en  eft  *^sf^ 
û  long  m'orne  dans  les  binômes ,  &  à  plus  forte  raifon  quand 
Ja  grandeur  complexe  a  beaucoup  de  termes,  qu^on  eft  obligé 
d'avoir  recours  à  d'autres  méthodes ,  dont  on  mettra  ici  les 
principales. 

SECONDE    METHODE. 

Pour  les  binômes^ 

€%o.  POuR  trouver  l'intégrale  de{ A) çx'Vatx  ^-h^x"^,  ij*.  il 
faut  faire  en  forte  que  l*expofant  de  la  changeante  x  qui  eft 
hors  du  fîgne ,  foit  moindre  d'une  unité  que  l'expofant  de 
la  plus  haute  puifTance  de  x  fous  le  Hgne,  fans  pourtant  que 
la  différentielle  change  de  valeur.  Cela  fe  fait  par  le  moyen 
des  indéterminées ,  en  multipliant  là  changeante  x~  qui  eft 
hors  du  fîgne  par  x  élevée  i  une  puifTance  dont  l'expofant 
ïbit  l'indéterminée  ^^  c^eft  à-dire  parx**,  &divifanten  même 
temps  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  figne  par  la  mê- 
me x\  &  l'on  aura  \  A  )  gx'^dx  x  T^bx""  ^  «=  (B)  jçjc*"-*- Vx  x 
T^fne  11^  I  i 


f; 


a  5° A  NAIYSE      PEffiONTKE'l. 

q  q  P 

^a;"""?^-^;^'^"'?  :  &  fuppo&nt  cnfuite  m^^-f-i  ««-J.^-^ 
car  Ton  en  déduira  ^  =  it:^s^j  &  cette  valeur  de  ^  étant: 

mife  â  fa  place  dans  (  B  ) ,  on  aura  (  A  )  gx'^dx  x  a -^  ^x" 

'  ■  '  ''        '  ,p 

m^  Dp  — P  m  — n«+-i  10-4-11^-4-1 

'^^^ CQs^    ^'^^     àx y  ax    «'•*'    -*-^  "T^i"^  ^  où  Texpolant: 
de  X  hors  du  fîgoe  ne  dif][ere  que  d'une  unité  de  rexpofatit 
de  la  plus  haute  puifTance  de  x  fous  le  figne.  On  remarquera 
qu'il  eft  indifïerent  de  multiplier  x^dxpsiv  x^ ,  en  dîvîfant  en^ 
même  temps  la  grandeur  qui  eft  fous  le.  figne  par  x^,  quîi 

*'^'^**  devient  x  "à  caufe  du  figne  *ou  de  divîfer  x^dx  par  x\  eh, 
multîpliapten  même  temps  la. grandeur  quicft  fpu^  le  fignè: 

'  par  x\  qui  devient  x^  *;. 

2^  Il  faut  fuppofcr  une.- nouvelle  changeante  k  .égale  à  la- 


m— a<4-I 


grandeur  quîeft  fous  le  figne,  c'tfïrii-.àhe{^  (V)  x^^^ax  -^^ 


P^  •».r!t?  •»•  I  >  ■n  — n^I^ 


-fr  ^x    f  •*■  '    j  ce  <juî  dôtine  (E)  zj=^-x  ■  ^-^'^  x  4^  -h  ix*^  j  .  (  cefa ■ 
fe  fait  ei)  réparant  le  noultiplicatcur  commun  x.~r^)>  ce. 

qgi  donne  âwffi(F)j^'-^'  ==?xr"''*^  x.JHkl^-^'*"*,  &(<p),, 
^  =ç.^Ar."7j;|-  -H.^x  ""^^j^-  .  ce.  qui  donne  eofin(G.)Vj^ 


jqn-  ''^  ^^i    '^'^  "♦^      pIïT   bx    ►-'     «i.x  ;   d*ôù. 


l'on  déduit. (H)  X  "f^^^'  ilx.s^  (I.),ii.-t/»p4-i.^i  '^^ 


3?.  Il  faut  fobftîcuer  dans  le  fécond  membre  de  Téqua* 

tionA^^Cy  la  valeur  (Ij  d^.(H)&  Ton  aura  (A^gx^^j^x. 

? 

}  où 

A»b.ft.itudi«  eucore  dans  le  pwmiey  terme  <ie.(  L.)  au  lieu  dc^ 
<;«c  '■**     -h$  kxi    "*»     , , Éi.  valeur,  j^  prifc  de.  (^) ,  .l'oai 


L  I  y  IL  l!     VriT.  t$t 

■'  p  -f-  T 


aurafAJgx-i/xx^-H^x"  «'(M)  j,^^^_.,x  H^^/aL 


—  P 


iè  réduit  (en  divîfant  dans  le  terme  (N)  ce  quî  eft  fous  le 

ligne  par  jc">-^»    ,  &  multipliant  en  HMffle  temps  ce  quî 

<ft  ho«  du  figfie  par  la  même  grandeur  ,  c-élUà  dire  *  par   *^^t^ 


T^'^K.— (P)m^„p-:îr;xf  Kx"--//;cx/^rHfA?* 


4*  ïi  faut  prendre  Hntegrale  de  tctnt  équation  ,^  &  nrite- 
grale  de  la  partie  (  M  )  pouvant  être  prife  par  la  première 

proporitîon,  Ton  aura  S.gx^dx  x  a^tx""  =  ( Qj^+.i»p 

p 


m  —^  »  -+-1 


tuant  dans  (Q^)  la  valeur  de  a^*^  prife  ^  <F)  »  fou  aura 


5^  Uon  a  déjà  le  premier  terme  {T)  de\a fuite  quieft  l'in- 
tégrale que  l*on  cherche^  Ton  aura  par  ordre  tous  les  termes 
fui  vans  à  l'infini^  les  uns  après  les  autres,  par  de  iimples 
fubftitutions.  On  aura  le  fécond  en  fubftituant  dans(T)  8c 
clans  (R),  w^-— «àlaplacediew,  &  multipliant  par  le  coëfiw 
cîent  de  (k)  ce  qui  naîtra  de  îa  fabftitution  ,  &  ce  fécond 

terme fei:a(V) -^5^5^ x m^np\-i-^» «  ^x g^"""""*" t 
-,  ^>P-*-'    _rx  y  "'•""♦•^  X    JILtijrilL  X  S  X 

•  -  rf       *  • 

Qn  aura  le  troificme  terme  en  fubftituant  dans  (  T  )  & 
dans  (R.),  m  — >  1.» d  la  place  de  m^  U  multipliant  ce  qui 
viendra  de  la  fubftitution  par  le  confident  de  (X) ,  ce  3' terme 

fera  (Y)-^ €EÎ±J  -k  .*"'*'.} -^ *"    * J x "  x 


3^5*  AnA.L.'XSE     D  E  MQN.T  RE'IE. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  tant  de  termes  quePôn* 
voudra  de  la  fuite  infinie  qui  eft  l'intégrale  que  Ton  chercfie 

dçx!^dx,x  a^bx^  :  Et  comme  les., deux  premiers  termes 
T  )  &  (  V  )  de  cette  fuite  font  aflcz  connoître  la  manière 
^avoir  les  coëficiens  des  termes  fùivans  ^  &  les  expofans 
de X  dansce$  termes^  quifontune.progreflîon^arithmetique } 
il  eft  facile  ,  fans  aucune  fubftitution  ^  de:  continuer  tant 

2u'on  voudra  \z  fuite  de  Tintegrale  quand  on  en  a  les  deux. 
!uls.  premiers  termes.:  &  comme  ils  font  nml(ipl!és  cHacuii 


^ 


?-*•! 


par  g^  ^  ^  ^x°  •  V  il  (uffit  d!écrire  ce  commun  multfî^ 
plipateur  une  feule  fois  au  commencejucuit  deja.  fuite  avec: 
ta,marque  x  de  Ja.  multiplicawpn.. 


E:  El  M-  A   E:  (^  U  E;, 

45 1.  Po,UK  rendre  l'expreflîon  de  Tîntegrale  des  différentielles; 
binômes  plus  facile  dans  l'u&ge.,  il  faut  ^  i^.  divifer  le  nume^ 
mteurSc  le  dénominateur  du  premier  terme  chacun^  p^r  ^$. 
ceux,  du  fécond,  terme  chacun  par  nn  r.  ceux  du  y^  par  n^^ 
&  aînfî  dfe  fuite,  (ce  qui  ne  changera  point  leur  valeur  j) 

&  c^la donnera  S,  gx"ix:  x^a  -4-  ix"^^  =p^  x^^+-  b^^^      '  x. 

.«.Acc  Retirant  de  tous  kis  dlvifeur^  des  numérateurs  une  a 
pour  la  mettre  au  dénominateur  du-multiplîcatcur  commun^, 

i:integrale, fera. -I  X ^^  b^^^'^^  x  w+»p-Hi  x^x"''^'"'* 

-  j^«+»-^  —  &c.    1®.  H  faut: 


»X« 


X'jî  X 


aprefenc  fûppofèr  2±i  =  r.,  ce  qui  donnera  m  •+•  r;=»  ra»?: 
2:£jL=;±^  ===:  r — 1 5  ?» -♦-  i  —  »  =?=  r« — .n>:-^=~=^'s=^r —  i: 
&Vuppofer  encore  r^  p  =-  «îLtii^ -=:  j ^  ce  qui  donnera- 
m^9^i^n — .^ —  ^.m^^nn^i^xn..^^  ^  .^^.^  }?.. II. fiue. fuhfUv 

CuerV^,  r— I ,  r — Jt,&c./,i  — i,  s  —  x,  &c,  à  là  place  dfc; 
kurs  valeurs  dans  la  dernière  exprefnoa.de.riniegrale^^CC: 
llQ».aaira.la.fMflivile.fiuv^.etçu  - 


.  L  I  ▼  8. 1    VITL  255 

.    Za  formule  iei  ime^aUsde  tontes  lès  différentielles  iinofHes  ^ 

qu'çn^eut  réduire  à  gx"^clx  x  a  4-  bx*"^ . 

^j^in*.4n  ^.  ii^ixr-txr-vxi:j:i4  ^  ±L  >:îi^-îft    &c   t>ii  bien 

k*  ^^  xxj-ix/-tx/-3Xi-4'       A>  •*  ^^^*  ^"  tJfca 

.  juins  changer  rexpreflîon>  des  expofans,  S.  gxVx  x  iH-  ^jc** 

^^iX/-IJ</— 4  éi*  www. 

à  •    .         ^ 

R    E    AT  A  ^   Q^ir  B       IT,.  ., 


4^83.  \)Uan'D  le  fécond  terme  ^xj"  4^  bînome  d^^l^^ 
négatif  il  faut  changer  les  fi'gnes  des  termes  de  la  formule 
dans  lefquels  b  a  une  dîmenfion  impan-e ,  c^eftrà^dire  du  if^ 
terme,  da  3*>,du  5%  &c^.   .,      .:        :    :  \    - 


t  .'  •» 


'  C  a  k^O  L  c'a  !  ieW    fec^^^:• 

^84.  S I  l*ôn  veut  avoir  par  la  même  fecondemctjîode  la  fiàrïwufe* 
où  les  puiflances  de  la  changeante  x  qui  en .  diilinguent  tes. 
termes  ,  ayenc  pour  e^epofaw  lar  proj^cflîoa- »•  h- i\  m  ^4^ 
h»,>trHftiç-2»vôcc*  c'eft-à^dire. la. torçiute  de  rintegralc 

[Utconvîent.a  g^"'</xx.i^-fc'^,«*'  ,  en  ^irenant;^  pour  le  pre- 


^?y 


mîer  terme  du  binôme  ^-♦-^x"  j,  i^^^il  faut  multiplier  là 
quantité  qui*  eft  Hors  du  fîgde  par  x'^VfiC  divifer  celle  <\vA 
èftibuslé  figne.par  la  inêttre  gtandear,,&  l^^on  aura(AI)gx«"^x^<; 

^Iir^'s^;(&)^gxj"*^^x  X  a^(.-^l^'bx?  -4r.  i^.  îlfautfiipp 
jpofer  »iH-f  -+* I  =  — 4 1  8c  non  pas.  à  »  —  -^  j  &  ;l!oni  troit#» 
vera-  f  ».:^?^.  Subftituant  cette  valeur  de  éf  dans.  (»B  )^. 

01*  ftHra^(A)^"*<^Ar>  X.  i^HrAv"  =3r(C):g^X  P"=5^yAix(D)/IX  P^^^^■ 
H-^x — TTi        .  .j*.    n  faiLt.fiippofcf  (E)  j;.«s:4l»X,»'*'  -4* 
irxt    «^-^ '      =B»x*''^=nr  x^-f. ^x"  j  ce  qurdônnera,  1®; (F)  s^f*^' 


-«. 


I 


\ 


■ 

î  54  A  N  A  L  t  t  ï     a  E  M  O  11 T  R  E*f , 

d'où  l'on  déJuk(C) it?5{ & = (G)i^x  L  xV <.—  ( H ) 

'r^ — X  i  xji      '**  '"ibf.  4°.  Il  faut  fubftituer  xlan« 

^A-stzCx  Pii^j.  au  lieu.de  C  x  !>,  Ci  valeur  gZZThx  Di  i°'  & 
rubftitufir  dâns^=G  X  JD  — Jf  x  jD,<iu  Heu  de  D  dans  Ic 

terme  G  x  i>,  /a  valeu'r  <p  î  Ton  aura  gx^dx  x  <s(  .4^°*  =&qFi  t 


m  ■» 


*x     '*'      ,  dont  le  terme       .^^[^ —  x^xx    p*      rfj^x 

**"■»•  ï  -)-^flf  ■  />* «  ,  eft  ëg4l  (  en  dfviûnt  ce  q^«  eft  fous 
le  %ne  par  x.^  ,.  Çc  multipliant  ce  qui  eft  hors  du  fîgne 
par  X  p*i  xp;  a     7"  -r/-31''  x  -A  ^  (y-^-^Vx  x  rf-«-^x"  i 


5«.  Il  faut pren.itre  t'iqfegrjiletdocçcte  éqoation, &l*on  aura 


S,*'".tVxx^T*-^«",4foii  mettaot  i  lapkce^e  xl*^fa.  valeur 
ptifè  'tiâMS  (ï^j,  ^m  dura  S.  ^x^iUr  x  a  -i-^x"^*»  (.  l)  ;^  -» 


%x  X  ^    X  rfH-^x"  -—IL.  .     ^  V  '^   ■ — x-2r-xS,x  *^tfxx 


i:,::,^ — -  "  "  "'  ~  ■   "«"-h^ 


* 


Jfx'  •  Le  terme  (  I  )  eft  le  i^remîer  de  la  Tuîte  qui  eft  l*în^ 
^egraie  que.ron  <:lkerche.  On  prouvera  le  fécond  en  fùbfti- 
tuant  dans  (î)\éi'4ins  (K)  m^Ti  à  la  place  dé  *,  &  muItU 
]flhnt les  d AïK  ^quamitcs  qui  fen  ûàitroàt  pa^r  )le^ocfici€ot 
<ki  tcrmé^K:).  On  xrottvera  <dcTiiôme  le.3%  JeT4%  ^c,  comme 

€Zo.  o-deflîis  ,  *  &  llflbegrale  fera  S.  gx^'Uic  x  a  ^  Ax"^ .  '«S» 


■>■  ■    4i. 


j*-f-^x°  ^ii»+'i^^^  w-HiX'w-HiH-^^Stf 


•1  f        ri'. 

*      »     •      .       -  :  j    / 


1^8 j.      Dn  peut  abréger  l'expreflion  de  xette  intégrale,  i®.  en 
-divilant  le  laUTneraceur  &  le  xlébominateur  ^  i"  coêficient 


/ 


.    ,    t  I  T  â'i     yiUv  \  i5j 

(sfiacun  par —  0  •  ceux  daiccond  coëfîcienc  par — .n  x-^n-^ 
ceuxsdu  troifîéme  par-î-«  x  —  n  x.  —  «  ^  &  aîntî  de  fuite. 
x?:En  retirant  au  dénominateur  du  multiplicateur  commun 
des  termes  de  Tîntegrale  une—  »  du  divifeur  de  chaque 
imimeratenr  des  cbÊficîens.'  3<5.  Èii  fuppdrânt  "^  =5=:  j ,  ôç 

^  =s  j  — r  /  =  r  j  ce  qui  donnera  ^''^—^  =^  j  — .  r ,  ' 

^^i-^^^t,!»  _^  ^ —  ^^  ^ç;  ^o.  En  ^mettant  dans  les  coëfi, 

fàem  de  Pintegrak  /,  x  —  i  >  &c.ti-^i/^~  1,  &c. i  U      .^ 
place  de  leurs  vali&urs  ^  on  aura 


^' 


•î 


•  '  ■  •  R;  E  M  A  ifc.  <ï  XJ  1  s.    ' 

-il  •  ^  f 

.    .        î      .  .  >    '  .  '1.  .  1.  :•     -  •     -  •  ^ 

Q,  J  .  .  -  •     •  • 

'XJ'A  ND  là  Tàlèur  de  r  dans  là  prctaiere  &  dans  îa  Ïec9ndé: 
formule  eft.uq  nombre  entier  pofiuf^  il  eft  évident  qu'iellès 
font  trouver  une  intégrale  finie ^  qiiî  a  autant  de. termes  qù'ilf* 
y.ayd*UrMté4aps;l«npmb4recnti^^^       \i  ,  .   ^ 

IL. 


•  V  ♦ 


I    •   I  » 


6S  8 .  "  Quand  le  fècoïid^térmc  du  binôme  à  -t-^^x"  a  le  iîgoe  '~7 
il  faut  changer  les  fignes  de.  cous  les  termes  dans  léfquels  &. 
aunedimenuoûimpairc,"      \    :  i        .  . 

.   .  ....  +«•  *  .A».-  .Jll     11»'     •!    /»      •      »     •     "     •  i   ^ 

««^^*'  ;Sî  laA^fFefetttîér^^^  binôme  ëtôit  x^^^xx  Vx^  ^-  i^A;^\  îlj. 
ftroîif  facile  de  trouver  par  la  ibênie  méthbdé^'Uhcifofmulé'- 
de  Fîntegralé  de  cette  diflfèrentîelltf -.Ida  là  larffc  X  trouveri 
aux  Leéteurs  ^  car  ayantcofeîgné  *  à  préparer  tonte;  dîfieren^  *^77* 
dellê.binome  de  manîêre<:pe:la  chaiitgeantcx  né^  trôùvlç^ 
qu'au  ieconti  terme ,  lês*  ddux  fol-mules  précédentes  fôffflfen t^. 

Eour  trouver,  les.mteerales  de. contes  kj  dîébj:feotîeIlef? 
mêmes..  •  •  ,      '  •         ..•.....■...) 

i:y:  '     ■ 

65p.      Oh  peut  trouver -par  la  même méthode  deux.fornaitles 
*  pour  rincegf aie  de. la  féconde  forme  de  la  même  differeru 


1^6  Anà£Vse  ^f\i;o*fTR.i'E. 

tîçUe,  quîeftgx'^*"''^xx^-4-^jç""'*  >  l'une  en  prenant  ax^^, 
pour  le  premier  terme  du  binôme,  l'autre  en  prenant  le  ter- 
me conuant  ^pour  le  premier  terme  du  même  hînome  5  maïs 
comme  les  deux  q\xç  Von  ^  dqnnées  font  fuffifantes .  on  ne 
s  y  arrêtera  pas.        ^ 

j4^^icatUn  des  deux  formules  À  nn  fxemfle  fùur  en  faire    ' 

voJr  l*ufagjp^ 

<5jt.  POuR  trouver  par  la  première  formule  Tintegrale  4e  k 

diflFerencielle  h^ x^^dxx  S'^x'^\  il  faut  fuppofer  g  =  ^^ j 

^  aa-i  3  ^T3s=  ï  5^  m  =SB  —  I  »  =c  T  f  ^  s=i:  1  :  cc  quî  doftnera 
r  =» —  Z.  £t  la  valeur  de  r  n'étant  pas  un  nombre  entier ,  on 
ûçiçauroic  avoir  par  la  première  formule  Tîntegralê  finie  de 
la  diâerencielle  propodée  :  c'eft  pourquoi  il  faut  fe  fervir  de  - 
la  féconde  for  m  ule&  fuppofer  g  ==s  AS' i^=:/j^=ij»i=5 — fj 

,     ««=15/^  =  4  5  J=^=^|3'=r^— P  =  -^3-  La  va- 
leur de  r  étant  égale  au  nombre  entier  pofîtif  3,  cela  fait 
^oîr  que  l'intégrale  de  la  différentiel Iç  propofee  fera  finie 
Zc  aura  trois  termes.  Pour  avoir  cette  intégrale,  il  ne  faut 
plus  que  fubftituer  dans  la  féconde  formule  les  valeurs  de 

gyH^  h^tn^fiyp  yr^  SI  &  l'on  aura  — .  A^x/^-x*  x  ^  x  ^ 

—  îTxTT*"  *  "*"  iSîfxT'^"  *  P°"'^  l'intégrale  de  la^lîfiferentielle 
propofee^ 

V*    R  £  M  A  K  QJCJ  E, 

6^1.  Qu  A  K  D  on  ne  peut  pas  trouver  par  le  moyen  des  deuic 
formules  précédentes  l'intégrale  finie  d'une  differentidlé 
binôme  propofee,  on  peut,  toujours  avoir  cette  :  intégrale^ 
par  approximation ,  en  continuant  defubflituer  dans  les  ter« 
mes  des  formules  les  valeurs  des  lettres  de  ces  formules  prifçs 
<1&  la  dififerentielle  propof^e^  Se  |1  faudra  choifir  celle  des; 
dieux  fortnule'3  pour  Tappronmàtion  dont  les  termes  iront, 
le  plus  eq  dirpimiant.  On  peut  auffi  employer  les  méthodes 
du  Problême  de  l'art.  175,  comme  Ton  a  fait  dans  la  quatrié^ 
01e  Sedion  de  la  féconde  Partie. 


COKOL'LAIILE    IL 
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Corollaire    IL 

©»  fan  donne  deux  formules  déduites  de  la  formation  des  deux 
précédentes  pour  trouver  les  intégrales  finies  des  différentielles 
hinomeSy  dont  on  ne  peut  trouver  les  intégrales  exaties  par  les 
formules  qui  précèdent  j  ^  cela  en  fuppofant  données  les  inte* 
grales  de  quelques  différentielles  hinomes  dont  on  ne  peut  pas 
trouver  les  intégrales  exaEies  par  Us  formules  qui  précèdent. 

^9i»  v3n  fuppofera pour  abréger  «  =  gx  4-i-ix"'**  5  &  l'on 
écrira  dans  chaque  formule  non  feulement  les  termes  des 
formules  précédentes,  qui  font  chacun  une  intégrale,  maïs 
on  écrira  auffi  eb  parenrhefe,  pour  les  diftinguer,  chacun  dans 
leur  rang  les  autres  termes  qui  ont  fait  découvrir  les  prccc* 
dens ,  &  qui  ne  font  marqués  que  par  (S.)  qui  veut  dire/omme* 

Troïsie'me     Formule* 

Premier  terme  de  Tincegrale. 
A  Se€on4  terme  de  Tintegrale^ 

B  

A  ^  fir^l^uf    ^   m^l^ni^n    ^   îî    ^    ^:    g'^  àX    X     U  -^    b  X     ) 

Troifiéme  terme  de  Pintegralç. 

C 

\  m'hl^mpxm-4'l^nf'^n  Xm^lft$f^lm    ^  il     ^    ^*  i^  ^^  ^ 

a^Sx''^)^6cc. 

Qjj  A  T  R  ï  E^M  E    Formule. 

Premier  terme  de  Fimegrale. 


^J.        S.gx^i^f  x^4-^x"  ag;;^,x4x»x"^'(~^-^'^V/-t"x-ix 

a  Second  terme  de  Tintegrale, 

Troifiéme  terme  de  Tîntegrale. 

wt-1-^-wpt-ilXiwH.It-iiy-i.lwXI    ^    A*   ^    M,  ^rn^f-l^tn  f            SJtJjtJÈl^*^  X 
^^       »»-4-I  X  ïw-M-h»  Xw-^I^l»      A    jf  X    »^  ^-—    '        „,  +1 X 

c  p 

;;rTî^r«r>rmTïT3Si^  x-  5  x  o.  g-v         ax  x  ^  -1*  rx     ;  ^—  occ^ 

r^w^  //.  K  k 


( 

I 


158  Analyse    deatontu  e*ï. 

Avertissement. 

On  peut  commuer  facilement  ces  deux  formules  tant- 
qu'on  voudra  ^  les  termes  que  Ton  a  mis  fufEfent  pour  cela.. 
On  peut  auflî  en  abréger  les  cocficiens  en  fuppolant  que  r 
&  /  ont  ici  les  mêmes  valeurs  que  dans  les  formules  précé- 
dentes 'y  mais  on  a  cru  qu'il  valoit  mieux  les  laifler  tels  que 
la  féconde  méthode  les  donne  immédiatement,  afin  que  les. 
Lecteurs  viflent  clairement:  La  formation  de  ces  d&ux  £pr> 
mules. 

Remarque  sur  ces  Formules; 

^9^*  Si  l'on.fuppofe  comme  connue,  ou  donnée  l'intégrale  de* 

celle  des  difKrentielles  qu*on  voudra  marquées  .^,^,C,&c., 

dans  la  troifiéme  formule.,  &  a,  b^c^  &c.  dans  la  quatrième,. 

— — —  g. 
Ton  aura  pour  Mntegralè-dfe  ladiâ€rentîellegx"*i/Ar  x  a^bx" 

tous  les  termes  i,  i,  3,&c.  qui  précèdent  cette  diflEerentielIe- 
4(^nnée,  en  y  joignant  l'intégrale  fuppoféede  cette  différen- 
tielle avec  le  cocficienequ*elle  a  dans  la  formule.. Par  exem-^ 

pie  fi  l'on  regarde  comme  connue  l'intégrale  S.  yT'^^  dx  x 
9  -  p 

a^bx""  ,  Wntegrale  de  là  différentielle  gx^dx  ^  a^bx"" 

fera.  T  V     -L    V    «  ^  «^'  "HI  -*J»     ..^  m  ^  I  —  w  X>1  y    _1    ^., 

P 

a^bx^  .  H  cneil^ainfi  des  autres. 

DE^tlNITI  O  N.   ET    REMARQJL7R 

^^•-LJ N^fi  différentielle  qui  n'a  qu'une  même  changeante  j^ 3. 
comme  £bnt  les  differejitielU^s.^'^iî,  C,  &c.  a^b^^  c,  &c  dess 
formules  précédentes  peut  être  regardée  comme  l'élément 
de  Taire  ou  de  la^quadrature  d'une  courbe  ^  il  y  en  a  auflî; 
quelques ^,unes  qui  fënt  les  élemens  de  la  reftificatibn  de: 
Quelque  courbe  rc'eft  pourquoi  quand  Tîntegrale. d'une  dif- 
ferentielle  propoTce.  contient  avec  les  termes  i ,  i ,.  3  ,  &c.. 
(qui  font  des  termes  complets  dé  l'intégrale)  l'une  àt%  diffe- 
r^ncielles^',  B^  C,&p.  oua^b,  c^  &ç.  on  dit  que  fon  inté- 
grale efl:  dépendante  de  la  quadrature  d'une  courbe,  ou  de- 
là reftification  d'une  courbe^  ou  qu'elle  s'y  réduit  5  &  que? 
cette  quadrature  ou  redification  étant  fuppofée,  on  a  Tinte-» 
gralç.  finie,  de Ja  différentielle  £ro£oféeT  Mitis  comme,  les. 
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Serions  coniques  font  plus  fimples  que  les  autres  courbes , 
qu'on  s'y  eft  plus  appliqué  qu'aux  autres,  &  qu'elles  font  de- 
venues  par  là  plus  familières ,  c'eft  d'ordinaire  à  leur  qua- 
drature &  à  leur  redification  fuppofce  comme  connue ,  que 
l'on  réduit  les  intégrales  des  différentielles  qui  n'en  ont  pas 
d'exaûes  ou  de  finies  par  la  première  &  féconde  formule,  & 
<juî  n'en  peuvent  avoir  de  finies  que  par  ce  moyen,  c'eft-à-dire 
elles  ont  pour  intégrale  quelques  termes  d'une  intégrale 
exade ,  &  pour  dernier  terme  elles  ont  l'expreflîon  de  la  qua- 
drature ou  de  la  tedîficatîon  de  Tune  des  Seâioîis  coniques , 
de  manière  que  cette  quadrature  fuppofée,  leur  intégrale 
eft  finie. 
€58,  La  troifîéme&  la  quatrième  formule  font  connoître  quelles 
font  les  différentielles  dont  les  intégrales  fe  trouvent  finies 
en  fuppofant  la  quadrature  ou  la  redification  d'une  Sedion 
conique ,  &  elles  font  trouver  ces  intégrales.  Pour  le  conce- 
voir clairement  il  faut  avoir  prefent  les  élemens  de  la  redî- 
fication  &de  la  quadrature  des  Sedions  coniques  dont  on  a 

mis  la  plupart  dans  la  féconde  partie  troi^éme  Se  fhon  depuis  Tar^ 

ticle^ti  jufqu'k  6\oS^2iVO\T {\)rdx X  rr— xx""*  eft  l'élément 
<ie  la  redificatîo^  des  arcs  qui  ne  paflènt  pas  le  quart  de  la 

circonférence-,  {i)adx  x  aa — xx^^S  en  fuppofant  que  a  eft  le 
diamètre  ,  eft  l'élément  des  arcs  qui  ne  furpaffent  pas  \% 

demi  .circonférence ,  (  3  )  rrdx  x  rr-^-xx   ,  en  fuppofant  la  tan- 
gente d'un  arc  =  X  3  eft  l'élément  des  arcs  moindres  que  le 

quart  de  la  circonférence  j  (4)  f-ifr  x  )>x-»-4xx  "^  eft  l'élé- 
ment d'un  arc  de  parabole.  On  ne  met  pas  ici  ceux  qui  ne 

fe  réduifent  pas  à  l'expreflîon  générale  qu'on  a  donnée  d'une 

-  » 
dîflferentielle  binôme  gx™^/x  %  a-^  bx   . 

Les  élemens  de  leur  quadrature  font  (5)  dx  x  rr — x^"^ 

du  cercle  quand  x  commence  au  centre  j  (6)  dx  x  ax — xx  * 

quand  x  commence  au  fommet  du  diamètre  a  i  ij)  dx  x 

Tx^  dQ  Tbyperbole  équilatere  par  raporc  à  fon  1 


aa 


axe;(8)i^xx4^^-xx^de  la  même  par  raport  au  fécond 

JUk  ij 


i6o  Analyse   demonthe^ë* 

axe  'y  {<))  la"  ^  dx  X  xMpx  — ^/rxx  *  de  l'ellîpfc  j  (  i  o)  i^  ""  *  ^x  x- 


^^aaf'k'pxx'^  de  Thyperbole  par  raport  au  premier  axcj; 
(il)  16    '^  dx  x-TT^^-H  -TTXJif  *  de  la  même  par  raport  au» 


i^cond  axe  j  ( i  x)yx  x  i-jzx^  d*un  qpadrilatere  hyperboli- 
que par  raport  à  l'afymptotCî  (1-5)  ^x^dx  xaa—xx^  »  d'un 
icgment  de  cercle,  j  (14)  \  aadxx.ax. — xx^'^  d'un  fecteur 
de  cerclej  (15)  ^rrdx  xrr—xx"  "^  encore  d'un  fëâeur  de  cer-. 

^^%.  de  j  (i  6)  j  rdx  x  i  -hxx*    d'iin  feéleur  d*eliîpfc  dont  la  moi- 
tié du.fçcQnd  axe  eft^  Tonité  ^j  la.  moitié  du  premier  axe  ^  8c 

le  fommec  eftau  centre  5  (  1 7)  4'  ^«^^^  ^  —  ^^  -h  xx  "  *"  d'ua 
ièdeur  d'hyperbole  équilatere  par  raport  au  premier  axej. 

(i  8)  \a4dx  X  aa-^xxr'^d^n  fe(3teur  de.  la  même  hyperbole 

par  raport  au  fecpnd  axe  ;  (  i  ^)^aapdx.  xs  —  la^p^^  lapxx"^ 

d*an  fedeur  d'hypejJjolc.par  raport  au*  i."axe  j  (  2co).|  tkxdx  a 

-  _2 

xb^p-^ib^xx    *  d'un  feârcur  hyperbolique  par  raporc^ au 

fécond  axe  )  [vi)\^aapdx  x  xa}p —  i^^x    *  d'un  fedeur 
d*ellipfe.  Si  Ton  met  le  figne  S.. de  fômme  ou  d -intégrale 
devant  chacun  dç  ce$  clemens ,  cela  ep  inarquera  l'intégrale 
fuppofée.. 
%9*      On  remarqueradans  c«  clËmens  de  trois  fortes  dé  dîflfe^ 

rentiélles  j  les  premières,  comme  la  première,  la  féconde,  &c». 

^         p 
fonttoutes  réduit^àladifFerentiellegenera:lex!°^x^x  a-^bx   } . 

les  fécondes  font. celles  où. le  premier  terme  diLbinome.  fous. 

le  (îgne  contient  la  changeante  x^.comme  la4%  ja  6%  &c. 

Il  faut  préparer  cesfecondès  pour,  tes  réduire,  à  la  dîflferen-. 

tiellegenerale  5  par  exemple  on  déduira  là,  6f  dxjx^ax.^^x  *- 

à  x*^^x  X  a  —  X  *.  Il  faut  faire  la  mêrne.choftdes  autres  fèm- 
blables.  Les  3^*' font  là  3%  là  11%  là  i  éboule  figne  du  binôme 
a(b —  I;.  Pour  les  comprendre  dans  la  3*  &  ki'4*  formule ,  il 

IftuD fuppofer  u=tA^ bx\  «"^  =  a-J^bxf  ,  &  «"' '^ '  =  «^^ 

^^vmAsM  t;^  5;&.  remarquer  que  ifi  ss.  i.:  :car  dan&  là. 
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jrogrcflîon  géométrique  tt  «® ,  «S  «^  3  «'3  &^-  ^^  ^^  cvîdent 
que  le  premier  terme  «^ ,  eft  Tunîté ,  puîfque  -^  i ,  u\  «^  «'^  &c. 
aiofî  il  faudra  pour  ces  troificmes  différentielles  fuppofcr 
dans  la  troifiéme  &  la  quatrième  formule  «  sssi .  Ces  chofes 
fuppofées^. 

^/age  de  la  troifiéme  é^  de  ta  quatrième  formulé  pour  connoitre 
les  différentielles  dont  les  intégrales  deviennent  finies  en  fuf^ 
fofant  les  éfuadratures  oulesreHifications  des fe3 ions  coniques  ^ 
^  pour  trouver  ces  intégrales.. 

7«o.  I  ^  POuR  avoir  d'abord  là  différentielle  là  plus  firaple  donc; 

l'intégrale  dépend  de  la  reâification  fuppofée  d'un  ^rc  de 

_i 

cercle  marquée  par  (  1  )  S.  rdx  x» rr —  xx    * , .  il  faut  fuppofcr 

_r 
que  dans  la.rroifiéme  formule  (A)  S^^"^  "Vxx  ^  -*r^x"    cft 

f  1)  S.r^/x  X  rr. — xx"" "^ &  mctrre^u  Heu  dtg^  a^  b^  n^p^  leurs 
valeurs  priîes  dé  (i) ,  &  ne  laifler  d'indéterminée  que  iw,  & 

l'on  aura  S.  gx"  -"^/x  xa-k-  bx''  =  S-rx""  Vx  x  rr —  ix"^  *  * 

=:S.rjc°ix  xrr  —  x^  ^..Il-fauteniuîte  trouver  la  valeur  de» 
en  fugpofant.m, —  r  ==.o>  ce  qui. donnera.»  ==  1..  Il  faut 

mettre,  dans  .la  diffcren  riel  le  générale,  g  x"^/x,x.ZHrK?^>  \qs 
valeucs.de  toutesles  lettres  indéterminées,.  &  Ton  aura 

S .  rx^dx  X  r*-^—  x"-  ""*•  pour  la  diflferentîèUfe  là  plus  fimplé  que 
donne  là  première  formulé  dont  Tintegrale  dépend  de  la 

reélîficatîôn  fuppofce  S.rx^dx  %  rr — xx     ».   . 
Pour  trouver  à  prefènt  l'intégrale  finie  de- là  différentielle 


Tx^dx  X  r* — X*    * ,  il  faut,  fiibftîtuer  dans^  le  terme  (  i  )  &  (A) 
delà  troifîéme  formule,  les  valeurs  des  lettres  indctermi. 

néesprifésde/xVxx  r*  — X*   I,  &  l'on  trouvera  S.  rx^dx^ 


I  1 


c'cft  l'intégrale  dé  rx^dx  x  r^— x^"  ^. 

1^  Pour  avoir  la  différentielle  plus  compofce  d^ùn  dègrc 
que  la  précédente  ,  &  dont  l'intégrale  finie  dépend  de  là 
même  reûificatiott  fuppofée  d'ûa  arc  de  circonférence^  \l\ 

Kk  ii|; 


t6i  Analyse    demontre'i!. 

faut  fuppofcr  dans  la  troificme  formule  (B)  S.gx'^^^^'dx  k 

TnStf"*^  =  S.  rx^'dx  X  rr, —  xx^^j  &  faifant  les  mêmes 
opérations  que  dans  le  premier  article ,  on  trouvera  que  m 
=4,  &  que  la  différentielle  ,  dont  l'intégrale  finie  dépend 
de  la  même  redifiçation ,  qui  fuit  la  plus  fimple,  eft  rx*dx  x 

r*- — X*  "^5  &  l'on  trouvera  que  fon  intégrale  finie  (en  mettant 

.  dans  les  termes  i ,  i  /B  de  la  troifiéroe  formule ,  les  valeurs 

i\ 

des  lettres  indéterminées  prîfes  de  r^d^dx  x  r— -x*  ^^  eft 
—  ^rx^  xrr-^x^^  —  |  r V  x  rr — x*ï  H- j  i^  x  S.  rdx  x 

3°.  On  trouvera  de  même  que  la  diflperentîelle  fîiî vante 

-  I 

«ft  rxVx  X  r^ — x^"^,  en  fuppofant  dans  la  troifiéme  formule 

j(C)  S.  gx^^^Vx  X  a-k-bx""  =  rx^^x  x  rr — xx  *  ,  &  l'on 
aura  fon  intégrale  en  fubftituant  dans  les  termes  i ,  i  >  3  &  C , 
les  valeurs  de  m  &  des  autres  indéterminées  prifes  dans  rx^dx  x 

r^ — x"-  "  *.  Mais  fans  fe  donner  cette  peine ,  il  eft  vifible 

que  fi  Ton  met  dans  pc^dx  x  rr* — xx ""  "^  fucceffivement  1, 4^ 

6  ^bc  tous  les  autres  nombres  pairs ,  à  la  place  àtm^  Ton  aura 
toutes  les  différentielles  de  fuite  que  peut  donner  la  troifiéme 
formule,  dont  les  intégrales  finies  dépendent  de  la  reâifi- 
cation  fuppofée  donnée  d'un  arc  de  circonférence  marquée 

pv  S.  rdx  X  rr — xx"^}  &  que  Ton  aura  l'intégrale  de  cha- 

cune  en  prenant  autant  de  termes  d'intégrale  de  la  troifiéme 
formule,  que  2  fe  trouve  de  fois  dans  le  nombre  pair  qu'on 
prendra  pour  w,  &  qu'il  y  aura  de  plus  le  terme  qui  les  fuit 
immédiatement  marqué  par  Tune  des  lettres  A ,  B ,  C,  &c. 
avec  fon  coëficient  3  &  fubftituant  dans  tous  cts  termes  les 

valeurs  des  indéterminées  prîfes  dansrx"^x  xrr  —  xx*^,  oà 
au  lieu  àém  on  aura  mis  ce  nombre  pair. 

En  fe  fervant  de  la  quatrième  formule  comme  Ton  a  fait 
de  la  troifiéme  dans  les  art.  i ,  2  ,  &  3  ,  l'on  trouvera  que  fi 

l'on  met  fucceffivement  dans  rx"^x  x  rr — xx    *  à  la  place 
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icMy  les  nombres  pairs  négatîfs  — 1,-4,  —  6 ,  &c.  Ton 

aura  touces  les  différentielles  que  l'on  peut  trouver  par  la 

quatrième  formule  ,  dont  les  intégrales  dépendent  de  la 

.  reâification  fuppofée  d*un  arc  de  circonférence  marquée 

.  I 

par  S.  rdx  x  rr — xx"""^  &  que  pour  avoir  Tîntegrale  de  cjia< 

cunc ,  il  faut  prendre  de  luire  dans  la  quatrième  formule 

autant  de  termes  marqués  1,2, 3  j&c.  qu'il  y  a  defois — idans 

k  nombre  pair  négatif  qu'on  voudra  mettre  à  la  place  de  m 

r 

dans  rx^dx  >c  rr  —  xx  î"  ^  &  de  plus  celui  des  termes  mar* 
quéa^  b\  c,  &c.  qui  les  fuit  immédiatement  avec  fôn  coëfi- 
cient^  &  y  fubftkuer  les  valeurs  des  lettres  indéterminées^. 

r 

prifes  dans  rx'^dx  x  rr-^xx  "^  où  Ton  aura  déterminé  m  y. 
en  mettant  à.fa  place  ce  nombre  pair  négatiL 

A  V  E  R  T  I  s  S^  E  M  E  N  T. 

\  L  fuffit  îcT  d'avoir  fait  clairement  concevoir  là  métHodir    . 
&  la  manière  de  l'appliquer  ^  &  on  laiîle  aux  Ledeurs  qur 
voudront  fe  la  rendre  familière^  &  acquérir  l'habitude  de 
connoître  tout  d'un  coup  les  différentielles  dont^  les  intégrâ- 
tes font  finies,  en  fuppofant  les  reâtifications  ou  lès  quadra- 
tures  des  Serions  coniques  j  on  leur  laifïè ,  dis^  je ,  k  trouver 
les  dîffèrentiellcs  qui  fe  rapportent  aux  autres reâiificatîons  . 
&  aux  quadratures  des  Seékions  coniques  qu'on  a  mifes  ci- 
deflus  * ,  &  à  en  trouver  les  intégrales  finies  piar  la  3*  &  4^  *^^& 
formule  5,  ils  ne  fçauroiént  plus  y  avoir  d'autre  difficulté  que 
celle  du  calcul.  Ota  va  feulement  l'appliquer  aux  différent 
tdelles  dont  lintegrale  finie  dépend  de  l'intégrale  fuppofée 
des  différentielles  de  là  3^  forte  *  qui  ont—  i  pour  figne  delà  *  ^9^^ 

différentielle  binôme,  comme  la(i  r)  \dx  x  i  :+zx 
701.      Pour  trouver  les  diffèrentîéllesquife  rapportent  à  ix^z/x  h 

I  :+;;if     par  le  moyen  de  là  troîfîcme  formule,  i^.  il  faut: 

fuppofer  (A)  S.  gx" ^Vjc  x  7TT? ^  ==  S.^  i^âx  x  i±^'  "  '  \^ 
ce  qui  réduit  (  A).^.en  laifïant  la  ïèule  indéterminée  »i^  i; 


— I 

S.  iAr"'"Vx  X  I  ±;  x^    .  11  faut  cnfuîte  fuppofer  x"^"'  ==  x^,. 

ou  plutôt;»  —  I  =  o ,  ce  qui  donne w=  r*,  &  mettre. daps^ 

p 

k.  diflferentîelle  générale  gx"^x  x.^  d^b^^  ^^^  valeiirs  dq^ 


a64  Analyse    dimontu e^e. 

Coûtes  les  îndécerminées  qu'on  vient  de  trouver,  &  elle  ferz 


changée  en  ixVx  x  i  Jt  i-^'      j  c'eft  la  différentielle  la  plus 
lîmple  dont  l'intégrale  dépend  de  la  quadrature  de  refpacc 


hyperbolique  marquée  par  S.  idx  x  ^dt  x^  .  Pour  en  avoir 
rintegrale  il  faut  fubftituer  dans  les  termes  i  &  A  de  la  troi- 
ficme  formule  les  valeurs  des  indéterminées  prifèsde  ix^dx  x 

*  €99»  i  :^x^     ^  &  l'on  troavjera ,  en  fuppofant  »  «  i  *  comme  on 

Ta  fait  renwirquer ,  ^3x*  +-S.  ix^dxx  ïj+:^  pour  l'inté- 
grale de  ix^dx  X  i^  ^'     . 

On  trouvera  de  la  même  manière  par  la  fuppofîtîon  de 

_  ■         -^^  j 

•  <>4.  (B)  '  S-gx^^^Vx  X  rf  -»-  ^jc"  ^==!  S.  ix«</x  X  1  :t  •*'     ,  que  ixVx  x 

i-jr^x^  efl:  la  différentielle  qui  fuît  la  plus  fimple  ,  donc 
rintegrale  fuppofe  la  quadrature  S.  idx  x  i  -jK-*^     ,  &  l'on 


*ura  fon  intégrale  ±:  {  ^^  —  x'  -4-  S.  ix^dx  x  i  -^x*     ,  en 
fubftituant  dans  les  termes  i,  i&  B  delà  troifiéme formule^ 


—  I 


les  valeurs  des  indéterminées  prifes  de  ix^dx  x  i  ^^  -^^ 

L'on  verra  clairement  en  faUant  foi-même  ces  opérations^ 
qu'en  augmentant  xle  fuite  d'une  unité  Fexpofânt  de  x  hors 
du  (igné ,  l'on  atira  toates  les  différentielles  que  peut  don- 
ner la  troiiîéme  formule ,  dont  les  intégrales  finies  dépea* 

' — I 

dcttt  de  S,  ijfidx  K  iHH-x*     5  par  conféquent  fi  Ton  écrie 

ix'^dx  X  ï  Hh  X*  ^  &  qu^on  mette  fucceffivement  au  Beu 
de  m  les  nombres  naturels  1,1,3,  &c.  l'on  aura  toutes  ces 
différentielles  j  &  pour  en  trouver  les  intégrales ,  il  faudra 
prendre  di^ns  la  troifîéme  formule  autant  de  termes  1,1, 
3  ,  &c.  que  lenombre  mis  à  la  place  de  m  contient  d'unités , 
en  y  ajoutant  celui  des  termes  A ,  B,  C,  &c.  qui  les  fuit  im-  • 
médiatement  avec  foû  cocficient ,  &  y  fubftituer  à  la  place 

des  indéterminées  leurs  valeurs  pifes  de  ix'^dx  x  ^  -^^ 
^ù  l'on  aura  détermine  m ,  en  mettant  i  fa  place  le  nombre 
qu'on  aura  voulu. 

On  trouvera  de  même  par  la  quatrième  formule  les  dif- 
férentielles dont  les  intégrales  finies  dépendent  de  1  Wat  x 

J  zt^     >  il  n'y  a<lc  différence  qu*en  ce  qu'il  faut  mettre 

les 
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lesnonibres  négatifs  —  ï,— i, — 3,&c.  dans'ii"Vje  x  75]?^^ 
â  la  place  de  m.  ■  ' 

On  crouvera.-de  la  même  manieFe  quelles  font  les  di£&i 
.rentielles  dont  les  intégrales  finies  dépcndeôt  de  l'intégrale 

fuppdfée * (3)  S^rrJx  x  rr-^xx  ,  & cfe (îg)  S;fr</x  x-i^xiT^ 
&  on  trouvera  en  fuite  les  intégrales  finies  de  ces  diflTeren- 
tielles  pair  k  troiTiéine  &  fe  quétricraeforiftuie.       '  '  '  *  -h 

-  I 

^ ■       '  -1  t« 

'jiPPZICyrriON  i)M   ZA'  SECÔ2irD'<RM.ETM<fï)E 
aux diffennHéOèsïrrïnomesreprifentéèsfkrCèxfTtfiéiigentrale  : 

gx^dx  X  a  -*-  bx"-»-  cx*^-  ftitr'4roàv»ifilefîis  ùitepvtièsj:  \m 
702.  On  fuppofera comme  aux  binômes  gx^^/x  x  a-^bx^-^-cx^^ 

-initiera  là  valeur  dfr^  en  ftippofânt«»-ti^Î5jB—:-I_^j  éf  noii 
pasén'fcppofanc;*-*-^s=à2ff— il-w»^  ni  w.-t.^=i^__%.^ï  ^ 

"parce  qn'onft  trouvcroltiembaariafie  dâiiSîCes-âeux-  dernièrël 
fuppofitions  :  on  aura-  donc  g-^ "^j^.'y  &  TubAituant  cette 

valeur  de  f^  o»  aura  gx^^/x  x  ^TIS^^  =<rx.îTi.  i»  y 


^9^< 


^T^s*^  .  '  .►   ' 


ropcratîon.  comme  dans  les  binômes^  on  trouvera  d'abord 

•     ,   '•    '       '  '  ^    Premiet  terme-^dc  llnregrde. 

B/  '^;        r  •    "  ";     .-«-.-1..    «. 

-Ix  S.gx"**Vx  x.*^-ix."-+<rx*»  ,  où  Von  a  déjà  le 'prç,nîier 


îerœe  de  la  fuite  infinie,  qniefbJa.  formule  çttjeialeidcil'iff- 
tegrale  desdififèrentidlcscrmoméa  5.  &:dépèus;lVMi  alemoye» 
4t  trouver  par  ordre  cou?  les  auà'eî)pat  die»  iubftiflicibhs\sb 
peu  près  comme- daasf  les  bittoones...' 1.  f  •  f  ;.:•;:  :•  .' . 
'  Par  exemple  pour  trouver  leTecood; ternie^ il  faurfithftu- 
tuer  «H-»  i  l'a  place  de  7» dans  le  pcemier  terme,  d^ns  Aac> 
<tans;B:  &  kuES  cbëfideos  ,  Bcmultiidto  les.  tccaer  «n»/^  ' 
Tmcll.  ,  '       *       -^p 
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iqm  uaîtrooc  de  ces  fubftitutions  par  le  coëfî^ient  xle  A ,  & 

Second  terme  de  l'intégrale. 

P 


«X 


lîp 


.  Pour  trouver  le  croifiéme  terme ,  il  faut  nçfaicequ'crp  (êul 
tevaie  de  B  &  de  C ,  en  réduifanc  le  eoëfkieoi;  de  B  au  déno. 

minuteur  de  C,  ee  tctmç  fera  -,-  "^^iTJ^Yv  A^tlv^  x  -^ 

Il  6iKp  fafaite  fubftituer  dans  le  preinier  terpi^ ,  dans  A  iç, 
4êi}s  iym^miH  place  de  m  dans  ks  ejfpofans  &  les  coë^ 
cysns ,  &  multiplier  les,  trois  quanticés  qjui  ep  vii^ndrpnc  p^r 
{9  çQë^içit(:  4e  E^  &  l'on  aura ,  en  nomm<saj:  ^  lif  cp^fi^nc 

TroiOéme  tenne  de  l'intégrale. 

de  E  pour  abréger,  e  x,;.[^i.x  i^x^'**"  xrf^*x"-Hfx^f+" 
^ e  H^ltXl^ X -i  X  S.  gx-*»" </x  X  7?X?+7^^  —  e  x 

^"  .G 

B^-^»f±4%  X  i  X  S.  gx"**"  ii'x'.x  a-*- *x"-»-fx^^. 

On  trouver^  dç^  fijite  le  4*  terme ,  le  5  %  &  autant  d'autres 
;  qu^en  voudra ,  dçjarn^e  maniéré  qu'on  a  trouvé  le  3*,^ 
l'on  en  fera  la  premfere  formulé.  On  ferajar  la  même  m&. 
thjpde  unç féconde  |orçnulc  pour  h  féconde  Ibrme gx""*"?"''<6?  x 

r-t-ix-V^x-*» '  des  diffèretittelles  trinômes  où  les  expo- 
Ans  n  font  négatifs  :  "On  fera  une  trofflémé  formule  pouir 
leadiâbrebtielks  tnnmnes  où  \m  expojàos  «  &>m  foûdfs.; 
dai^kquelle  oa.rfçoiu après  le  premier  terme ,Jcs  quanti-' 
tèsASL  Bi  après  te  fécond  terme ,  its  quantités  G  &  D  3  <o 
ainfî  de  fuite.  Enfin  on  en  fera  «ne  45poor  les  difièr«DcieWosî 
trinômes  où  Içs  expoflms  n  font  ncgatift:,  dans  laquelle  on 
écrira  après  le  premier  terme  les  quantités  a  &  b  j  apr^s  le 
/êoohd  «evraey  le&quaaqiés^c&d  -,  Sc^fi.  de  tais».  Oa  pein:. 
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ftiféificâc  iflà^oer ces  quanticcsft ,  b  «  c ,  d  ,  tcc;à£  la  4*  fon. 
jnule,  qiH)î<)u'oa  ne  les  aie  pas  formées  loi  ^  o^  t'bn  fe  oon- 
cence  de  faire  bien  concevoir  aux  Leâeurs  les  méc^ddes  de 
iàire  eux-mêmes  les  formules ,  de  manière  qu'ils  n'y  pûiâènc 
plus  trouver  d'autre  difficulté  que  la  peine  d«  calcul ,    ' 

703.  On  peut  par  la  même  méthode  Ëitrâ  des  fbrnnites  pour 
les  di£fei:eacîeltes  quadrioorn^^ ,  p^Mir  celles  qui  cw  dnq 
termes  y  fîx  cermes  «  &c. ,     :  ,    •    ;  .  i 

Usage    des   FoïLÂiùtÊs, 

704.  C2  U  A  H  D  dans  la  réfoluttea  dss  Problênws  &a  trotim  tutc 
diflèrentielle  trinoiRe',  doac.l'itHeg;'ale  dohnti  U  rcfôluisioii 
x^  l'an  diercfae ,  il  faut  réduive  cecie*  «bif&renùelle  à  li'exi  « 
preHion  des  diâèreniielles  chômes ,  &  enÇuice  fubflituef 
dans  la  première  formulé  de  nncegràlé  de  ces  differeritîelles 
les  vateufsde^,  i«,^,r,nr,ff»>î,  priies  dé  la  «Ëfièrentièllè 
propofée  ;  &  u  l'on  trouve  une  intégrale  complète  &  finie, 
on  aCeqtrel*oncfaei-che:fiôn'la  trorivèitïfîtiie,  fl  faut  ré- 
duire la  diflfereoàeltepropçffée' ;i:t3:^pn4p  yiqrqeuc^  «p  reot 
danc  négatifs'les  expo{âns  »,  ôs  fubftituec. dans  Ufecondc 
formulé  de  Pirkégi'itle  <^'pii  auï»  feîte  pour  cette'fecôriïèfr 
forme ,  les'vaPciirs  des-  mêmes  tettrej'  prîftfs  -da  la-  dfftrens. 
tielle  propofée  réduite  à  la  fcconfde  *"  -  ^  ■• 
Vintegralé  complète  6c  fîtiïe,  l'bn  a 

mats  h  l*oh  trouve  une  Incfrgçâtie-iAffn 
■que  ^it  à^proxîmatron ,  iq^ii'bà'.^iirj 
voudra,  en  choififlant  celle" des deiiii 
de  laquelle  les  terme? de  Hntegritle  ii 
de  la  diffÈrenfiélIè  propofée ,  v'ortt  1 

.. .  R-  »  m' A  pL'<i_ttf.»;i-  :f>' ~'  ;  ■'■  \  ---'  ^ 

705.  0'Nafaitvoîr*qnerônpouvoitpar  ia  5'*.'&'Ia  4*'fofmule*,  * 
qui  rcpréifentént  Içsintegralçi'des  dîfièrcniiielfôs  6ii«it^s, 
trouver  les  intégrales  finies- dé"  ccHerf  de  ces  dîfleréntîeliés 
qu'on  pouv.oiti  ré^^irç.  à'  l'iuKgrjale  fuppdrée^ccTpi^^^l^hi 
quadrature  ou  de  la  reâifi):4cîon  des  Sediops  coniques:  i^ 
J'on  formelar5''jBc-ia  4F  ibnnuî&de'i'ïttBegfale'defcaiSwçni. 
délies  trinômes^  lefquelles  ÊormulèA  aurtHity  onËràjle&^da:^^ 
mcsi,  t,  j,  &c.  del'integrale,,les quantités marquéçsA^B, 
C  ,  &c.  dans  latroinéme,  &  à  ;  b^  t>  &i.  dàns4à  quatrième: 

Llij 
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onfronveta  aûflîpar  leur  moyen  ;  quelles  font  les  diflfèren- 
ciellesqu'on  peiic  réduire  ài£3C'qiuulrature£&  aux  re&ifiou 
tioDs  iûpipofees  connues  îles  Seâions  coifiques ,  c'eft-à-dire 
dont  on,  peut  trouver  les  intégrales  finies  en  Tuppolànt  ces 
quadratures  ou  reâifîçarions:,  &l'oo  pourra.en  même  tems 
trotfver  ces  iiitegralesHniés.  ■    ;'  .        , 

I  Pour  le  faire  conccToir. daifement  on  fera  remarquer, 
1=".  que  les  difièrentiell es W nomes  quiconciehneritxx,  -&  qui 
font  les  élemens.de  la  quadrature  ou  de  la  reâifîcation  des 
Seâions  coniques,  peuvent  facilement  devenir  trinômes; 
car  en  fuppofant  ^  -4-  x  ou  ?  —  x  au  lieu  de  x ,  c'eft-a-dire  en 
inppofant  i  l'origine  des  x  une  grandeur  connue  «,  Se  que 
la  -changeante  x  ne  commence  qu'i  l'extrémité  de  la  coa- 
niid  e }  &  fobftituant  J+^*  à  la. place  dex,  parexempledans 
l'élément  de  Taire  du  cercle  ♦  (y)  dx xrr  —  x*',  &  dans 
celui  de  Vliypetbole  ëquilatere  (S)  dx  x  aa-t-  xx  * ,  le  pre- 
fliier-devîcAdra'i^x  x  rr  —  *#  -t-  lex  — ^ xx  *, ,  &  le  fécond 


4^x  X  <^^  Tt-'<-t•l^x-^xx^  ,  qui  deviendront ,  en  fuppo- 
iànt  dans  le  premier  rr  — -ee  es  f ,  &  dans  ie  iècond  aa  •*•  et 

)s=  /,'  'dx  X  F  -,1^  ux  '■;—  XX  ■* , ,  âx  X  /"-*-  ifx  -^  xx^.  II  en  cft 

é  dê^'aiitres.  L'oo  poûrroit  auflî  fuppofef  <  —  x  au 

é.  i*."Quc  pour  avQÎr  les  intégrales  nnies'dçs  diffe- 

s  bipômés  qui  fç  réduifent  1  la  reâifîcation  où  à  la 

quadrature  des  Sciïlions  coniques ,  il  ne  faut  fuppofer  qu'une 

quadrature  ou  une  redification  j  rpai?  qu'il  en  faut  fuppofer 

«eux  pour  les  dffièrennelles  trinômes  qu'on  y  peut  réduire- 

trois^our  les  di6fèi:ctntielles  quAdrln^mes  ,  &  ainfi  de  fuite. 

Il  fuffira d'en fl.onner ici  un  exemple.., 

'  ..Poui;  trQuvqVles  diflferentielles  trinomes^Aont  les  Integra.  ' 
les- finies  fe  r^écUiifent  i  la  quadrature  de  l'hyperbole  ïx''dx  x 

■f-i^'-lé'x  •¥■  ix-firfi  i".'  on  fuppoftra  'ijue  la  quantité  A 

S.  g.x"'^V*l,x..rf ;-*-  i«"  Th  fJef^  "ïS  ïxVx?</-i-.l«  -+•  txx  '  ,  • 
&  Ton  fubfbituçni  dans  A  les  valeurs  Ides  lettres  g^a,i,Ct  n,/, 

prifes  de  S.  ix°dx  x  f^  i^xjt-^xx  *  ^  en  laiiTant  la  feuïc  in. 
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déterminée  «,  &  S.  gx^^'dx  x  JTX?^+^*°^  deviendra 

S.  ix'"^^dx  X  f-^xex-^  ixx  *  .  i°.  On  fuppofera  w  -»-  i  ==  o, 

ce  qui  déterminera  «i= — i  j  ainfî  gx^dx  x  a-^bx^'^cx^'' 

deviendra  ix""' dxx.  f^iex^ixx  *  .  3*.  On fubfticuera les 

valeurs  des  mêmes  lettres  dans(B)5.  gx^-^Vx  x  JT2^?ï^x^'» 

&  Ton  aura  (B)  S. g^-^-Vx  xf^iex^ixx ^. 

Il  eft  à  prefènt  évident  qu'en  fuppofant  la  quadrature 

S.  ix^dx xf'hiex^ixx'^  de  Thyperbole  comme  donnée ^  & 

fuppo^nt  encore  Tîntegrale  S.  ix^dx  x  f-^iex-^ixxi^  la 

difièrentîelie  trinôme  gx'^dx  x  an-tx^'^cx^''   =3  ix"Vx  k 

/-Hxrx-H  ixx^  ftra  la  plus  fimple  que  donne  la  formule  des 
différentielles  trinômes  dont  les  expofans  n  font  pofitifs^ 
dont  rintegrale  dépead  de  la  quadrature  de  l'hyperbole  8c 

de  rintegrale  fuppofée  S.  ix^dx  ïcf-^iex-hixx'^  ^  &  Ton 
aura  Tincegrale  de  cette  différentielle,  en  mettant  dans  le 
premier  terme  de  la  formule ,  &  dans  les  quantités  A  &  B ,  & 
dans  leurs  coëficiens ,  les  valeurs  des  lettres  g,  ^,  ^,  r,  m^ 

«,  fy  prifes  de  ix^'^x  x/-*-  icx-^  ixx  *. 

On  trouvera  comme  dans  les  binômes ,  &en  fsd/ànt  des 
opérations  fegiblables  aux  précédentes;  en  fuppofant  ( C ) 

S.  gx"-^" dx  X  a^bx^'^cx^''^  =  S-  ijfidx  x  /-HiêxTîxx^ 
(qui^ft  la  même  quadrature  de  l'hyperbole-,)  que  ix^^dx  x 

frh  lex -+- ixx'^  eft  la  différentielle  trinôme  qui  fuit  la  plus 
fimple  qu'on  vient  de  trouver,  dont  l'intégrale  finie  contien- 
dra deux  termes  complets,  &  déplus  l'intégrale  fuppofée  de 
rhyperbole,  &  encore  l'intégrale  fuppofée  (D)  S.gx'^^^^'dx  x 

a -¥- éx" -^  cx^'^  =  S.  Jx^ds^  x  /-Hirx-Hixx^.  De  manière 
qu'en  fuppofant  m  égale  fucceffivement  aux  nombres  néga* 
dfs  ' —  T,  — X,  -^  5>&c.  l'on  aura  les  différentielles  trinômes 
pour  les  expofans  ^  pofitifs,  dont  Tintegrale  finie  fe  réduit 

i  la  quadrature  fuppofée  de  l'hyperbole  dx  x  /n-  ifx-t-xx  *"j 

L 1  iij 


tjm  Analyse    sbmowtre^e: 

en  fuppo&iit  outre  cela  pour  la  première  m  de  ces  di&rta^ 

tîelles  Tincegrale  donnée  S,  ix^dx  x  /-i-  irx-i-ixx  ^  j  pour 

la  féconde  S.  ix*^  x  f^itx^ixx'^  j  &  aînfi  de  fuite. 

On  en  trouvera  d'autres  de  la  même  manière  par  le 
moyen  de  la  formulé  de  intégrale  de»  differentielles  trinô- 
mes, donc  tes  expofàns  n  font  négatifs^ 

On  peut  appliquer  la  même  méthode  aux  dîâèrentielles 
quadrinomes ,  &c» 


^ka*< 


T  R.  D  I  S  I  E'M  E     METHODE, 

wlottpêeUe  on  transe  une  formule  gefter^Êle  de  fmtegri 
des  diffèrentieUes  hmames  y  trinômes  y  C^  des  autres 

plus  compo/ees» 


-f  &c.  eft  texpreflîon  générale  de  routes  les  dîfièrentictlesf 
ccHnplexes  qui  auront  tant  de  termes  qu'on  voudra  £bœ  le 
ilgrie  quelcMique  ^>  Se  tant  d'autres  termes  qu'on  voudra 
hors  du  (tgne'^  il  faut  en  trouver  l'intégrale  qui  fèrvira  de 
formules  générales  pour  trouver  les  intégrales  des  difïereni. 
tieiles  binômes ,  triaoines^  &  des  aiUtres  plus  compofées». 

i\  Il  faut  fuppofer  (  i  )  K=^aj^  ^x'* -h  rx^ -*- ^x^" -i- &c: 
cequî  donnera(i>ilt=:»^*~Vx-+-i«rx*'"Vx-H3-»px'"^*'^ 
HH-  ôfic,  &  changer  l'expreffion  de  la  diflferenaelle  eti  cette 
autre  équiva^nte/x"'JC''^x  -h  gx"""^"  K'^  dx  h-j^x""^^"  KU^ 
^  ix^^^^'K^ix^  atC  ou  bien.(  jj/^r §«"^ Arc*"  -»- ix^"  -i^  &c. 

i\  Il  faut.fuppofer  queC4.)  ^x*"^*iC^-*^*  -h  ^x'^'^'^iC'*' 
•H  Cx™^^*"X7*»  -4- J5x"^''^*iC'"^  -k&c,  repréfente  l'inJ 
tegrale  que  Ton  cherche  ^  -^^-^^  ^^  8^^-  ^^^  ^^^  îndérermî- 
nées  qui  repréfentent  les  cocficîens  qu*îl  faut  trouver  j  &  il 
eft  évident  par  les  articles  ^3  8  &  540  ^  quelfis  expoians  de  la 
changeante  x  doîveotâereen  pirogreffion  arithmétique  •y  que 
cbnste  premier  terme  ^^  l*&cpofànt  de  x  dois-furpauer  d'une 
unité  celui  de  x  dans  le  premier  terme  de  la.  dîtterendelle  ^ 
<jue  dans  leiècond  terme  S  il  doit  augmenter  d*ane  »,  dans 
le  txoilléme  de  x»  »  &  ainU  de  fuite  ^  fie  que  l'ëxpofant  de  K 
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doit  dans  tous  les  termes  être  l'expofant  f^àe  la  diâTerencielle 
augmenté  d'une  unité  »  c'eft-i-dire/  -4-  i. 

3  °.  Il  faut  prendre  la  différence  de  ch  acun  des  termes  de  (4} , 
&  l'on  aura  m  -h  i  ^x""</xiC**  -t- JTT  ^  jk"**  iC'</iC 

•♦-  &c.  qu'il  faut  réduire  à  cette  équivalente {5  )  »s-t-i  jix^dx  x 
iC  X  iK'  ^JTT.^x  X  x-iCViC -hat^i-t-a^gx"  x  x^i/x  x 
K  X  i(7-»-j>-t-i  ^x**'  X  x'K'dK  ^m-^i^zH  Cx^^dx  x  x* 
K^^  K^-^f^  I  Cx'-^*'  X  x'^K^dK  -4-  «-H  I  •+- 3«  X  Dx^°  X 
;r"Jx  X  iC  X  X'-*-  ^  -+■  1  Dx^^^*  x  x"^'  </ JC  ■«-  &c.  ou ,  ce  qui 

eft  la  même  chofe  (6)  m-^i  AKdx  +  /  h-  i  Ax^K  -h 


■i* 


«-Hi-»-«^xf</x^-*-j^-»-i  ^x'*Vi:-*.i« -*-!-*- 2» cx"<;xx/c 


^^Mb 


H-&C.  xx"iC'. 

40.  Il  faut  mettre  dans  (6)  les  vakurs  de  JC  &  de  WiC  prifès 
de  (  i  )  &  (  2  ) ,  &  les^  dirpofêr  dans  l'ordre  qu'on  voit  ici  j  & 
fuppofer  que  cette  diflferentielle  éft  égale  k  la  propofee,  c'eft- 
à-dire  que  cette  diflferentielle  moins  la  propofce  eft  égale  â 
zéro. 


-t^p-t-iC»*"*'  i  K  ««  -*-?-*- 1  X  »C*j»i»  -f-  &c. 

5°.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à  zéro  ,  &  trouver 
par  les  équations  que  dcmnera  cette  fuppofition  les  valeurs 
des  indéterminées  -<^ ,  ^,  C,  &c.  &  l*on  aura  A^sa     t.    ' 


■»*T?»X< 


1 
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6^.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  indéterminées  dans  (4)^ 
(  pour  abréger  le  calcul  on  laiflèra  les  capitales  ^,  S  y  &c,  au 
,  lieu  de  leurs  valeurs  y  excepté  dans  le  premier  terme  ^  )  ôc 
Ton  aura. 

La  formule  de  tinte^ale  de  la  différentielle  x"dx  >r 
fH-gx"-Hhx"^.ix^"-i-  &c.  X  a^.bx"-hcx"4-ex< 

707.      ^-'  y.   a^bx-   ^   rx-    ^ex--'^"    x    r:^^  4- 


«^H^i-t-wX^  w  -4- 1  H-  îîrx  A 


t  — p-KxX^i»  Xfif— yyi-hr  ->  p-hiX^»^fg  —  wH-i^-i»— H-^X«  X»C  ^.1)% 


w-t-i-hi^X*» 

H-  &c.  Le  multiplicateur  ^^^  x  ^  -*-  bx  h-  c^^'^ex}''^  ^  &c. 
e(L  commun  à  tous  les  termes.. 

R  £   M    A  R  Q^^U   E.         •  - 

708.  O'N  peut  trouver  tant  de  termes  qu'on  voudra  de  cette 

..formulé  :  Elle  contient  les'fbrmules  àt%  intégrales  desdifle- 

.  ventielles binômes ,  trinômes,  &c.  Par  exemple  fi  Ton  veut 

s'en  fervir  pour  trouver  l'intégrale  de  la  difierentielle  bîno- 

me  x'dx  xfx  a^bx""  ,  iffaut  fuppofer  dans  la  formulè^que 
les  lettres  qui  ne  fè  trouvent  pas  dans  cette  différentielle 
l)înomev  font  chacune  égale  à  zéro ,  commeg  =^  o  ,.^=  o'^ 
i  =  G ,  r  =  o ,  f  =s  G ,  &c.  &  L'on  aura  la  formule  de  llnte- 
■raie  de  l'expreflîon  générale  de  la  difftrentielle  binôme  5  fl. 
Faudra  faire  la  iTLême  chofè  pour  les  différentielles  trinomies.^ 
quadrinomes^  &e.  Elle  fait  même  trouver  les  intégrales  des 
diflfercntielles  qui  n'ont  qu'un  (èul  terme  comme /ic'^rfac,  en 
fuppofant  de  même  chaque  lettre  de  ta  formule  égale  à 
zéro ,  excepté  /  &  w^ 

Corollaire     L. 

7^9-  CJ N  trouvera  de  la  même  manière  par  la  même  méthode 
la  formule  de  l'intégrale  delafeconde  forme  de  la  même 
-différentielle,  dans  laquelle  les  èxpofans  »  font  négatifs j 
mais  il  faudra  marquer  l'expofant  de  la  plus  haute  puiflanrce 
^x  dans  la  grandeur  complexe  élevée  i  la  puiflance  dont 

rexpofàcâ: 


»  •  • 


Texpofant  éft  runîtc  par  une  indéterminée  ^  &  de  même 
celui  de  la  plus  haute  puiflance  de  x  dans  la  grandeur  com^ 
^Icxe  clevce  â  la  puiflance  p.  Nommant^  par  exemple ,  Tex* 

1)ofânt  dex  dans  la  première  (r»).&  dans  la  féconde  (/  »^)  5 
.  a  féconde  forme  de  la  dîficrentîeile  fera  x"*'**"*^»"^  dx  x 


ê *i 


é  —  hx'^  -4- gx"*"  -h  fx"^""  -H  &C.  X  e^ ex"'' •+- ix^^'' -4- ax"^"^ 
-f-  &c.  la  lettre  indéterminée  r  marque  le  nombre  entief 

Î|ofitif  qui  multiplie  Texpoiant  n  du  dernier  terme  de  la 
uîte  /-f-  ex"  -4-  Ax***  -+•  IX*"  -*-  &c.  Si  /x'"  étoît  le  dernier  ter^ 
me ,  r  feroit  égal  à  3  ^  fi  le  dernier  terme  contenoit  x^** ,  rfe^ 
roit  égal  à  7.  De  même  fi  rx"*  étoit  le  dernier  terme  de 

^  -h  ^x°  -+-  ^x*^H-  ^x*''   ^  /  dans  snp  feroît  égal  â  3  , &c. 

COB.OLLAIB.E      IL 

710.  On  trouvera  de  la  même  manière  l'intégrale  de  la  diffé- 
rentielle x™</x  X  /H-gX^H-i&X*»  -4-  &c.  X  <^  •+-  ^x"*  -H  ^x*»*  ' 

•♦-&C  X  iH-j8x"H-  xx*'^^-*- &C.I1  faudra fuppofer ^ i^ ^ssg^ 
•4-  ^x"  -♦-  rx"  ^  &c.  &  /  t=  <t  -4.  jgx*  -•-  XX*»  ••-  &c.  ce  qui 
changera  la  dîfierenttelle  propofée  en  x^dx  x  K^  l  "^x 


/-H  gx*  -4-  /px*»  -I-  &c.  2^.  que  l'intégrale  que  Ton  cherche 
eft  reprefentée  par  l'intégrale  indéterminée  x«**'  K^-^'  /^*«  x 
ji^  ^x"^  H.Cx*»^-2)x**-+-  &c.  30.  Il  faudra  nrendre  la  dit 
fërentieile  de  chaque  terme* ,  &  mettre  tous  les  termes  cor-  *  537* 
refjpondans  les  uns  fous  les  autres ,  de  façon  oulls  ne  faflent 
enlemble  qu^une  même  fuite ,  êc  écrire  au-deflbus  les  ternies 
correfpondans  de  la  difiërëntielle  propofôe  avec  les  fignes . 
négatifs  pour  marquer  qu*on  fuppofe  la  différentielle  indé- 
terminée égale  à  la  propofée.  4^.  Il  faudra  fis ppoièr  chaque' 
terme  de  cette  différentielle  égal  â  zéro  ,  &  trouver  par  les 
équations  que  donnera  cette  fuppofition  les  râleurs  <ies  in- 
déterminées  A  ^B  ^  &c.  8c  les  lubftîtuer  à  leur  place  dans 
rintégrale  indéterminée ,  qui  deviendra  parJà  Tintégrale  de 
la  différentielle  propofée. 

Usage  des  Fo&mules  des  Intégrales. 

71 1.  QUa  KD  on  aura  formé  foi-même  les  formules  des  inté- 
grales àts  exprcflîons  générales  des  différentielles ,  il  ne 
taudra  plus  dans  la  réfolution  des  Problèmes  que  réduire  le^s 
Tome  IL  Mm 
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diârérentîelles  qu'on  trouvera  à  rexpreffion  générale  des  df^ 
^  ^77.  ferendelles*,&  fubftîcuer  dans  la  rormule  de  Tintégralc  les 
valeurs  dQS  lettres  des  expofans  &  des  cocfîciens ,  pnTes 
de  la  diâerentîelle  dont  on  cherche  Tlnrégrale  ,  en  fuppo^ 
fant  égales  à  zéro  les  lettres  de  la  formule  qui  ne  font^pas 
dans  cette  diflerentîelle  5  &c  (î  Ton  arrive  à  un  terme  dont  le 
coéficîent  foîtzero,ou  que  Tun  de  fes multîplîcateurs  foîto^ 
&  que  la  même  chofe  fe  trouve  dans  les  termes  fuîvans  ^ 
tous  les  termes  qu*on  aura  trouvé  qui  précéderont  celui  quî 
eft  zéro  ,  feront  Tîntégrale  exafte  de  la  différentielle  pro-. 
pofée.  Si  Ton  ne  peut  aînfî  trouver  Tîntégrale  finie  de  la. 
différentielle  propofée  par  fe  moyen  de  la  formule  de  la 
différentielle  générale  dont  les  expofans  n  font  pofîtifs  y  il 
faudra  fe  fervir  de  la  formule  de  la  différeptrelle  générale 
dont  les  expofans  n  font  négatifs  y&C  Ci  Ton  ne  trouve  pas. 
d Intégrale  finie  par  Tune  &  Tautre  formulé,  h  méthode  ne 
peut  Jar^onner  que  par  approximation  ,  en  Âibflituamt  dans 
autant  de  termes  qu'on  voudra  de  celle  des  formules  quî^ 
fera  trouver  les  termes  qùî  front  le  plus  en  dimuiuant  par 
raport  à  la  différentielle  propofée  ^  les  valeurs  des  lettres  des 
e;icpdfans  &c  des  coéficiens  prifesde  la  différentielle  propofée 
dont  on  cherche  llntégralc. 

Avertissement. 

,  J7I2*;On  fçaît  par  le  calcul  différentiel* quels  doîvent  être  Tes. 

T  541.  expofans  de  la  changeihte  x  dans  tous  les  termes  qu'on 
doit  fuppofer  pour  former  l'intégrale  indéterminée  (4)  qui 
doivent  a,ller  en  progreflîon  arithmétique  ^  ainfî  Ton  n'a 
befom  pour  trouver  Pîntégrale  que  de  trouver  les  coéfi- 
ciens des  termes  )  &  ç*ëfl:  à  cela  que  fervent  les  indétermi- 
nées A  yB  yCy  &c.  qui  les  repréfentent  ^  &  oui  fervent  à  les. 
faire  trouver.  Cependant  on  peut  employer  ta  5*  méthode 
non- feulement  à  trouver  ces  coéficiens,  mais  auffià  décou^ 
vrir  \ts  expofans  que  dofc  avoir  la  changeahte  x  dans  tous 
\qs  termes  de  l'intégrale  que  l^on  cherche  y&  comme  ils  font 
en  progreflîon  arithmétique  ^  â  fuâît  de  trouver  les  deux 
premiers.  Pour  cela  il  faut  trouver  llntégrale  par  parties  ^ 
c*efl.à-dire  ,  en  trouver  les  termes  les  uns  après  les  autres^ 
Cette  méthode  étant  utile  pour  découvrir  les  intégrales  de 
plufieurs  différentielles  ^particulières^  &  même  de  celles  qui 
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ne  (ont  finies  que  par  la  fuppodtion  des  quadratures  oii  rees> 
tifications  des  courbes ,  on  a  cru  la  devoir  expliquer  ici  ,  & 
pour  abréger  le  calcul  on  l'appliquera  feulement  à  trouver 

l'intégrale  des  différentielles  binômes  x'^dx  xa-^  bx'''^. 


^Htre  manière  de  fi/èrvir  de  U  troifième  méthode ,  efk 

trouvant  l'intégrale  par  parties. 

Intéff-ale  indétermmét  A  -*-  Bx"  -v-  Cjc*»  -h  Dx»°  •+•  ôcc.  k 

tielle   de  .  ZrTT  ^^L^ 

!»:•,.'  -^1  -4-p-l-I  Jinbxr 

1  intégrale  £. - 

îndéterini.  ^m^i  ^nBax^  ^ m^i^  nBbx"^  >  k  dxk^X^ 

715.  On  fuppofera,  i  o,  que  le  premier  terme  eft  >^  k  x™  "^  *  iC?  *  % 
(^  efl  une  indéterminée  qui  marque  le  coéficient  du  pre- 
mier terme ,  &  qui  fervira  a  le  faire  trouver  -,  )  car  il  eft  évi« 
clent  par  les  régies  du  calcul  différentiel  * ,  que  les  expo  (ans  %r^^  ^^j^ 
de  la  changeante  x  &  de  la  grandeur  complexe  repréfentée  r  ^  g) 
par  K ,  doivent  augmenter  d'une  unité  chacun  dans  Tinté- 
grale.  Il  faut  prendre  la  différentielle  de -/^x" '^  '  iCP"*"'  ,&  l'on 
aura  y  en  écrivant  les  termes  de  l'intégrale  à  part  â  mefure 
qu'on  les  découvrira ,  &  en  écrivant  auflî  les  termes  cor^ 
refpondans  de  leurs  différentielles  les  uns  fous  lesi  autres;  on 
aura,  dis- je,  les  deux  premiers  termes  delà  différentielle  de 
Tintégrale  indéterminée^ 

20.  Mais  le  fécond  terme  de  la  différentielle  fait  voir 
qu'il  faut  fuppofèr  pour  fécond  terme  de  l'intégrale  indé- 
terminée Bx'^'*'^'^''  K^'^'  i  car  on  a  befoin  de  l'indétermi-, 
née  3  pour  marquer  le  coéficient  du  fécond  terme ,  &  il  efl: 
évident  qu*ii  faut  fuppofèr  que  l'expofant  de  la  changeante  x 
doit  avoir  pour  expo(ànt  m  -^  i  -f-  n ,  afin  que  la  différent 
tielle  du  fécond  terme  donne  au  moins  un  terme  correfpon, 
dant  au  fécond  terme  de  la  différentielle  du  premier  terme, 
autrement  on  pe  pourroit  pas  avoir  une  équation  pour  dé« 
terminer  £.  U  faut  à  prélent  prendre  la  différentielle  du 

M  m  i  j 
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ftcond  terme,  &  l'ajoucer  à  la  différentielle  du  prefnter; 

3  o^  Le  troîfiëme  terme  de  la  différentielle  des  deux  ter- 
mes de  llntégrale  indéterminée  fait  voir  que  le  troifîéme 
terme  de  cette 'intégrale  doit  être  Cx«'^'"*""iCP*'  ,fic  k. 
différentielle  de  ce  troîfiéme  terme  fera  connokre  que  le 
quatrième  terme  doit  êtreDA:™"*"''*"'»-^:'**'  /&  aînfî  de  fuite. 
Mais  quand  on  a  les  deux  premiers  ^  la  progreifion  arithmjs^ 
tique  des  expôfans  eft  donnée  ;  &  il  eft  inutile  de  chercher  les 
autres. 

40.  Après  avoir  pris  autant  de  termes  qu'on  en.  voudra 
de  ^intégrale  indéterminée ,  &  mis  en  ordre  les  termes  de 

ofer  que  la 
mtielle  prc 
efpondans 
trelle  propofée,  aiœc  les  (ignés  négatifs  >^  fous  ceux  de  la  dif^ 
férentielle  indéterminée  qu^on  vient  de  trouver  j  fuppofet^ 
ique  chaque  terme  de  h  fuite  que  forment  toutes  ces  diffc- 
rentiêlles ,  eft  égale  â  zéro  ^  déterminer  par  les  équations  que 
xlônnera  cette  (uppofîtibn  les  valeurs  dfs  A^S^  (T,  &c,.&  les. 
fubftîtuer  a  leur  place  dans  Tifatégrale  indéterminée ,  &  l'on» 
trouvera  par  la  lubftîtutîbn  la;mcme  intégrale  qu'on  a-  dcpc 
^trouvée. 

SECaKDS   Pk^O^OSITIQN    F0-N*DAM£NXALSr 

DU     CALCUL     INTEGHAL. 

71 4*  JL#A  quantité  différentielle Wx -h  x^  a>  pour  fon  intégrale^ 

"^513.  xy  *  ^  la  différei>ce^j^x  -&-  xxjy -¥- xydx^^z  pour  intégrale  A>y^t> 

t  5*3*^  De  même  «-i-i  x"'^j("^^«-i-  r  x'^j^^^'-^x^a  pour  înté- 

grale/»*'x«^■^^  De  même  la  différentielle  ^^^^52^=^^"'  dK 

"*  516.  —  xjT*  dy  ^  z  pour  intégrale  y  =   xy"^  *.    De  même^ 

^  x^     ydx^ — ^xdy ^     „_,  /it?  _  f*  jr?"  -,-m-i  J^ 

^^i ■ — »^=*=x^x    jk    ax — T^y      ^y> 

X  pour  intégrale  f  x^^  ==^.- 

Il  faut  ie  rendre  familières  ces  ibrtes^  de  différentielles^ 
leurs  intégrales  oir  il  y.  a  pluiieurs  changeantes ,  &  fur-tour 
celles  où  Tune  des  changeantes  efr  au  dénominateur  ^  ou  bien^ 
ce  qui  eft  la  même  chofe,  la  puiflknee  de  Tùne  des  chan^ 
géantes  à  un  expofant  négatif  On  lés  a  expliquées  dans  les^ 
afdclcs  5^3  ,  Îi4^  Î^S^^Î^^^S-^T 
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.  ^  -  • 

T K o  X  S I  e'm  e   Proposition    fondamentale. 

jic.QUand  une  quantité  difFérentielle  eft  égale  à  zéro  ^  ion 
intégrale ,  auand  on  la  peut  trouver ,  doit  être  fuppofée  égalé 
iune  grandeur  confiante  ^  qu^il  faudra  prendre  homogène 
aux  termes  de  llntégrale. 

Cette  grandeur  confiante  éft  ordinairement  arbitraire, 
mais  il  eft  ibuvefnr  de  rinduftrie  de  celui  qui  rëfout  un  ProJ 
bfême  où  fè  trouve  une  teïle  dîflSérence  ,  de  prendre  une 
grandeur  arbitraire  qui  donne  la  réfoLudon  la  plus  fimple. 

Soit ,  par  exemple,  la  différence  i22Air22É*=^  q  ^  dont  oa 
trouve  par  la  féconde  proportion  fondamentale ,  que  l'in^ 
tégrale  eft  ^  =j^^x*'  5  M  faut  la  fuppofer  égale  à  une  gran- 
deur confiante  ^ ,  &  Ton  aura  ^  =3  ^ ,  ou  bien j^  ^=1  ax  pour 
l'intégrale  complète. 

&.£K1AB.(^U£5^ 

I. 

yi6»  QUand  une  diffêrentfelie  qui  contient  dfcux  ctatTgean^ 
tes ,  efi  une  équation ,  &  qu'on  n'en  peut  pas  trouver  l'intégra- 
Je  ,  it  arrive  quelquefois  qu'en  la  multipliant  par  un  même 
multiplicateur,  ou  la  dîvifant  par  un  mêmediviieur,  on  la  ré- 
duit! la  féconde  o»  à  la  troiiléme  propofîtioafondamen^ 
tak  ^c'eft-à-dire  ^on  en  peut  trouver  Vintégtale  par  cespro^ . 
pofîtions. 

Par  exemple  on  ne  fçauroft  trouver  l'intégrale  de  la  dific-' 
r«ndelle  -/  ^=^}t  y  ^^^  ^^  ^  rcduifànt  à  cette  expreffioiir 
xxiy — yix  =^  o^  &  la  multipliant  par  3^  ^elle  deviendra 
^'^"^Z/  «=03  dont  ITntégrale  fe  trouve  par  la  féconde  pra- 
pofîtionr  fondamentale^  )  &  là  rendant  égale â  une  eonftan^ 
te  homogène,  ei>  aura  pour  l'intégrale  complète  ^^  =3^ ,,  ou 

On  trouvera  de  même  llhtégrale  dfe  nxdy  -^y£x  «==  o  , 

•  A:r-  j  car  elle  deviendra  — -^^ — ^r^--  ^ 
par  la  féconde  propofTtfon  fbncfa- 

mentale  -^ ,  qui  deviendra  complète  en  kt  rendant  par  la  30 
paopdfîtion  fofldam.xgaleà  une  grandeur  homogène  a''^  y 

«ar  l'on  aura <^  ssA'a^ ^ * .  ou  Sien/ «==  ^«^ "^^ x. 

Mmii| 


<n  la  multipliant  par-^-^jj-  j 
a=:  0  ,  dont  rfntégrate  eft  p 


17'  AnALYSÏ     DEMONflLE'E. 

On  rcduîrade  même  la  dîffcrentîellejr^^=^^^/x — aaxiy 
a  la  féconde  propofîtion  fondamentale ,  en  ladîvifant  jparj^} 
car  elle  devîendi'a  ^(/f  ^=  ^-^^'^''^y^^^\  dont  on  trouvera  que 
Tîntégrale  eft  {yy  :=  ^  ,  ou  bîen^J  =  laax. 

En  dîvîfant  de  même  la  difFérentîelle  ^xxydx^  ^x^dy 
r=  laxydy  —  ayydx  par  xx  ,  elle  deviendra  ^ydx  -h  j^xdy 
=  iiiiil^:-iLii^  dont  on  trouvera  par  la  féconde  propofitîon 
fondamentale.,  que  Tintcgrale  cft  jjiy^ss^^ ,  ou  bîen  ixx 
^ass^ay. 

On  réduira  auflî  â  la  féconde  propofîtion  fondamentale 
la  différentielle  laxdy-k-  xxdy  =  aydx  -f- xy^x ,  en  fuppofant . 
5^;^==  t^x  -f-  XX ,  ce  qui  donnera  ^^=»  ^^x  -f-  x^x  j  &  fub-, 
{tituant  iy;^&  zjlxjkxx  Heu  de  leurs  valeurs ,  Téquation  devien- 
dra ;^;^  =Lydt^^  ou  bien  ^^^  -^ydx^=z  o  ^  la  dîvifant  par  z^^ 
Ton  aura  5^:2^^^=  o ,  dont  l'intégrale  eft  7,  qu*on  rendra 
complète  en  la  fuppofant  égale  à  une  grandeur  conftante 
homogène  f  ;  &  remettant  la. valeur  de  ^,  l'intégrale  fera 

/y  =  if  y  \/2^x -4- XX.  • 

Enfin  on  réduira  la  diffcf  entîelle  ^'"''''^^Zilltli'r^"^'''  =  o 
à  la  féconde  propofition  fondamentale, en  fuppofant ^x-i-x;(r 
sss  x^^  ce  qui  donnera  dz^^ssadx  -4-  zx^x  5  &  fubftituant  ^au 
lîeu  de  ^x  -♦-  XX,  &^^,au  Heu  de  adx  -*-  \xdx  y  l'équation 
deviendra  *y{y -  ==«  o  j  la  multipliant  par  -^  »  l'on  aura 

^.'^""^r  *==  o  >  ^^°t  rîntégrale  eft  -^ ,  qu'il  faut  readre  égale 

a  une  conftante  f  j  &  remettant  la  valeur  de^^J,  l'intégrale 
fera        ^'     ==  -f .  On  remarquera  dans  les  deux  derniers 

exemples  la  manière  de  réduire  l'expredion  compofée  de  la 
différentielle  â  une  plus  fimple,en  fuppofapt  une  feule  chan- 
geante égale  à  une  grandeur  complexe. 

7^7^     Qiiand  le^  diiffërentîclles  dans  lefquelles  les  changean- 

tes  x& / ,  &  leurs  différences  ^x  &  dy  font  mêlées  enfemble, 

font  auèz  (impies  ,  ou  quand  étant  comporéès  on  les  peut 

aifément  réduire  aux  plus  (impies  ^  comme  dans  les  deux 

.  derniers  exemples  ,  on  coiinoît  ë'abord  fs  Ton  en  peut  trou* 
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▼eir  les  intégrales  par  la  féconde*  propofîtîon  fondamentale 
ou  fi  rpn'  ne  le  peut  pas.  Mais  il  s'en  trouve  beaucoup  qui 
qiloique  ijmp^sjpe  font;  p?is  iqujpîfe^  à  la  fçcon^^  propofi-^ 
tipn  fbdilamentale ,  ou  qui  font  fi  cômpçfëes  qu'on  lie  peut 
pas  les  réduire  à  des  expreffions  (iMolés  dont  on^puiffe  trpu-j 
ver  lés  intégrales  par  la  féconde  ^^^pofitîon/foiidamentftle,^ 
Dans  ces  cas  il  faut  féparer  les  changeantes  jc  Sc^  &  leur^ 
différences  de  manière  que  dans  Içs^  ternies  où  font  lei  xic  ,, 
les  4x  îl  n'y  ait  pas  dy  ni'deVy;^'&  que  ce.foi^  Jja,  n}ên)C;  '  ♦ 
chpfe  des  y  dfCdyl&c  eniiiîte  on  .en  'cherche  les  (fftégraJçs  par. 
Its  méthodes  qu'on  adonnées  pour  troûyer  ïe?.  ^ntégralesj 
dés  dîfFéréritîelles  qui  n'ont, qu'une  mêmi;  cliaingçanté :,  oa 
bien  l'on  s'^aÔure  'qu*pn  ne  peut  pasieç  trouver,  exades,  ft^ 
qu'on  ne  peut  les  avoir  que  par^approximatîçn  ,  ou  tout  au 
plus  que  fi  on  les  veut  avoir rfinîés  dans  pljijj(iéûrsças^îliauc 
luppofer  les  *  redificatîons  ou  les  qfûadratùrés  de.qi^étquej^ 
courbes.  -      i^  ••        _•        •.*-.'/_:.; 

Cette  féparatîon  àes  changeantes  fe  fait ,  r^  par  les  cal- 
culs ordinaires  de  l'Analyfe  y  par  exemple  en  dîvîfant  dans 
la  difTérentiélle  xdy  =^ydx  chaque  membre  par  xy  \^  l'on  aura 
^  =  7^,  ov.Ies  changeantes  tout  féparçes^,  ôC'lej  cas^^iT    ^•m 
cela  (è  peut  faire  ne  font  âucun'e  difficulté:  Cela  fe  fafty  jjpiy  '  ^ 
cti fuppofanc  les  changeantes  de  ^ladifTerenlfélle  égales  à^ 
4'autres  changeantes  autrement  difpôfces.  V  &  /ubftîtuaiit, 
dans  la  différentielle  propofée  les  iecondes-^ changeantes  à^ 
la  place  àts  premières  ^on  fépafe  en  plufieurs  casses  clw^r^ 
géantes  Tune  de  raatre,  \     1  /  *        -'."'"!!/  '\\  ^ 

Par  exemple  pour.  Icparer  les  chancearites  de  adx  a^n^/ik 
'— x^ ^ on  mppotera ^ T — •^=^>  dou  Ion  aura /  =^ g;^. r+-  a? ^ 
icdyt=^  dx^'^  dx  j  &  fubftîtuânt xjt  la  jplàcé  de/'-r^ x ,  &'^x 
'^-^xàla  place  de^  ^k  diffërentîélW  dcvîfendra^^^/xsfai^^ 
H*  x^x  y  ou  adx  — %dx  s=k  ^^^  j  8£  dîvîfant  par  a  — ^iC.i  V'^ 
aura  A  =s  ^^ ,  où  les  changfeantetf  fonft  fëf^aTiées;  -  ••  \  -  •  '  >  ' 
;  Pour  féparer  auffi  les  changeantes  de  l'ëquàtfôh  Vv  V 

^é^x -^ydy = v"^  X  A»/j^ -r/^-^ ,. ion  fuppofera^  =;Ç&x:i==4  x 
V^^  — ^;  Ce  quî.donnera  Vy  =±:  V^  j  ^ _,.»t^/^/^^ .  //xs=r  :^'  k 

V^^^— ^^ —  sY^rr="  Ôp  fubftituc^ai  la  place  de  vy  v/,4v    î  '^ 
jjj^x  Iteurs  valeurs  ^'&  l'on  changera  par.  iaesiûbftîtiitîoàs: 
l'éq^dation  propo&e  ea  decc&'auttef^<|iti¥aIen£e4i^e/rVirx  ^/i^xr 


\ 


xto  Analyse    démo  ktr  e'e. 


Vââ  —  i^^=ssa  aatidf^^  ou  bien  atdt^t  x  V55^—  <  =  aaitdxSi 
qui  fe  réduit  â  ^  as  ^^^%>^ ,  qu'on  peut  aufli  exprimer  par 
^  a*s  Vr%T^i  >  ^^^^  laquelle  les  changeantes  font  fçparëes. 
Mais  Ton  n'a  pas  de  régies  générales  pour  trouver  com- 
ment  il  faut  fuppofer  in  changeantes  nouvelles  qu'il  faut 
fubftituer  à  la  place  des  changeantes  de  la  différentielle ,  afin 
de  féparer  certainement  les  changeantes.  . 
^ l g.  Dans  les  cas  où  Ton  ne  peut  pas  faire  cette  féparatîon  exa« 
âe  des  changeantes  d'une  équation  différentielle  oii  elles  font 
mêlées ,  on  peut  toujours  avoir  l'intégrale  par  approxîma^ 
tîon  )  car  on  peut  par  \ts  méthodes  du  (econd  Problême  du 
feptiéme  Livre /art,  175  ,  trouver  la  valeur  à^y  qui  ne  con* 
tienne  que  des  x  &  des  ^x  3  &  par  conféquent  la  valeur  de  dy 
auiS  en  X  &  i/x)  &  fubftituant  ces  valeurs  dans  l'équation  dif* 
féreqtielle ,  elle  ne  contiendra  plus  que  la  feule  changeante  k 
&  dxy  8c  l*on  en  pourra  trouver  l'intégrale  au  moins  par  ap« 
proximation» 

I  I  L 
Snr  les  intégrales  des  différences  fécondes ,  troifUmes ,  é^c. 

^19.  J.  Outes  les  méthodes  qu^on  à  données  jufqu'fcî  pour  trou« 
ver  les  intégrales  èits  frémi  ères  différences ,  fervent  auflî  i  trou- 
ver les  intégrales  àts  différences  fécondes ,  troifiérnes  ,  ^f .  ea 
remarquant  que  les  diâPcrences  premières  font  les  intégrales 
des  diftérences  fécondes,  que  ces  dernières  le  font  des  troi* 
fîémes  différences ,  &  aînfî  de  fuite  ;  car  il  eft  évident  que  dx 
cft  l'intégrale  de  ddx ,  que  {  dx^  eft  l'intégrale  de  dxddx ,  & 
aînfî  des  autres  j  ainfî  llntégra^e  de  la  différence  féconde //x^ 
*=  -^^^^ ,  dans  laquelle  on  fuppofe  dy  confiante,  c'eft-â- 

dire  que  dy^  n'a  point  de  féconde  différence  ,  eft  xdy  =s  4. 
Wx^ -4-^*:.  On  remarquera  aufS  qu'il  faut  quelquefois  ajou> 
ter  a  l'intégrale  qu'on  trouve  d'une  féconde  di^érence  ,  oa 
CD  retrancher  ute  grandeur  diffërentielle  cooftante  du  pre. 
mier  genre  ,  p'eftXdirc  une  première  diflFérence  qui  n'aie* 
pas  de  féconde  différence  «  ou  dont  la  féconde  différence  eft. 
zéro  5  &  de  même  pour  les  troificmes  différences.  La  régie 
664,.  aj*e  l'on  a  donnée*  pour  trouver  cette  grandeur  conftânté 
aans  les  intégrales  aes  premières  différences ,  fert  aufît  poui' 
Ips  intégrales  de$  dî£ér«nçe$  fécondes  ^  troîfîcmes ,  &£« 

SECTION 
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S  E  C  T  I  O  N     IL 

Cà  l'on  enfiigne  k  trotfper  les  intégrales  finies  des  diffé^ 
rentïelles  ^ui  nont  quune  changeante  dont  on  ne  peut 
trouver  les  intégrales  exaSles ,  en/kppo/ant  la  reSH--, 
fication  ou  la  quadrature  des  courbes. 

Ây£Kl:iSS£M£NT. 

720*  v2U  AND  on  ne  peut  pas  trouver  par  les  méthodes  de  la 
feâion  précédente  les  intégrales  exaAes  des  différentielles 
qui  n'ont  qu'une  changeante  ,  on  peut  toujours  en  trouver 
les  valeurs  approchées  tant  près  que  Ton  voudra ,  en  fubfti- 
tuant  dans  autant  de  termes  que  l'on  voudra  des  formules 
aufquelles  fe  réduifent  les  intégrales  de  ces  difFérentielles ,  les 
valeurs  des  lettres.de  ces  formules  prifês  des  différentielles 
dont  on  cherche  \^s  intégrales  ^  on  peut  encore  trouver  ces 
valeurs  approchées  des  intégrales  par  les  méthodes  du  (tm 
cond  Proolême  du  feptiéme  Livre,  art.  1 7  j ,  comme  on  Ta 
fait  voir  dans  la  dernière  feâion  de  la  féconde  Partie.  Mais 
comme  Ton  eft  plus  content  de  fe  repréfenter  une  grandeur 
încommenfurabie,(  par  exemple  la  racine  incommenfurable 

3ui.  eft  une  des  valeurs  de  l'inconnue  dans  une  équation  irré-» 
uAîble  du  troîfiéme  degré  )  par  une  ligne  finîe ,  ou  par  une 
figure  finie  >  que  par  une  approximation  telle  que  Pon  vou- 
dra j  les  Géomètres  de  tiotre  temps  ont  aufB  voulu  i  pour 
contenter  tout  le  monde  ^  repréfenter  une  intégrale  que  les 
méthodes  ne  donnent  que  par  approximation ,  la  repréfenter^ 
dîs-je ,  par  un  arc  de  courbe  fini  &  regardé  comme  connu , 
ou  par  l'aire  d'une  courbe  fuppofée  comme  connue.   Il- a 
iàllu  pour  cela  trouver  des  mérnodes  pour  réduire  les  inté- 
grales des  différentielles  dont  les  Régies  que  l'on  a  don. 
nées  ne  font  pas  trouver  les  intégrales  exaâes ,  aux  reâifi«' 
cations  ou  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  (Impies  ^  ^ 
comme  font  les  ferions  coniques  quand  cela  le  peut.  On  a 
ctéja  donné  de  ces  méthodes  dans  la  fcâion  précédente,  *  on  ♦  694^ 
en  va  donner  d'autres  dans  les  Problêmes  fuîvans ,  en  fai.  *  695. 
fànt  remarquer  qu'on  fuppofèra ,  dans  l'expreflioi}  générale 
d'une  diflerentielle  ^  la  grandeur  complexe  de  tant  de  ter* 
Tome  II.    .  .  Nn    ^        ' 


^Ss  Analyse    demokt&e^e. 

mes  qu'on  voudra  qui  eft  (bus  le  figne  f  ^  comme  a  ^  S^ 
-^  ^x*"  -I-  &c.  égale  à  une  feule  lettre  Jt ,  aînfî  dK^^nix^^'iU 
^  incx^'''''dx  -I-  &c.  S*îi  y  a  une'feconde  grandeur  com« 
plexe  de  tant  de  termes  qu'on  voudra  £3us  le  figne  q  mul;- 
tîplîée  par  la  première  ^  on  fùppofera.  cette  féconde  a  -^  hx^ 
-*-  ex*"  -4-  &c.  5=»  Z^,  ce  qui  donnera  dl  =  nhxJ^^djc 
-f-  incx^'^'dx  *  &c.  ' 

PROBLÈME     r. 

^2 1  •  L^  lettre  tdans  l^exprej/îonginérale  de  la  dtffirentiellei^^àyiYiy^ 
ripréfentant  tout  nombre  entier  fofitifou  négatifs  en  y  comprenant 
l* uni  té  ér  X£^^  y&  m  ^  n  ,  p  repréfentant  tous  les  expo  fans  que 
feuventavoim  é^Yi^  cette  différentielle  peut  rep^ejinter  une  fufre^ 
infinie  de  différentielles  >  l* intégrale  d* une  feule  de  \es  différentielles 
étant  fuppojée  connue  lorsque  YJ-éfi  un  binôme  5  deUx  lorfque  YJ  efi 
un  trinôme  j  trois  quand  K!^  efi  un  qua trinôme  y  (^  ainfi  de  fuite  v 
trouver  les  inté^^Us  de  chacune  dei  autres  différentielles  dà  cette 
fuite  Htifinie^ 

CEtte  fuite  infinie  de  di£[erentielles  eft  J^x"""'"^xiR:^3.. 
cx°**^°^xi:'  y  àxF^^^'^dxK^ ,  &c^ 

Poi7Il      LES       BrNOMEr. 

JL'I  NTEGHALE  d'une  feule  de  ces  difTérentieiles  comme 
VLx'^'dxK^ ,  étant  fuppofce  connue ,  &  nommée  zx  A  { c*efl-à- 
tiî're  A  eft  L'întég;ale  y  &  (a)  fon  coéficîent ,  ).  il  faut  trouvée 
\ts  intégrales  de  toutes  les.autres.  quand  elles  font  binômes^ 
Pour  les.  trouver  il  faut  aller  de  fuite: ,  &  trouver  l'intégrale. 
àu  ttrmt.hx?'^'HxK^ ,  qui  fuit  i  drqite  celle  qu'on  vient  de 
fiippofer  connue^  &  avec  l'intégrale  de  ce  terme  on  trouve- 
jra  celle  du  fuivant  cx^^^^xX?  ,  &  ainfi  à  Wnfini  ^&;  enfuite: 
par  le  retour  on.  trouvera  les  intégrales .de&termcs  qui  vont 
de  la  droite  à  la  gauche.. 

On  remarquera  que,  quand  une  différentielle  propoféen'à 

fas  par  lesréglestde  la  première  fcdion  uneintégrale  exaAe^ 
intégrale  dei  cette  différentielle  n'eft  que  fuppofée^  mais 
que  quand  on^a  befoin  dans  une  réfolutîon.  d'une  intégrale, 
quelconque  ,  par  exemple  fi  Ton  a^  befbm  de  Tintégrale 
x'^^'K^'^'\  ou  a;™"^«*  ^p-^*  ,  ou  de  telle  autre  qu'on  vou- 
dra j^  cette  intégrale  £c  fa  difféientiêlle  qu'on  peut  toujours^ 
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trouTCr  par  le,  Calcul  difFçrendel ,  ne  font  pas  ruppofëes  ^  el- 
les ibnc  exaâemenc  connues. 

R    B    S    Ô    L    U    T    I    O    N. 

722»  POuK  trouvler  l'incégrale  de  hx^'^'^dxK^^en  fuppofàhc 
^  connue  l'inc^iàle  a  x  ^  cie  ax'^dxK^ ,  I'oti  employera  llnrè* 
grale  x"^T'  K^' ,  fie  on  en  prendra  la  drflfîérendelle, 

m^t  a-^m-^i  ix^  p 
1^.  On  en  ôtera  la  -*-  f^TTnbx''  >  x  i;c  x  x«Xp, 

diffërentielle  donnée      ~-  a  j 

3°.  On  ôtera  auffi  l'intégrale  fuppofée  a  x  ^  de  rîntéJ 
grale  x^*^'  K^\  La  dîffërence  x"^'  iC^'  —  a  x  -^  fera  [In- 
tégrale de  la  différentielle  entière 

m^i  a-^m^  i  i x^  'y 

^f^inix""  ^xdx^x'^K^i 

'40.  On  fuppofera  lé  premier  terme  de  la  différentielle  égal 
i  zéro  \  c'eft-à-dire  m^i  a^=z. 

jo.  Onmettra  cène  valeur  de  (a)  dans  l'intégrale  k^'  K?'^* 
^~a^,&  Ton  aura x"** iCP^'  — w-hi  dj4  pour  l'intégrale 

de  la  différentielle »»-*-  i  -»-^-f-i  n  x  ^x»"^ dxK^ ,  le  premier 
terme  étant  zéro. 

6^  On  divifèra  cette  intégrale  8c  fâ  différentielle  par  le 
coéficîent  de  la  différentielle ,  fie  on  multipliera  les  quotiens 

par  b  ^  fie  1  on  .aura  ■  ■    _  — pour  1  m- 

m-h  1  -f-^-ï-  I  «  x^ 
tégrale  de  la  différentielle  propofée  bx"*"*^  dxK^,  Ce  qu'il 
fallait  trouver. 

Si  Ton  fuppofe  à  préfent  connue  l'intégrale  qu'on  vient  dé 
trouver ,  fie  qu'on  la  nomme  pour  abréger  b  x  ^  ,  on  trou- 
vera par  Ton  moyen  l'intégrale /le  la  dîfierentielle  fui  vante 
cx»**»^xXP,  en  fe  fervant  de  l'intégrale  x^i'^-^'X^^'i 
car  là  différentielle  fera  ^ 


I  -^  f'^-mb 


X 


t» 


d'où  Ton  ôtera  >  x  ^x  x  ^f^K^  j 

la  différentielle 

propofée  —  bx*  ,  j 

Nnîj 


^84  Analyse    d  b  m  o  n  t  h  e^ ç. 

Et  x****^  JC^*  —  b  X  i?  fera  iHntégralc  de  cette  différent 

tielle  totale. 

Suppofànt  »fHhii-4'ii^a==b>8c  fttbftituant  cette  valeur 
de  b  dans  Tîntégrale ,  Ton  aurax"»*»*'  K^"^^  — m  -f-  »  -^  i  ^  >c  JS 

rout  Tintégrale  de  la  dîffëreatîellc  ^-^-is-f-i  -^/v-v-i  i»  >^, 
^m*im  ^;^^^  DiviiàDC  cette' dîflTcrenticlle  6r  fou  int^gifale 
par  le  cocficient  de  cette  diffëreaticlle  ^  Se  multipliatit  les 

quotiens  par  c  ^  1  on  aura-         —  __,       

»i  H- » -H  I  T^P -h  i  »  X  4 

four  Tintégrale  de  çx'^'^^dxK^.  Ce  quUl fallait  trawuer^ 

Avertissement.. 

7*5*  O  N  trouvera  de  la  mênre  manière  l'întëgraîe  de  fa  rffffc-^ 
yentîeUe  fuivante  dx'^^^'^dxK^  par  le  moyen  de  h'ntégrale 
qu^on  vient  de  découvrir  ;  &  axiïfi-de  fuite  à  Tinfîni*  Voici 
à  préfent  la  manière  de  retournes  de  la  droite  vers  la  gau^ 
che  :  on  le  peut  faire  de  Tintégrale  fuppofëe  de  telle  diSÉé^ 
feotieile  qu'on  voudra  de  la  Jike  infioîe  à  cdle  qui  kt  pré- 
cède immédiatement  vers  la.  gauche  -^  raaisr  pouv  être  court 
on  n'en  mettra  que  deux  exemples. 

724*^  ^onr  trouver  l'intégrale  de  zx'^dxK^  ^  en  foppofant  con- 
nue IMntëgrale  qu'on  nommera  b  x  J?  de  la  daôccentîelle 
bx*^xJC^,  on  te  fervira  de  Tîntègrale  x"^'  K^  ^  dont  la. 

difTérentielle  ed  m^i  a^ 


on  ôtera  la  difleren^^  f  ^dxx  x^K^-^ 

tieile- doQoèe  du  là 

terme  —       b^r"*      i 

En  ôtanc  lincégrak  ftippo^féeb^  de  Tîntérale  xP^Kf^'  ^ 
ron  aura  jfT^'  K^'  —  bS  pour  Pintègrale  de  cette  diffc^ 
f  entielle  iMale.  On  fuppo&ta  fon  fécond  terme  y^ic  non  pas  le 

|)remîer,  égal  à  zero^  ce  qui  donnera  b  =  m-^i*  ^p  -h  i  «  x  ?• 
Onfubftîtuera  cette  valeur  de  b  dans  Tîntègrale  précédente*. 

&  Ton  aura  x^^^iCP'^  —  w-4-1  — p-^- 1  »  k  ^^  pour  Tintée 
grale  de  ig -h  i  ax'dxK^^  On  dîvifera  Tuneôc  L'autre  par  le 
coéfîcîeAt  m^  \  ^ ^ &  To»  multipliera  les  deux  qaotieii& 

«Tir  I  A 


LiVKi-    Vin  '  "  ':    .   '  .    i.rj 
fotif  l'intégrale  de  iiù'^dxK^.   Ct  ^Ut  fdlhit  froÈvér. 
Suppofaric ,  pour  abréger ,  Tîntégr^le. de  la  dîfFcreftcîclle 


onôterâlâ  dîfiç-  ^xdxx  x'^KT. 

rentielle  donnée 

du  i<i  terme 

L'intégrale  cie  cette  différentielle. totale  fera'  x*-*** JC^"^' 

—  a--^.  On  fappofera^U  fkfdnd  téraiê'égal  à  zéro  j  ce  qui 

donnera  a  8=  su  «-«  a»  -h  i  -f-  ^  -h  i  »  x  ^^  Sul>ftm}ai^  cette 

valeur  dans  Tîntégralé ,  on  aura  x°^^^^K^^  —  m 


MkriÉkAMM^ 


— ^ -H  X  nx*bA  pour  Tîntégrale  de  m  — »  -i-  i  ax^^^^xK^^ 
On  dîviiera  l^une  &  Pautre  par  le  cocficîeot  «i — n^i  a  , 
&  on  multipliera  les  quotiens  par  jS ,  &  V 


on  aura 


JhA^MMha^Jfat^i^M^ijb*iAil^-rf  tr    p 


pottT'lfetégMle  de  k  diffë^eatifllte  i8x«-''D;Jr^^  C^  ^«7/ 

Otttrbuvciti  de  même  par  criJre  tes  Intégrales  de  toutes 
les  diâcreâcielles  qui  vônc  de  di^olte  à  gauche  dans  hifuitt^ 
îpiurie. 

PoUBi      LES      TkiNOMES. 

72.?..  JL  £  5  deux  intégrales  qu'on  nonrmera  ^xA^hxB  dés  deux 
dîfférentîellcs  trinômes  ax'^dxÈ}'^  l>Âf«*»^A?^^,étant  fop^ 
ûofées  cornues^  pour  trouver  Wtttégrale  de  la dîfieretitielle 
Stiva^te  cx^^'^dxK^  de  la  friu  infinie  ,  i^.  il  feut  fe  fervîr 
de  Tintégrale  x^^'K^"^  y  &  en  prendre  la  dîflSrenuelle  qui 


«iKH*l 


en  ôter  k»  '  r      ,        m«.r 

deuxdîffc-  ^xiixwxA^ 

4ionnées     —  a       —      b»x* 

M  Jiiiji 


*  ^ 


^i$  Amal'TSe    dimontré'e; 

L'întégralç  de  cette  diffçi-entielle  totale  eft;  x»*'^r'— a^ 

1^.  Il  faut  fuppoferlesiieux  premiers  termes  de  la  difFcreiv 
tîelle  totale  chacun  égal  a  zéro,  ce  quî  donnera  a = m^  i  x  iC, 

&  b  se  m -4-1  -f-  /hTî  xn  x'è\U  fubftîtuer  ces  valeurs  dans 
rintégrale préccdertte^ 6c l*on aura x"*^ '-K*** "  —  ?» -i-  i  ^a^ 

— w^hhÏ — ^-Hi  xn^bS  pour  l'intégrale  de  w  -4- 1-*-^  -h  i  xi», 
X  cj^^^^dxK^  ^  les  deux  premiers  termes  étant  zéro. 

30.  Il  faut  divifèr  par  lecoéficient  de  cette  différentielle, 
cette  tnême  différentielle  &  Ton  intégrale ,  &  multiplier  les 
deux  quotîens  par  c ,  &  l'on  aura 

w-H  I  -I-/-+- 1  inxc 
nour  l'intégrale  de  la  différentielle  cx'^^^HxK^^  Ce  qu'il fal^ 
\oit  troyven 

%  * 

*  m 

Atertïssembnt.    * 

726.  O  N  peut  de  la  même  manière  arecPintégrale  qu'on  vient 
de  découvrir ,  &  avec  l'intégrale  hJB  ^  trouver  l'intégrale  de 
la  différentielle  trinôme  fuivante  dx'^'^^^'dxK^ ,  &  ainfi  de 
fiilte  â  l'infini  ^  &  retourner  de  la  droite  à  la  gauche  comme 
dans  les  binômes.  On  peut  de  même  appliquer  la  même 
méthode  aux  <li£ferendelles  quadrinômes  ^  mais  il  faudra 
fuppofer  connues  les  intégrales  de  trois  différentielles ,  & 
en  fuppofer  quatre  pour  les  diâer^ntielies  de  cinq  termes^ 
&  ainfi  de  fuite  i  Vlndnl 

PROBLEME     IL 

y2Jé  ^  A  NS  VexfteSîm  gênérdiix'^dxK^  3  ^indèteminie  s  nftL 
/entant  tous  les  nombres  entiers  fofiiif s  ^  nèyttifs  en  y  comprenant 
t  unité  ^  x^ro  y&m  repréfentant  tous  les  expo  fans  que  peut  avoir 
la  changeante  x  hors  du  figne  y  &1^  tout  expofant  du  fiyie  de  la 
grandeur  complexe  marquée  par  K  ,  cette  différentielle  peut  ex* 
primer  une  fuite  infinie  de  différentielles  dans  lefquelles  m  repré^ 
fente  tous  les  expo  fans  poffthles  des  fuiffatues  de  la  changeante  x 
hors  dmfigne  y  é*  f  ^^«^  ^^^  expo  fans  pojjîbles  des  puifances  de 
la  grandeur  complexe  K  5  s  marque  0,1  31^3, 4^  érc*  o ,  —  ï, 
—  1,-3,  é-c.  intégrale  d^ une  feule  différentielle  de  cette  fuite 


'         L  r  V  k  Ê    VIÎi:  ^   ^  2^7 

iront  Juppo fée  connue  quand  Yi  efi  binôme  5  deux  qu4^d  K  tfi  trU, 
nome ,  ^  ain(i  de  fuite  i  trouver  les  intégrales  de  toutes  lesdiffé^ 
rentielles  de  la  fuite  infinie. 

Cy  ^T-^"^  fuite.  înfînie  de  dîflFerentîcries  peut  être  aînfî  reprc-- 
iencce,J^x"^^iC^-S  ^x^^xK^-*  ^^x^ÀxK^^l ,  zx'^dxK^  ^ 
hx'^'dxK^'^' ,  cjt™i/xiCP** ,  dx'^dxK^^^ ,  &ç.  on  remarquera» 
que  y  pour  abréger  ,  m  reprëjfente  tous  les  expofàns  poilîblesi 
de  ;c™*' "  hors  œi  figne ,  comme  au  Problème  précèdent. 

PouRLES    Binômes.    • 

On  trouvera  de  fuite ,  Tune  après  loutre ,  Tîntégrale  de 
chacune  de  ces  dîffcrcncîelles ,  depuis  ceMe  dont  on  fuppofe 
Tîntcgrale  connue ,  comme  dans  Je  Problème  précèdent  ^ 
mais  la  méthode  étant  un  peu-  pdus  fimple  en  allant  de  fa 
droite  vers  la  gauche ,  on  la  mettra  la  premrére,&  enfuîte  oti 
donnera  la^  méthode  pour  aller  de  la  gauche  à  la  droite. 

Pour  trouver  par  exemple  l'intégrale  de  ^x"'dxK^7'' ,  err 
iuppofant  connue  Tintégrale  de  a  x"*^AriC  qu'on  nommera 
ûÂ^io.  il  faut  préparer  la  différentielle  donnée  ^x^dxK^^ 
en  la  multipliant  par  la  valeur  de  iC  =  ^+-  ^at"  ^&  la^  dfvi-- 
Émt  en  même  tems^  par  K  y  ce  ^uî  n'en  changera  point  la 
valeur  ^  &  Ton  aura* a^ -h a^A;**  x  dx  x  x^K^^\  dont  Tinté- 
grale  /era  toujours a^.  i^  Il  faut  fé  fervirdc  l'intégiâle 
jc°*-'iCP  j  &  en  prendre  la  difFérentielle  gui  effi  . 

.  -►     phlt^  \ 
H  faut  lui  ajouter  Vx  ix  jt  x^Kvr^^ 

la  différentielle  .,      ;    >   ['  "j 

préparée  ^a*'^  - -iiakx^y^ 

Llntégrale  de  cette  différentielle  totale  iera  zA^x'^^^KK 

3^.  Il  faut  fuppofer  le  fécond  terme." de  la,  diflEcrentiellç 
totale  cgal  à  zéro  ,  ce  qui  donnera  a  =s—  »  —  i  — pn> 
iubftituer  cette  valeur  de  (a)  dans  Tîntégrafe  &  dans  le-pre- 
mier  terme  de  lar  différentielle  totale,  &  l'on  aura  x""*  *  iC^^ 
—  m  — I  — fnx  A  pour  rîntégrale'dfe  \ — pnâx^dxK^"^  ^ 
jpuîfque  le  fécond  terme  =  o^ 

4^,  il  faut  dîVîfer  cette  intégraFe  &  fa  différentielle  par 
fe  coéficient  ^^  pna  de  la  difterentielle  ^  &  multiplier  les; 


<* 


% 
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V 


quotiens  par  j3,  &  jon  aura ^ 

W  9w  mw 

pour  l'intégrale  de  ^x^dxK^  "  \  Ce  quHlfàlUi*  trouver. 

On  trouvera  de  la  même  manière  'avec  Tintëgrale  de 
fix'f'dxK^^'  =  ad  ^  dix"  X  x'^dxK^^'^  qu'on  vient  de 
découvrir ,  U  qu'on  peut  /uppofer  =  j8  J? ,  l'intégrale  de  la 
différentielle  vx^^iC^%  &  ainfi  de  fuite  à  Tinfini  en  allant 
de  la  droite  à  la  gauche. 
728.  Pour  aller  de  la  gauche  vers  la  droite ,  il  faut  multiplier 
non  la  différentielle  fuppofée ,  mais  la  difFqirentielle  même 
dont  on  cherche  Tintégrale  par  la  valeur  de  iC  s=  ^  -4-  bx^  ^ 
&  la  divifçr  en  mê^ne  ^ems  par  iC9&  de  plus  trouver  d'abord 
Tinççgralç  d'un  des  tçrpies  de  la  difFérentiçlIe  préparée  ^  Se 
par  le  moyçn  de  cette  intégrale  trouver  l'intégrale  de  l'au- 
tre terme  ^  &  la  fbmme  de  ces  deux  intégrales  lera  l'intégra- 
Ip^  de  la  diiTcrentielle  proporée. 

Par  exemple  pour  trouver  l'intéeralë  4ç  la  différentiellQ 
Ij  j^"^jç  iC?  *  * ,  en  fuppofànt  copni^e  T'intésrale  de  ^x^dxK^ 
qu'on  nommera  2lA  3  x  °.  il  faut  préparer  o  x'^dx  JC^  *  '  en  la 
rcduifanç à  hd^hbx''  x  x'^dxK^  j  fe  fervîr  de  natégralç 
jçm-M^p-n  ^  dont  on  prendra  la  différentielle  qui  efl 


n^'Hl  a-^-m^  i  bx^ 

'^p^inix^ 

H  ÊiBt  loi  ajouter  yxx'^dxK^ 

la  différentiel  le  J 

donnée  «^4  j 

L'intégrale  de  cette  différoMîelIe  totale  fera  x«*'K:^'  -*-  a^* 
a^.Il  Êiut  fyp^oCcr  le  premier  terme  de  la  difitérentielle 
totale  =00  y  cf  qui  donnera  a  »  —  «f  -h  t  ^  ^  fubftituer 
cette  valeur  dç  (a)  dians  1 '-intégrale  ,&  l'on  aura  x"*^'-/:^^' 

—  ;»-4-j  aA^oxxT  l'întcçralcdu  idtermew-fc-  i-^p-^inx 
bx'^'^^'dxK^ ,  le  premier  terme  étant  =  o.  Il  faut  divifcr  cette 
intégrale  H  4  différentielle  |par  }e  coéfiçiept  d.e  U  diffé- 
ifencîellç ,  Sç  multiplier  les  quocîens  pfr  hk  ,  &  I'oq.  aui:a 

-: .'  ;  —..  pour  Pratégrate  du  fécond  ter- 

me  b^x'^'^'^^xX'  de  la  diâçrentielte  donc  oa  cherche  l'in- 
tcgrale. 

3^Pour 
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'  ^o.l^ôùr  trouver  l'intégrale  du  premier  terme  hax'^dxK^ 
de  la  même  diflfèreritielle ,  il  faut  ie  fervir  de  la  même  inté- 
grale x'^^K^*^  en  prendre  la  diflfërtntielle  gui  eft 

»»-»-l  <«-*-OT-l-l  bx" 

4-  /-»-i  nbx" 
hiî  ajouter  le  ftcond  ^x  x^dxkl^ 

terme  de  la  difïèren-  | 

tielle  prtfpofce  4.         b^j^"J 

L'intégrale  de  cette  dificrentielle  totale  fera  x"'"*"'^*'-h 

■-  ■     ■- —       '■ ■ — .  Il  faut  fuppofèr  le  fécond  terme 

dç_cette  différentielle  totale  :ê=  o ,  ce  qui  donnera  b  sa:  — . 
«•+•1  — f-^-i  ni  fabftituer  cette  valeur  de  b  dans  l'intégrale 

précédente ,  &  l'on  aura  x'^^K^^ ' 


1»  -H  I  -»-/  -*- 1  n 


^sm-h  i  àx  A  pour  l'intégrale  du  i*'  terme  m-^iax* 
de  la  différentielle  totale  précédente ,  fon  fécond  t 


terme 
étant  =  0, 

Il  faut  dfvîfer  cette  intégrale  &  fa  dîfFerentîelle  par  le 
cocficient  de  la  même  différentielle,  &  multiplier  les  quo- 
tiens  par  b^,  &  Ton  aura baA  pour  Pintegraie  du  premier 
terme  b^x^'^xA:?  de  la  différentielle  propofcc. 

4^  Il  faut  ajouter  les  deux  intégrales  à^s  deux  termes  de  la 
différentielle  propofce,&ron  mnhd'  Y  i  ^^'^*'^'"'~j^b^^ 

^f-^inhaA^hx--^K>-^  p^„,  l'intégrale  de  la  diflfe- . 

m^  I  -4-^/H-  in 

rcîitîelle  propofce  hx'^dxK^'^^  s:^&Th3T?  x  x'^dxK^. 
Ce  quUlfalîoit  trouver. 


719.  "  Pour  s^aflurer  que  ces  méthodes  de  la  droite  à  la  gauche 
&  de  la  gauche  à  la  droite  fe  rapportent,  il  n'y  a  qu'à  cher- 
cher ,  par  la  première ,  l'intégrale  de  ^x^dx k ^  qu'on  a  fup- 

pofëe  égale â a^ par iw^^^u^^  nhaA^bx-'^'K^ ^ 
Tome  II.  ■         .    "  O  o 
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qu'on  vient  de  découvrir  par  la  dernière,  de  la  dififerentierie 

hx^dxK^*^  =  b^  -*-  b*j»*  x  x^dxK' ,  &  l'on  retrouvera,  a^> 
ear  employant  l'intégrale  x'"^^K'*^  dont  la  différentielle 

lui  ajourant  la 

diflferentieMe  -»-b^    -«-         b^  x"^ 

L'intégrale  de  cette  différentielle  totale  fera   x"ViC* 

^  ^H-i  «b^^-t-^x'-^'J^'^-^'  Suppofanc  le  fécond  terme  de 

la  différentielle  totale  =  o  ^  l'on  aura  b  =:  —  m  . —  » 
-^j&^^  I  «.  Subftîcuanc  cette  valeur  de  b  dans  l'intégrale 
.précédente  &  dans  le  premier  tern>e  de  fa  différentielle^ 
Ton  trouvera  après  avoir  abtegd,  — -^-h  i  naA  uovtr  Tin* 
tegrale  du  premier  terme  delà  différentielle,  qui  le  réduira 
i-^/-hi  nax'^dxj^^y^car  k  fçcond  terme  =s  o^  Divi(ànr 
cette  intégrale  5f  fa  différentielle  par  — ^^  i  nay&c  multi- 
pliant les  quotîenspar  a,  Ton  trouvera  a^pour  linsegrale 
de  Q.x'^dxK^.  Ce  quUl  falloir  trouver. 
7io^      Il  eft  évident  que  Hntegrale  d'une  feule  différentielle,, 
laquelle  on  voudra,  de  la  fuite  infinie  du  fécond  Problème 
où.  Texpofant  f  augmente  ou  diminue  par  ordre  d^une  unité ,. 
étant  donnée ,  quand  K  eft  nx^  binôme  j  on  peut  trouver  par 
ces  deux  méthodes  les  intégrales  de  toutes  les  autres.   '\ 

Four  les  Trinômes- 

73 1»^  L  E  s  intégrales ,  qu!on  nommera  a^,  fF  des  deux  diffe-^ 
rentielles-a  x"*^x^^^./x""*-"Wx  K^  (  dans  lefquelles  K  doit- 
avoir  le  mênwcxpofant^)  étant  iUppofées  connues,  on  peut 
trouver  Tintegrale  de  laquelle  on  voudra  des  quatre  diffé- 
rentielles x'^dxK^^^  r  x'^'^UxK'^',  x'^^^UxK''^ 
Ar""*''"4x  iC^"".'  r  dans^ lefqueUcs  TexpoÊint^ —  i  de  lagran. 
deur  trinôme  K  eft  le  même,  &  d'une  unité  nîoindre  que 
l^expofant  ^.des  dieux  diffefentjelle^  données  dont  les  inté- 
grales a^,  fF  font  fuppofë^  connues.. 

Pour  cela ,  i°,  il  faut  préparer  les  deux  différentielles  don:- 
nées ,  les  multipliant  chacune  par  la  valeur  deK^d-h  tx* 
-*•  cx^ ,  &  les  divflant  en  n^ême  temps  par  ^  >  &  elles  devicn- 
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x^dxK*"^^  fans  changer  de  valeur. 

x**.  Ilfautfe  fervir  des  deux  intégrales gx"*'iP',^x"'*""'*"iO' 
en  prendre  les  différentielles  qui  font  * 


n  faut  leur  1  ' 

«jovter  les 

deux(lrfiè< 

«entJeUes    -♦-**-•-  aJx  -h  â^x*" 

préparées.  -H         /Wx"-i-  fbx"* -^  fcx^' 

L'intégrale  de  cette  différentielle  totale  eft  par  la  fuppo- 
fition  aA  -♦-  fF -h gx"*^ K' -k- hk^*"-*-' K\ 

3°.  Pour  trouver  à  prefent  l'intégrale  de  laquelle  on  vou- 
dra des  quatre  différentielles  x^dxK''^  ^  x^^^dxK'^^^ 

x'^^'dxK  '-\x'*i'dxK''\  qui  font  comme  icsincon. 
nues  qui  diftinguent  les  quatre  termes  de  la  différentielle 
totale  i  il  faut  fuppofer  les  trois  autres  termes  égaux  chacun 
à  zéro ,  &  non  pas  le  terme  où  eft  la  .différentielle  dont  on 
veut  trouver  l'intégrale. 

Par  exemple  pour  trouver  lintegralé'de  la  différentielle 
x"*"^x^'"\  il  faut  fuppofer  le  premier  terme,  le  troifîéme 
&  le  quatrième  delà  différentielle  totale  chacun  égal  à  zéro  ^ 
ce  qui  réduira  la  différentielle  totale  au  feul  fécond  terme  : 
L*équation  du  premier  terme  donnera  a  sgs  —  m^^  i  g, 
celle  du  quatrième  donnerà/=-— W-— « —  i  -*-  x/a  x  /&. 
Subftituant  ces;  valeurs  de  a  &  de  /dans  la  trôifîcmie,  bn 
trouvera /&  ss  ^. 

Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,/,  /&  dans  le  fecotid  terntW 
de  la  différentielle  totale  qui  eflr  demeuré  feul ,  &  dans  l'in- 
tégra le  jje1ad^|fereadej^^ 
aura-^ji»-*.f  g^  —  tti^n-^i  —  ipn  xi^F'^sJi''*^Kf 

-+-  ^  je''*°**it^  pour  I*integral.è  de  cette  différentiel^ 
mit^iEîSif  jpn,*«^j^^p-,    gjjgjj  jj  f^^^  jjyj^çj.  ^.gj^ç  intégrale 

(5c  fa  différentielle  par  l€<:oiJficient  de  k  différentielle.  Se  l'on 

Qo  if 


19^  Analyse    pem 6 n t ili*e>  ' 

aura  ^g^'^-^^-»-  iggx"^°*'  ^p-  m- 1  b^A  -^m^n^t-^ipnx  izcJP^ 

pour  rincegralc  de  la  diflferenrielle  x^^^^xjRC'"'*  Cêr  ^«V/: 
f allait  trouver^ 

K  £    M  A   R.  C^U   E   S*, 

L 

731.  L'Oh  peut  trouver  de  la  même  manière  les  întegraFes  dfc 
x'^dxK^^^ ,  x^'-^^dxK^'^&C  x"**'VxiC'"S  &  Ton  trou^ 
vera  parla  même  méthode  avec  les  intégrales  dçx'^dxK^''\^ 
x^^Vx^*-',  les  intégrales  de  x'^dxK^'^  x^^VxK^-^i 
&  avec  celles-ci^  les  intégrales  de  x'^^jc iC^""^  x"*VxK^"'  ^ 


fuppofanc 

.  pour  la  première  les  intégrales  connues  de  j^dxK*^  x^  "*"  VxX;%, 
&;  trouvant  par  leur  moyen  celles  de  x^dxK^'^^^  x"*  VxiC**"^' ,. 
&  enfuite^par  celles- ci-,  on  trou  vera  les  intégrales  de  x"^dxK  ^^^ 
&c.  comme  dans  les  Ûnomes;  ' 

rr. 

733.  Quand  on  a  trouvé  par  ce  fécond  Froblcme  lès  îhtei. 
grales  des  quatre  diâferentîelles  x'^dxK^'^  y  x'^'*"'dxK^^^ ,. 
^«^in^^^p-^i^  j^m*jo^^  j^pr-i  ^  Qj^  p^ç  trouver  parle  pre- 

fnier  Problême  toutes  les  autres,  difièrentiellèsde  h  fuite 
infinie,  où  Texpofant/ — i  demeurant  le  même ,  les  expofâns 
de  x  vent  en  augmentant  de  fuite ,  ou  en  diminuant  d'une  n^ 
ce  qu^il  faut  auin  entendre  de  chaque  ^uire  fuite  oùl'expofant 
^—  2,  ouj> — ^^3^,  ott^-»-  I ,  ou^H-  2,  &c.  demeure  le  même, 
i;*y  ayant  de.  changeriient  que  dans  les  expofans  n  de  la 
changeante  x  hors  duègne  qui  augmentent  ou.dipihuenc 
de.  dite  de  w.. 

734.  La  dififerentîèlle  generalp  peut  être  compofëe  de  plùfîeurs 
grandeurs  .complexes  fous  diiSèrens  fignes,  multipliées  les 
«mes  par  les  autres,,  par  -exemple  xF''^^dxK^'^H'^*\  oit 
iC  c=  ^  H-  ^x"  -4-  cx\ècc.  l  ^  e.  -♦./at"  4.  gjt*"^.  &c.  &  de  çlus 
r^Syt  repréfentent  chacune  de  fuite  tous  les  nombres  entiers 
pofîtifs  êc  négatif»  y  comprenant  zéro  ficrunité.  Or  pour ^ 
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q^^^n  ait  les  intégrales,  données  d'aqwpÇi<Jc>difbrjÇMÎcllesj 
de  fuite  coniprifes  daos/cette  expjeffion  gçnerale  ^  qiji^il  y.  a 
des  termes  moins  deux.dansles  deux  grandeurs  complexçs,^ 
*  c'eft»à.dire ,  deux  y  quand  les  deux  grandeurs  complexes  fqnt. 
charooe  an  binôme  j  t]:x)is ,  quand  Tun^eiçft  bippme&:  V^uçi^. 
trinôme  y  quatre,  quand  les  djçux  /ont  trinopies  y  8f;;îiififi  4ç 
foite  y  on  pourra  toujours- par  le  preHiiei"  &  le  feeoja4  ^^*Vi 
blêipe  trouver  les~integraks.de  toutes  Ies^^^tr^  4^i9rerçn-% 
délies  eomprifes  dans  ki  difiêrentielle  générale ,  c'e(l-à-dire* 
dans  lefquelles  m^n^p  ^q  y  ont  les  mêmes  valeurs^  &  qui  ne. 
différent  entr'elles  que  par  les  nomb^e^f^etidersipo/îi:!^^ 
négatifs  que  peuvent  reprcfentér  r,$yt.  "       '      *  ^ 

%X3VV  O  S^I  t  ION.    O  U    T)  E  M  AN'bi.  '   '^'^ 

N  a  déjà  dit  qu'une  différentielle  quelconque  dx  x  x*  x 

<r-i-i.v"-»-fx*"V  ôûc,  où  il  n'y  a  qu'une  changeante ,  pouvoît' 
être  reg^dce  comme  Tclement  de  l'âfre  d'une  courbe' dénf 

la  coupée  eflt  l'a  changeante  x  .  rordonriée  eft'x"*  x  a-i-  iJe^ 
4-  &c.  &  la  diflèrèntiéllé^ft  le  produit  dô- l'ôrd&nnée  partial 
difl^rence  dx  de  la  coupée.  Quand  les  élemens  de  l'aire  de 
d'eux. courbes  font  égaux ,.  les  aires  de  ces  courbes  font  égales:: 

7*3  ^*  Le  changenrent  d^ne  dîflferenti^llô  en  uneiutre  •dont  lh*nJ 
çegrale  fera  égale  à  l'intégrale  de  la  première",  Vappellcra  'la 
transformation  des  différentielles  comme  auflîMes  courbe^ 
&  la  fecoode  fè^  nommera; la  transformée  de  la.prbnueisL.  o 


''A;  ?  •    .  "    V    .»     '     5    '  '     .'H  -[    4)  .  ^f 


PROBLEME     Iir.      ^ 

StTU  LA.  TRANSJOHMATION  DtS  Dtf  FÈ^ÊKTlB£ti£^  -  > 

ET     D  E  S.,Co  U  R  B  1  S. 

737*  ^  N  E  différentielle  étant  donnée  ,  la  transformer  en  telle  dufri 
qu'an  voudra  qui.foit  Pélerhent  it  Vaihèhmi  ceufht  iyilè  à 
îaire de  la f  réméré.  .  '     \  .  ^  .  :    .  1  *.  u^in 

RE  s  o  L  UT  IrO-H^    .  -,      r      . 

Il  n^y  a  qu'à  prendre  une  not^reife  changeante  u  en  tel 
raport  que  l'on  voudra  avec  la  changeante  x  qui  eft  la  cou-' 
pce  dans  la  dîflferéntîelle  donnée  ,^&  fuppof^r  qu'elle  cft.  la. 

Oo  uj. 


o  .«, 


•  u 


/ 
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coupée  de  k  courbe  transformée  j  trouver  la  valeur  de  U 
première  coupée x^  &  de  la  première  ordonnée^  exprimées 

f»ar  la  nouvelle  changeante  u  de  la  féconde  coupée  j  prendre 
a  difference  de  cette  nouvelle  coupée  u ,  &  faire  une  pro- 
Î>ortion  dont  II  différentielle  du  de  la  nouvcfle  coupée  foit 
e  premier  ternie ,  la  difFerence  âx  de  la  première  coupée  x 
è6  Ton  ordonnée  exprimées  par  la  nouvelle  changeante  u^  le 
fccpni  &  le  troifîéme  terme  ^  &  le  quatrième  terme  fera 
Tordonnée  de  la  transformée  j^car  le  produit  des  extrêmes 
fera  Tçlement  de  Taire  de  la  transformée^  &  le  produit  des 
moyens  eftrélcmentde  la  propofée* 

On  a  p^^^xetnple  la  diflfèrentielle  ^Jpy^,  qu'il  faut 
regarder  comme  l'élément  de  l'aire  d'une  courbe  dont  x  eft 

I.»  cpupée ,  &*  Iqpîi?  l'ordonnée.  On  la  transformera  en 
une  pmtrecav'rbe  dont  l'aire  fpit  égale  d  la  première,  &  dont 
h  coupée  foit  u ,  en  fuppofant  que  x"  =  »  eft  le  raport  de 
kiprenùere- coupée  à  |a  féconde  }  ce  qui  donnera  xa=:«  »  ^ 

x-««'-^rfx==i«^-'^«i&|5^=.|^ji.  On 
fera  enfuite  cette  proportion  </«.  A- C;  «  ~  'du)  •  •  f^îi 
(af»ri) • -r-ssŒs  î  «c  quatrième  terme  fera  l'ordonnée 

4e  la  transformée ,  puifque  l'élément  de  cette  dernière ,  qui 
efl:  le  produit  des  extrêmes,  eft  égal  â  celMÎ  de  la  première» 

qui  eft  le  produit  des  moyens  5  &  -1~-  du  fera  l'élément 
de  raipQ  àfiM  transformée  j  &  l'aire  S,  --jL^rT-  du.àc  la. 


!•>-  I 


transformée  fera  égale  a  Taîré  S.  jipTj;  dx  de  la.  propoféer 
73  8*  L  On  peut  aiî(5{  ce  qui  abrège  fouvent  le  calcul  )  faire  ki 
proportion  en  mettant  pour  premier  terme  la  différence:  ^j» 
de  la  nouvelle  coupée  exprimée  par  k  changeante  x  5  pour 
fccond  &  éroîfîéme  terme ,  la  differentrelle  dx  y  ic  Tardonncc 


a***-' 


TF  j  ^'^  quauiéme  terme  qui  eix  viendra  fera  Tordon- 


J 
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Bée  de  la  transformée,  qu'il  faudra  exprimer  cnfuite  car  lâ 

changeante».  •  ■    ..  : 

Dans  notre  exemple ,  où  «  =  x%  la  proportion  fêta  du 

^nx'-Ux.  dx  :^;^^  .  „^^^t^,  Subftituant  «  à  kl 
place  de  jf-,  rordonnce  de  la  transformée  fera  — A.^ . 

&  la  différentielle  transformée  fera — ==zdu.   '■ 

^^''nx-T+H  '^^  =  I ^  :^^  du  ( en  fuppofant  que  (a  j 
eft  le  quarré  de  l'hyperbole  équilatere  ^  c'eft-à.dire  qu^ 

eftr'éfeL''nr^*^^^^-î^î^'î"^u="\'  f.=  iCi^i»«i^A)  non.. 

citiejemcnt  "du  quadrilatère  hyperbolique  i?7// multipMé  xlvii. 
par  1,  &  i  X  S.  !==</#  èft  ce  quadrilatère  même  fuppofé 
connu.  Ainfi  l'intégrale  de  la  différentielle  prife  pour  exemr 
^'®  7+T^  ^  >  «ft  <^gale  à  l'efpaice  hypêï'bblfqueTèntïe  Ici 
afymptotes  P///de.I*hyperb6le  équilatere  multiplié  j^âr'i.- 
L'on  peut  enfiiite  faire  uœ  table  ou  tent  toutes  mar* 

quées  les  intégrales  des  differentrelles  ^  dx  ;  '^^  dx, 

KG.  qu'on  trouvera .  facileménr' par  le  premier:  Problème  *,  *7ii,7tu 

©tt  par  lès  formûfcs  dés"  articles  674  «c  é^j  3.  en  fijppofanc  ^  '"^'^'■ 

conaue  la  quadrature  de  l'aire  hyperbolique  $.  ^^  du. 

m 

ÇOROLLAIR   E.  

.  - .  ^  i>««t  par  Te  moyen  de  ce  troifiéroc  Pro|)iame  faire  en 
forte  que  les  expôfâns  de  la  nouvelle  changeante  u  rfap/fë^ 
wmes  de  la  grandeur  compleice  de  la  differentielle  trafts', 
formée ,  foîent  en  telle  proereffion  arithmétique  que  fort 
voudra^  &  quils  y  foiént  même  négatifs.  ♦ 

,  Par  exempte  on  peut,  rapprter  lès  dîflferentîelles  partjjju- 
lï'eres  i  ces  exprefllons  goncralei  yi/'i  jc^^fcg  n  â^J^^^^-\ 

-►&C.  3'.  *''dx^a^àx--^cx'^6cc:y(  /^rx--*''<rx^^f' 
«  A  4r  /  X»  -».  Kx^-    ^  &c;  Pour  foire  en  forte  qiae  dans  le* 
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termes  des  grandeurs  complexes  des  transformées  les  expoJ 
fans  (le  u  foient  en  une  telle  progreffion  arithmétique  que 
J[>pn.  voudra,  que  Ton  pourra  marquer  par  Ij  i/,  3/^  &c.  en 
donnant  à  /  telle  grandeur  que  Ton  voudra,  il  n'y  a  qu'à 
iuppofer  x"  ===«*,  u  marque  la  nouvelle  coupée  5  cela  don- 

^era  «  =  x  * ,  &  1/»  =  f  x  *  ""    dxi  on  fera  enfuite  la  pro- 

portion  dont  du{^K  ^^   ix)  fera  le  premier  terme,  i^x  le 

fécond  j  rordonnce  x™  x  ^  -♦-  bx^  -h&c.  le  troîficme  terme  ; 

le  quatrième  terme  fera  |^x* """*"*  x  a^bx""  ^  &c.  on  fut»-» 
ftituerà  dans  le  quatrième  terme  la  valeur  de  x  en  i»  ^  £c 

Ton  aura ^u      "      x  a-^bi^-^cu^    h-  &c,  pour  Tordon* 

I  m  •♦■  1  —  n  j 

liée  de  la  transformée,  &  j-»      '^~' du  x  a-^bé  -4-  cu^ 
H-  &c.  pour  la  différentielle  transformée.  On  trouvera  de 
même  les  différentielles  transformées  de  la  féconde  &  trôi- 
fiénsedifïèrentielle.,  en  mettant  u  âla  placç  dç  x^  ^Lsjtic* 
i  k  }^ce  dé  ^^  &  /  a  la  place  de  n. 

'  Poitr  rendre  négatifs  les  expofans  n  dès  termes  des  gran- 
deurs complexes  de  trois  .ilifferentielles  générales,  il  n'y  a 
qu'à  fùppofer  ~  =  x"  * .=  iBf ,  ce  qui  donnera  dus=^—xdx} 

x-F^^^^^^îs^-s  •*:■'=:  «""5  &  en  faifant  la  proportion, 

dont  Je  .premier,  ternie  (er^  du^^^jT^dx}  Ip  fccofid,  dxv 
le  troiîîéme .  l'ordonnée  de  chacune  des  trois  différentielles  ; 
le  quatrième  terme  fera  l'ordonnée  de  la  transformée,  dans^ 
laquelle  mettant  la  valeur  de  x  en  «,  on  trouvera — «""""^  x 

a^bu^""  H-r»""*"   ^  &c.  fc  la  différentielle  transformée 

féra^^)ï""""^iite  X  /^rj-i»-"  H-  &c.  Il  n'y  a  q^w'a  mVttrçt 
ddijàs  la  l^gnde  Ôc  la  troifiénie  différentielle  générale — 735?  -^  i! 
4  la  place  de  w,  &  —  jî  à  la  place  de  «i  &  Ton  aura  les 
transformées. 

Sans  changer  la  valçur  des  transformées,  on  peut  rendre 
pdfitîfs  les  e:çpoûns  rtègatifs  -—  n  qui  foht  fous  le  fîgrie ,  tn 
nippofant  que  rindéterminée  r  marque  lé  nombre  qui  mull 
tîplie  n  dans  ie  der&i^  terxne  de  la  gr.andeur  complexe  ^ 
fîçavoir  i  dans  les  graadeur,s  binômes,  2  dans  les  trinômes,  ^. 
dans  les  quatrinomés ,  &c.  &  l'on  aura  —  ^m.frnpVi  ^ *  ^ 

au  '"4-^15* '•"""-4-^»'''""  *'  -H  &c.  pour  la  tràhsforniée  dé  la 

première 
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première  différentielle  générale  $  —  ^„v,np-H,nv\  </«  x 


^P 


•^-  &c.  pour  la  transformée  de  la  féconde  différentielle 
générale  x „^.,.^^.„«»t  *^^  *  '*«"'  **-  ^«'°'*°  -h  f  »"""' 

4-  &c.  X  i?ir»  M-/**""""  H-  g*"*"*"''*  H-  &c.  pour  la  transfor- 
mée de  la  troifiéme  difFérentîeUe  générale  ^  /dans  la  féconde 
&  troîfîéme  différentielle  marque  le  nombre  entier  qui  mul- 
tiplie Texpofant  u  de  la  plus  haute  puiiTance  de  u  dans  là  fé- 
conde grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  fîgne  i  dans  lafe* 
"»  conde ,  &  fous  lé  fîg«e  ^  dans  la  troîfîétne  différentielle. 
740»  On  remarquera^  que  quand  on  rend  aînïî  \ts  éxpoians  n 
négatifs,  l'on  trouve  une  ordonnée  négative,  ce  qui  marque 
que  Taire  de  la  courbe  transformée  éft  du  côté  des-  ordonnées 
négatives  j  &  fî  la  coupée  de  la  propofée  &  celle  de  la  trans- 
formée  font  une  même  ligne ,  &  que  Taire  de  la  première  foit 
fur  la  coupée  depuis  fon  origine,  Taire  de  la  transformée  éga- 
le à  Taire  de  la  première ,  itera  iùr  le  prolongement  de  la  cou^^ 
pée  de  la  première  courbe^ 

K  E  èA  A  K  o^Xj  t  t^ 

I. 

t)è  l'on  explique  l'ujâge  des  trois  P^roblèmes  qui  f  recèdent. 

741*  C  Es  trois  Problêmes  fervent  i  ïéduîre  Tîntégràlè  d^unè 
.  différentielle  qui  n'a  qu^une  même  changeaftte ,  qu'on  ne 
peut  pas  trouver  exaâe  par  les  méthodes  de  la  première 
feaion,&quî  eft  Télement  d'une  courbe  compofée,  â  être 
finie  par  la  fuppofition  des  reâifîcations  ou  des  quadratures 
données  des  levions  coniques  quand  cela  fe  peut  ,  ou  dû 
moins  d'autres  courbes  plus  fîâiples  que  celles  dont  la  diffé** 
rentielle  eft  Télement.  Pour  le  faire  concevoir  clairement  > 

— — T—  ^ 

on  prendra  la  différentielle  x'^dx  x  a  -4-  bx^  *  reprèfentée 
par  x'^dx  X  rf  H-  bx""  j  ainfî  w  x=  9  ,  «  =  4  ,  ^  ==  1,   lO^   Il 

faut  lui  trouver  par  le  troifième  Problême  une  transformée^ 
où  Texpofant  de  u  fous  le  fîgne ,  fbit  1  ^  &  Ton  trouvera  que 

fa  transformée  eft  jn^du  x  a-^fu^  *.  Or  l'élément  de  Paire 

de  l'hyperbole  équilatere  eft  *  (8)  </»  x  ^4«  -h  si»  ^  ^  ainil  fup*  *  6^t 
Tome  JI,  P  p 


X;98  Anal^yse    deh^^o  n  t  h  e'e; 

pofant  que^de  la  transformée  eft  égale  i  aa  de  Térement 
de  rhyperbole  ,  &  que  A  ==1.  j  il  faut ,  1°.  par  le  premier 
Problème^ ou  par  les  formules . 6 94&  69  5  ,  trouver ,  cet  éle*. 
ment  de  Thyperbole  fuppofé  connu ,  les  intégrales  de  u^du  x 


t  I 


4Hh7î*  ^,  de  M^u  X*  JhTïS*  *..  5^..  H  faut  trouver  par  le- 
fécond  Prc^ême  avec  llntégralfe  de  a^du  x  ^-*^^«^*^Hnté-. 
grale  de  ^^du  x  n^bu?-  *■'*'  '  ,&enfuitede  n^dftna-^  hu^  ^ 


x*i 


^ ,  &  multiplier  cette  dermcre  par  le  coéfident  f  de  lat 
transformée,  &  ce  fera  Pin tégrale  ou  raîie.deJa.tj:aosfor-. 
ipçe  qui  eft.éçalç^à  l'^Vç. de  la  propofée,. 

5R4.-2*-.     On  peut-par  le  moyen  dû  premier  &  dû  troîfîéme  ProblÊ*-* 
'  '     me  ,  comme au/Iî  par  les  formules  des  art.  694,  69  j  ,  fairer 
des  tables  (  cpmme^on  Ta  fait  voir  à  la  fin  dû  troîficme  Pro- 
blême )  ou  (biept  toutes  formées  les  intégrales  des  différen- 
tielles dont  la  grandeur  complexe  binôme  outrinome  a  le 
figne^«-£^  &  qui  font  finies  en  fuppofant  la  quadrature- 
des  feâions- coniques.  On  voit  des. taole^  de  cette  forte  à 
lâ  fin^  du  Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de  M"^  Newton^, 
fif  quand  on  trouvera<une  différentielle  que  Ton  pourra  ré- 
duire à. quelqu'une  de  celles  des  tabies^^on  en  a!»ra  l'iJatégrale 
par  le  nvoyen  de.  ces-  tables  :  &;  quand  le  figne  p  dé  la  gran- 
deur complexe,  des  différentielles  que  Ton  trouvera.. dans  la: 
réfolution  des  Problêmes,  fera  plus  élevé  que  le  figne  {, 
wais  qui  pourra  s*'y  réduire  en  le  aîmînuant  ou  l'augmentant 
fuccçflivementd^une  unité,  on  pourra  achever  de  trouver les^ 
içtégraie.s  de.  ces  ^flFçreptielles  par  le  fécond.  Problème. . 

1.1  I:. 

Qà  l* un  fait  voir  l^ étendue  du  troifiéme  Problème. . 

74  J^'  Ere  troîfiérae  Problême  delà  transformation  de^différen:». 
tieltes  &  des  courbes  eft  de  grand  ufage  dans  la  réfolution 
des  Problêm^^}  i?.  îtpeoc  fçrvî*  pour  trouver  une irtfitMfé  dé. 
valeurs  approchées  de?  intégral e5<le  temte;  les  différentielles . 
dont  on  ne  peyt  trouver  \t$  intégrales  exaûes  j  car  il  eft  évî-_ 
d^nt  que  Ton  peut  trouver  u a  grand  nombre  de  différen-. 
tiçUçs  tcansfopçnées  de  ces.djffcreadeJiles  ;  &  cholfiSnt  les 


Il  ï  V  XX    VÏIÏ,  ^99 

i)lus  fimplcs ,  comme  auffi  celles  qui  donneront  Aqs  fuites  oà 
les  termes  aillent  le  plus  en  dîmînuant ,  on  pourra  trouver 
par  les  méthodes  du  Problême  de  Part.  1 7  5  .^  dont  on  a  fait 
voir  rapplkratîon  dans  la  deraicre  fedlîon  de  la  féconde  Par- 
tie ,  les  intégrales  approchées  de- ces  transformées^  lefquel- 
lits  feront  auffi  les  intégrales  Ats  différentielles  dont  elles  foift 
les  transformées. 
y44^  2.^-  Il  peut  fervîr  à  réduire  tout  d'un  coup  des  diffiéreti- 
tîellesfort  compofées.,  ou  qui  appartiennent  à  des  courbes 
des  genres  bien  élevés  ,  à  des  diffcrcntielles  qui  foient  les 
'clémens  de  la  quadrature  àts  courbes  les  plus  fimples  ,  ic 
cela  de  beaucoup  de  façons  ^  que  Ton  ne  peut  apprendre 
^qu^en  faifant  foi-mênie  beaucoup  d'ufage  de  ce  iProblême. 
On  en  mettra  feulement  ici  quelques  exemples  pour  faireeoi^ 
ïrer  les  Leâeurs  qui  commencent  dans  ces  ufages^ 

La  différentielle  négative  '         5  dx  ^  qu'on  peut  regar^ 

<ler  comme  Pclément  d'une  quadrature  de  courbe  dont  * 

«ft  la  coupée,  ï/xia  différence  de  la  coupée,  &  =3;  Pordon* 

liée  peut  fe  réduire  tout  d'uh  coup  à  la  quadrature  (lippofée 
de  Paire  du  demi-cercle  S^  du  x  Virû-^^uu  y  en  fuppofant 
pour  trouver  la  traftsformée ,  que  xx  =  -  ~-^^-^  ce  qui 


-^fr 


■donnera  x  =ssz  -  Virm  —  uuidxtss:     —, du  3  &  Pordoni. 

#  u  uYiru — un 


tice  —  r:  =  —  — ;^*--^  ;  oC  irailant  enfuite  k  propon. 

tîon  da  tfoifîéme  Problème  ^du.  dx  (~==^  :  :  E"^^'''* 

\uy3^u — mi/        Ht 


XX 

/— irttfi-+-ii^\       jjfu — uu  ■  '» 

i; jz )  •  _  «!=r  V ir»  -^uu^on  aara^  duvxru'-^uu 

^        ^  ^     Yxru  —  uu 

pour  la  différentielle  transformée  de  la  propofée  j'  &  S.  du  x 
^zru — uu  exprimera  Paire  du  cercle.  ^  *  ^oiv 

La  différentjelle  |  x  JxV^h-^x"  ^  dans  laquelle  djt  fera 
tegardée  comrte  k  dîlfêrettce  de  k  coupée  Xyict  Vd  4-  lij? 
comme  Pordonnéê ,  peut  fe  réduire  à  la  quadrature  fuppo^ 
fée  de  Phyperbole  ou  de  Pellipfe  S.  —  dux  V6^-auu^en  fuô. 
pokm  pour  trouver  la  transformée  ^  que  ^r  ou  x"""*  «=  «  »  j 

'    X 

P  H 


^OO  A  N  A  t  T  S.E     D  K-M'O  NT  R:  e'E*. 

ce  qui  donnera X     *   =  #  j  x*    =  «-'  j.  jç*  «ss  «•*  j 

-^  4  «X      *  ""'  </x5&  faifànt  lâr  proportion  ^«(i — .{nx.     *  °"  Vx^ 

.  ^x  ::  i/x"^  X v^HrïS?  «if  X*  x  v5-ir^x*  j,  &  fabftîcuant 

dans  le  dernier  terme  la  valeur  de  x  co  «  ,,on  aura.^  «"^  x 

yiù-^auu'^  &c  multipliant  par  d» y  on  auca  Ja  transformée 

^u'^dù  H  VA-^  au^.  Or  en  fîippofant  connue  S.  —  li»  x: 

^^  -H  au^  ^  ou  trouvera  par  le  premier  Problême  Tintégrale- 

de  zr^W^du  X  ^k -*- 4»' ,  qui  fera  égale  à  Tintégrale  de,là.. 
propofce,. 

Si  làr  diffërentiellë  proporéeax"'î/xx^-+T^x'' *^  avoir  eui 
pour  expofànt  du  figne  un  autre  nombre^  plus  grand  quef  ^ 
on  auroit  pu  fuppoier  cet  expo  fan  t'=;-2^ ,  &  après  avok 
tfpuvé,  ,.çorpme.  on  le.  vient  de  marquer  ,,  TiMégrale  de:: 


1^ 


*vv""'-  X  itr^h^^'y  an.ti::ouvercût  par.  le.  fécond  PtoblêmcL», 
avec  cette  iùtégrale  fùppofée^xejlerdeaxr^t/x.x  ^-h  ^x" 

pourvu  que  rexpofant^'  fe  puiile  réduire  à  j  ,.en  augmentaar. 
Qu  difnîouaot/>  d'tiJO  nonsbrc,  entier  qu^dcpaque., 

J^5^       30-, Toutes^ lÈsdiflfcrentîelles^cpmme.a^x  x.  JhkSc^""  *  ^^ 
ayant  deux  parties  ^fçavoir  la  difTéxeoce^x  de.  la.chan-. 

géante  X  ,  &  a  xa-^bx"^^^  j  il  eft' évident -que  pourvu  qwcr 
u  première  &  la  fècpnde  partie,  d'une.  diâTérentiéile  foienc 
les , extrêmes  .d  •une  proportion,  &  là  première  &  la  féconde; 
partie  d'une  awtrô. dîffcreatiellle.eja  foient  les  moyens^  Tune- 
ce  ces  différentielles  ièja  toujours  égale  à  Tautre. $.&  par 
conféqueiit*  l'une  fera  la-  transformée  de  l'autre ,  &  rintd- . 
îrale  de.  Tu^ie  fera  égale  2^  Tîntégrale .  de  Tâutre, .  Or  une  - 
[iffëfèntieUe,  peut-être  l'élément  de  l'aire,  d'aune  courbe  de 
différentes  manières  ,  par;  exemple  une,  différentielle  peut., 
esc'prîmerrlèreftangle  infiniment  petk  ,  dont  rûrdonnéeefl. 
Iç  pluç.  long  côté.,.&  la.  différentielle,  ^x.  de  Ja  cpupéexefk 
la  bafe.  infiniment  petite  «,  une  différentielle  peut  aufli  ex^ 
prîmer  le,  triangle^  infiniment  -  petit  >  qi^i  eft  .l^élèment.de  • 
fîaîre  d'une  courbe ,  dont  les  ordonnées  partent  d'un  même  - 
point  >elle  peiic.de:même  exprimer  le.  quadrilatère .infioii. 
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ment  petit,  qui  efl:  rélémenc  de  Taire  cTùne  courbe  qui  peut 
être  conçue  partagée  en  quadrilatères  infiniment  petits , 
&  ainfi  de  tous  les  autres  élëmens  de  Taire  des  courbes  ^ 
quelquefigurequepuiflent  avoir  ces  élëmens.  Cela  fuppofé^. 
le  Problême  de  la  transformation  des  différentielles  &  des 
courbes  n'eft  pas  borné  à  transformer  une  courbe  dont  les 
élémens  font  des  reâangles  ou  des  parallélogrammes  infinie 
ment  petits,  c'èft-à-dire,  dont  les  ordonnées  font  parallèles 
en  une  autre  dont  Taire  fera  égale  à  Taire  de  la  première ,  & 
qui  aura  auiïï  Ces  ordonnées  parallèles  j  mais  il  lert  encore^, 
tn-ansformer  lesr  courbes  dont  les  ordonnées  font  parallèle$^ 
en  d'autres  ou  elles  partent  d'un  même  point  ,  ou  dont^ 
les  élémens  de  Taire  auront  telle  figure  que  Ton  voudra^  & 
à  transformer  les  courbes  dont  les  ordonnées  partent  d'un 
même  point  en  d'autres  qui  auront  les  aires  égales  â  Taire- 
de  la  première  ,&  dont  les  ordonnées  partiront  auflî  d'unt 
même^poiht ,  ce  quffait  voir  la  grande  étendue  du  troifiéme; 
Problême  :  on  en  mettra  feuleuient  un  exemple. 

Par  exemplêoB  peut  donner  pour  transformée  à  la  difTé-;^ 

«entîèItè,ajc?'°""Vx  xa^ éx^" * \. h\  différentielle  —  du  x^ 
n  ,         .,  qui  eft.  Télément  d^un  feûeur  d'ellîpfcL^»   x 

vT—  h  t*  ^^'^^  ï^  fômmer  eft  au  centre  de  Tèllipfe ,  rijultri' 
plié'par  =^\  eniUppofantrVÎ^^^sss*  i  ce. qui  donnera  ,</» 

—idaCf^dM    .         l        — 1  ,„         a.     n  a  — «B* 

xT^  «  ^  X  V^^  «.  X  Vzb--^  abu"- .  :  Fâîfant  enfuice  Ù! 

»••  •■^  Qm  '  . 


groportïon-dtr}*  Problème .4JI  f —  '.   x  ■^_^^u       ^V 


îi-i 


»AX  :: — — —.  »•— ».  ■■  ,  ■ 


a. 


tf-bi;f'-  a^xi"       ^-^-^xH 


^i&:  fabfti- 


tuant-  dans .  lé .  4e -terme  là  ;  ▼ale'n"^^'— r—-;  »  =ss  «r  -,  &  cenè 


a-i-èafi 


1a- 


et  a^bx"" ,  &  celle  de  x*   ,  &.rattkîpUao«  pa'r  lé  premiee^ 
terme.  <^«  la.  quantité  qui  naîtra.. des  fubftitutions ,  l'on 


3  Oi  A  H  A  L  T  s  E  .   O  E  M  O  N  T  K  e'  E. 

'         la  dîflFcrentîelIe  transformée  ^  du  k     -^       .  ,   =  r^  '  ^ 

*  ^08,  — pr™===r.  Or     ,^  ,       ,7  eft  la  yaleur  *  d'un  feâeur 

elliptique  tAfintment  petit  dont  le  fommet  eft  au  centre  de 
l'ellipre  jaio£  l'intégrale  de  la  transformée  fera  égale  à  Taire 

du  fcâteur  entier  S.       ..^  * '^ ,  multipliée  par  =^.  Ce  fera 

au(C  l'intégrale  de  la  propofée  qu'on  a  réduite  à  k  quadra- 
ture fuppofëe  d'un  feâeur  d'ellipfè. 

Si  l'on  veut  avoir  le  grand  axe  de  cette  ellîpfc  avec  (on 

Kramétre ,  ( ce  qui fuffit  pour  la  décrire  par  Tartîcle  3  6* i ,) 8c 
xpreiïlon  de  fon  ordonnée  ,  il  faudra  fnppofer  Télémenc 
d'un  fedeur  d'ellipfe ,  qu'on  a  trouvé  dans  Taxticle  608  ,s=s 

^  '  ■  ;  —  ,  en  nommant  2^  le  grand  axe  ,  f  ion  para- 
mewe  ,  &  V^p—p^  Pôrdonnce  j  il  faudra,  dis-je,  fiippofef 

cet  élément  égal  a  l'élément  — -'^^^^^  >  ou  bien  ^  pour 
ôter  l'équivoque  que  eauferoit  a  prîfe différemment ,  on  nom* 
mera  ir\e  jjrand  axe  de  rdlîpfe  ^  &  Ton  aura  •—==========: 

^  '  *       '  xVtt*p — xrftm 

=ac  —7  ■^^^j'fc  prenant ir&f  pour  deux  indéterminées^ 

il. fiiudra  en  trouver  les  valeurs  exprimées  par  s&ci ^  par 
îè  moyéh  de  Téquatiôn  précédente  ,  &  Ton  aura  d^abord 

ppr^  X  a^  ^—  ahu  «s  aa  x  ipr^  -^  tpruu  ,  qui  iê  réduit  à;; 
^bpfi  —  abpr^uu  :=o  zaarr  —  laa^iv  î  &  fuppofani?  a^,^r^ 
s=î:  izarr  ^' &c  aipT^tm 't=^  laauu  ^  la  première  équàcron  don:^ 
nêra7>.=  1^ ,  «c  la  feconde  />  =^  JrS  ==*=  î7  >  P^^  conféquent 
r)*  =  t .  aînfi  la  moitié  du  grand  axe  de  Tellîpfe  dont  on  a 
trouvé  Télément ,  eft  r=  V^-,  mettant  cette  valeur  de  r 
dans  ^  =  --  ,  on  trouvera^  =^W^  =  ^^  *  ^^^  *^  ^^  ^^ 
leur,  du  paramétre  de  la  même  ellîpfe  :  mettant  ces  valeurs 
ÀQ  r  Uàt  p  dans  l'ordonnée  Indéterminée  de  Teflïpfc 
^prr  —  puu^  on  trouvera  V^  ---:  ^uu  pour  Tordonnée  de  la 

«lêmeellîpfe  dont  le  fcdeur  S.  ^^^^-1^^ multiplié  par  •=4^ 
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eft'  là  valeur  de  l'intégrale  de  la  différentiel  le  propofée ,  ïc 
dont  la  coupée  efl  4^. 

On  peut  avec  cette  intégrale  fuppofée  trouver  par  le  pre- 
mîér  Problème  lès  îhtcçrales  des  différentielles r-rr. 

CX*°"   dx       dx*-  "   ^AT 


_--     — — rnr  ^  &c.  de  ks  mettre  dans  ;uoe  i»blé  è  •   :  . 

côté  de  leurs  différentiel Içs  :  &  fî  l'on  avQÎt  d'autres  dîffé^ 
rentiellcs  fêmblables  ,  où  Texpolant  du  ligne  />  de  la  gran- 
deur côraplexç  a-^  bx^^  fôt  un  nombre  entier  pofitîf  on 
négatif  différent  de  rahîté  négative  7^  îi^^quîeft  r^xppfaht 
de  la  grandeur  complexe  des  diiFérencielles  p^récédentesf ,  il  e|i 
évident  que  l'on  en  trouveroît  les  intégrales  par  le  feconcf 
Problême  par  le  moyen  A(^s  intégrales  luppofcçs  des  diffé- 
rentielles précédentes  j  &  Ton  pourrort  jiufÈ  mettre  ce.s  ^^Atéi 
grales  à  coté  de  leurs  différentielles  daps  une  tabler  :  /  V^ 

746*  ,  4^..0n  peur, par  le  même  Pjroblê.nje  d^tmner  ji^  di^çres^ 
tidle^.,^yjc>  la  transformée  'y^^^(  qftî  eft.l'él entent 

d'un  fedeur  de  cercle*  où  Ai  eft  pris  pour  Tunké  arbiiiraire  *  ^07; 
qui  eft  .ajifli  ;  le. ,  diamètre  du  cçTclc .  ^  ) .  .en  fuppQf^pt  .^  f=^ 

rii  — ^^>  car;  on^a^ra^  \Jxx^bh'r-^  [rw^^'l 


ijf^SF3pxx 


;=  (  etofubffituant  la:valcarde  x  )  -^     "  ,">  v  &  ûftttltlplîafi*: 

ce  4«  terme  par  le  premier  rfir  ^.on  aura  *^.  4f .  x  ■■  .n  m  ir  . . 

qui  eft  l'élément  d'un  fcâeur  die  .cercle  ronîti'plîiè  pa/la  con^ 
ftante^ — ^,  qutl  faut  encoré;multiplfer  pàr^^aiw  li-^p. 

{>o{itîon  qu'on  premdir  ppuri'ncdtcafhitFaire,  &  ctê  plus  pour.- 
e  diamètre. .  .      V 

747*      î^'  Enfin  îf  pourra^  quel qtrcfôîs  arriver  <jpe  Iç'/troîfiéme 
Pjroblcmede  lac  ransfçrmatîondés  différentielles  op  des  cçùr-^ 

bes  ^fera  trouver  une  différentielle  transfornîée  W         ^^^- 
întégrale  exade ,  ou  une  courfc^>transfpripré^  ,..  donV  Ja^xi^uài 
drature  fer^  exaâe  ^. d'une  tdîffèréntîélle  propô/çe  ,  ou  d'une  * 
courbe  propofée  donc  on  ne  peut  pas  avoir  rîncégrjtleoa  Isu 
quadrature  ejude  par  Iqs^  métàoaes  idesiînçégrales^. 


3  ©4  Analyse    demontr  e^i. 

R£MAILQJ7£      IVt 

Oà  ton  explique  une  méthode  particulière  pour  trouver  les  inti- 

yrales  finies  des  différentielles  qui  fe  peuvent  réduire  à  la 

quadrature  du  cercle  ou  de  ^hyperbole  iquilatire. 

748#  \3Utre  les  méthodes  générales  pour  trouver  par  les 
quadratures^  ou  par  les  reâifkatîons  lupporées  xles  courbes 
les  plus  (impies ,  les  intégrales  finies  des  AifFérentielles  donc 
on  ne  peut  pas  les  trouver  exaâes ,  contenues  dans  les  trois 
Problèmes  précédens^  &  dans  les  formules  des  articles  694 
&  6  9  5 ,  il  y  en  a  <le  particulières  pour  les  différentielles  donc 
la  quantité  complexe  (  qui  eft  fous  le  Hgne  dont  Texpo^nc 
dkp  y  ou'on  fuppofe  ici  égala  ±1 1  )  multipliée  par  dx  & 
par  quelque  conuante  ^  eft  l'expreffion  de  Vêlement  de  la 
quadrature  d'une  des  ferions  coniques*  On  mettra  feule- 
ment ici  une  de  ces  méthodes  pour  les  différentielles  qui 
contiennent  rélément  de  la  quadrature  du  cercle  ou  celle 

Âk  rhyperbole  équîlatére  ^dx  x  aa:jf^x^ —  *  ,  ou  ^dx  k 

xax  qp  x^     * ,  appliquée  à  un  exemple. 

Quand  une  dinérentielle  eft  le  produit  d^une  grandeur 

complexe  ou  incomplexe  hors  du  figne  par  dx  ^  aaZ^xx     *, 


ou  pat  dx  X  zax^Lxx  * ,  comme  xax — xx  xdxx  Viax — xx^ 
10.  Cl  Texpofant  j  eft  pofitif ,  c*eft-à-dîre  fi  la  quantité  qui  eft 
fous  le  figne  fe.  trouve  au  numérateur ,  il  faut  la  réduire  au 
dénomîoateur  en  multipliant  le  numérateur  &  le  dénomi- 
nateur i  de  la  différentielle  par  Viax  —  at*  .  &  Ton  aura 

-■,.      ■■'  : —  i  Quand  la  quantité  încommenfurable  eft 

déjà  au  dénominateur  3  cette  préparation  eft  inutile. 

xo.  Il  fant  multiplier  le  numérateur  &  le  dénominateur  par  x 
bu  par  une  piiiiTancedex  quî.foit  telle  que  i'expofant  de  la. 
plus  haute  puiffance  de  .v  hors  du  figne ,  (bit  moindre  d'une 
unité  que  celui  de  la  plus  haute  pumance  de  x  fous  le  figne) 
(  cp  qui  eft  poifible ,  parcequ'en  multîph'ant  la^randeur  hors 
du  figne  parx  ou  une  puîflancedex  ,il  faut  pour  conferver 
ré^alité  de  ce  multiplicateur  commun  ^  multiplier  la  quan- 
tité 
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thé  qui  eft  (bus  le  figne  par  le  quarrc  de  x  ou  de  cette  puîf. 
fance  de  >r;  )  cette  puiflance  de  x  eft  ici  xi- pom  le  nuniera* 
teur ,  oc  ^^.pour  le  dénominateur  j  &  Ton  aura  la  différent 

ax  X  —  x^-^  xax'  ~  ï,  qui  n'a  point  changé  de  valeur. 
■3°.  Il  faut  partager  la  diiFerentielle  préparée  èh'  -parties; 

.cpmme  on  le  voit  ici,  x'  -^4rfxV 4^^?  ^dx  ^•^x^-^xax'  ~  ^ 

-    PremiçïePanic.^  ^  Seconde  Partie»    .. 

I  . 

é=s  x^  —  ^^;c^  X  àx  X  ^-^  AT^-I-  i//-t^  "  ^  —  ^'^x^-+-2i/^^x*  ik  rfx-Jf 

4»  ^  4  4.. 

'  •'     .      Troifi(«me  Pafiic:  '  • 

Quatrième  Partie,  ■Cinquième  Partie. 

;  11  Éi«t  faire  ce  partage  avec  ces<Ieu)cç(>ndî<îans.^  i^^.nqu'on 
puiffe  prendre  ri«tegrale  tlcl  chèque  ;partiç^  iî  ce  n'eft  de 
la  dernière  qui  eft  rdcment  même. d'un  fedleur  de  cercle, 

(^n  prenant  a  pour  le  rayon  )  —   ,  .        niuUiplic  par  i^^ 

&  qui  eft  fuppofé  canna  ;  .z^.  que  la  fomme  de  tes  parties 
foît  cgaJe  à  la  différentielle  préparée  tjui  eft  égalq  i  la  pro-i 
pofée:  ainfi  en  mettaiit  une  quantité  pour  faire  la  première 
de  ces  parties  avec  Je  figne  h-  ou  - — ,  jl  faut  dans  la  partie 
fuîvante  mettre  la  même  quantité  ou  une  quantité  équiva- 
lente avec  le  figne  oppôfé'  —  où  hh,  &  ainifî'de  fuite.  Lei 
Ledeurs.  verront  dajis  la  ptacique  qu'on!  va  <ioni>çr  de  la. 
méthode  appliquée  à  notre  exemple,  qi^*elle  faït  trouver 
certainement  ces  quantités ,  qu'il  Faut  mettre  fous  des  fignes 
oppofés ,  &  non  par  des  tentatives  :  c*eft  pourquoi  au  lieu  de 
leur  faire  trouver  l'intégrale  de  chacune  dQs^  quatrp  pre.^. 
jDÎeres  parties,  on  leur  fera  découvrir  l'intégrale  comme  (î 
le  partage  n'avoir  pa^  çrtë  ïait  en  Farfàirt  tiet  autre  partage 

A  première  Partie.  i 

naturel  de  la  différentielle  préparée  xVat  x  —  x's- i^x'' ""  ^ 

B  _  I.  c  y 

—  4^x^dx  X  —  x^  -h  lax'^     * .  ^  \a^i^dx  ^  —  a:^  -H  ^nx^     ^ 

Tome  11^  Qq 
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•t.4rfVixx —  x^-^iax^     '  sssx^dxx —  x'' -t- -x * x' "  t 

b ,_!  " r 

J^X^dx  X  X*-K2^X»      *  -4-44«*X*<6f  X   — X*-H  li«X*      "ïs 

On  fe  fervira  de  la  première  propofîcîon  fondamentale  pou* 
trouver  les  parties  de  Tintcgrale  que  Ton  cherche  5  on  regar- 
dera la  quantité  qui  eft  fous  le  figne  —  jc*  -4-  2/^ x^ comme 
la  changeante  ^  Texpoiànt  —  |  da  figne  comme  Texpo/ant 
de  la  changeante  5  ta  diflferentîelle  de  la  changeante  fera 
—  8  x^dx  ^xx  j  ax^dx  pour  A.  Or  pour  avoir  rîntçgrale 
de  A  ^  il  faut  augmenter  d'une  unité  rexpofani—-  i  de  la  chan- 

geante-~x'  -*-  iax7  ^  *,  ce  qui  donnera^x^^x  x  —  x*  -♦-  lax'^  ^  ^ 

&  ayant  priis  pour  divîfeur  la  différentielle  ^ —  8  x'^dx  h*  r  x)i 
7^  xVx  multipliée  par  l'expofant  —  r  -*"  ^  ==  t  >  ^^  ^^^^  ^i- 
▼ifer  la  quantité  qui  efb  hors  du  figne  par  le  divifeur  ^~  4x7^x 
•4-  7  axrdx  ,  &  Ton.  trouvera  le  quotient  —  \  j  ainii  la  pre- 

mîere  partie  de  llntegrale  efl  —  |  x  lax'^ —  x*  **  5  on  trou- 

vera  auffi  le  refte  -»-  2  <«  x*dx  x.  —  x'  -h  lax'  ~  >  j  ce  refte  eft 

}uftement  la  quantité  retranchée  pour  ùàft  la  première 
partie  du  premier  partage,  y  &  on  remarquera,  que  ce.  refbe. 
n'étant  qu'une  différentielle,  &  non  pas  une  intégrale^ il 

doit  êtremultiplié  par  — x*  -*r  idx'^  *  ^'  qui  eft  la  partie  fous 

le  figne  de  la  diflferentielic  ^  &  non  par  -^  x'  -h  lax 

qui  eft  la  partie  fous  le  figne  dç  l'intégrale  5  ce  qu'il  fâur 

remarquer  pour  les  parties  fiii vantes  3^1!  faut,  ôter  ce  refte 

de  U  partie  R,  &  il  refl«rapour  (B)  —  f  ^x^^^xx  —  ^^xa£  "  ^ 
qu'on  nommera  b. 

U  faut  à  prefènt ,  avant  d'opérer  fur  b ,  préparer  eette 
quantité  de  façon  que  Texpofant  de.  x  hors  du  figne  fbit 
moindre  d'une  unité  que  l'expoiànt  le  plus  grand  de  x  fous, 
le  figne ,  fatis  changer  la  valeur  de  b  j  £c  l'on  trouvera  (b^ 

^-^\ax^dxx — x^H^Hurx*       ^. 


r-z-TT37-f--=4 
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Il  £iue  opérer  funb  comme  l'on  a  fait  Air  A ,  c'eft.â.;.dîre  « 
après  avoir  réduit  b  à  —  |  tix^dx  x  —  x*-i-  i^x^"  *"*"   *"*"* , 

•  .  •    • 

&prîs  pour  divîfeur  |  x  —  (îx^</x H-  x  ^  loax^dx  =  —  jxVx 
•H  ^dx^dx  y  il  faut  divifêr  —  |  ^x^is/x  par  ce  divifeur ,  &  I'oq 

trouvera  le  quotient  •+•  i^i  ainfi  -h  i^  x  —  x^-i-  x^x^^  eft 
la  féconde  partie  de  Tintegrale  ^  &  Ton  trouvera  aufli  le 

reftè  -H  11  daj^dx  x — x^^iax^""^  i  d*où  Ton  voit  corn- 

ihent  fe  trouve  la  féconde  partie  du  premier  partage.  Il  faut 

.   oter  ce  refte  delà  partie  c,  &  Ton  aura(c)^  ^  a^^dx  k 

^—  X*  -4-  lax^     *  s=  (  c  )  -♦-  ^  a^x^dx  x  —  x^^iax^     ^  • 

Il  faut  opérer  fur  c  comme  Ton  a  fait  fur  Â  &  fur  b,  8C 
Ton  trouvera  le  quotient  — j^*5  aînfî  la  troificme  "partie 

de  Tintegrale  fera  —  |  ^«^  x  — »  x^-4-  lax^  j  Ton  trouver* 

auffi  le  refte  —  |  a^x^dx  x  —  x*  -*-  i^x'  "*  ^  sss  ~  |.  ^Uie/x  x 

—  x*-H  14X  ~  *"5  d'où  Ton  voit  comment  fè  trpuve.la  troî- 
ficme  partie  du  premier  partage.  Il  faut  oter  ce  refte,  c'eft-à* 
dire  récrire  avec  le  figne  oppofé ,  &  ce  refte  fera  -h  |  a^xdx  k 

—  X*  -♦-  lax  "  K  On  opérera  ifur  ce  refte  comme  Ton  a  fait 
fiir  A ,  fur^  &  fur  c ,  &  ton  trouvera  le  quotient-—  |  a^  i  ainfi 

la  quatrième  partie  de  Tin  tegraie  fera  — ,  ^  ^^  x  —  x*-hx^x  *# 
L*on  trouvera  aufli  le  refte  —  \a^dxx  —  x^-Ha^x^'^Tj  d^oà 
Ton  voit  comment  fe  trouve  la  quatrième  partie  du  premier 
partage:  il  faut  Tôteren  écrivant  ^{é^dx  x  —  x*h-i-€x'^ 

\^dx  *  V 

«ça=  j====i.y  qui  eft  Télement  d'un  fèâeur  de  cercle  *  dont  *  ^07, 
«g  eft  le  rayon  ^  multiplié  par  \aà^ 

On  fera  une  fomme  de  toutes  le$  parties  de  Pintegrale  ^ 

\a^dx 
dont  la.  dernière  partie  fera     ^  ,  &  .ellei  fera  l'intc- 

grale  fin*e  delà  différentielle  propofce,  en  fuppbfahtla  qua^ 
drature  d*un  fedeur  de  cercle. 

Q3I) 
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.  Cet  exemple  fulfir  pour  faire  concevoir  la  méthode  par:^ 
ticuliere  qu'on  y  a  expliquée  j  &  pour  l'appliquer  aux  exem- 
ples femblables. 

Définition  di  quelques  Courbes  mechaniques. 

7+9.  On  peut  imaginer  des  courbes  mechaniques  dont  les  or- 
données fôient  des  lignes  droites  parallèles  fur  une  ligne- 
droite  des*  coupées^  de  manière  que  les^  ordonnées,  quoique^ 
droites  y  foieiit  égales  aux  an:?  d'une  circonférence  pris  de. 
fuite  depuis  leTpmmer^  ou  aux  arcs  d'une  parabole,  ou  à 
ceux  d'une  autre  courbe  dont  la  redificacion  a'eft pas  connue 
cxa(flement,  ou  bien  de  façon  que  les  ordoonéesfoient  les 
puiflànces  telles  .qiie.rQjn  •.voud.ra^ de  .c^  arcs ,  murtipfiées. 
epcore  fil'on,veut  par  la  coupée, pu  par  une  puiflance  quel- 
coriq'ue;de  la. coupée*  On  peut,  par  exemple,  jmagjner  fut 
le  dîametrè  d'un  cercle  depuis4ê  ibmchét,  que  les  ordonnées 
foient  de  fuite  égales  aux  arcs  du  cercje,  aux  quarrésde  ces 
$,rcs.  ou  à  leurs  tfoifîçrnes  puiffànces,  &e,Ôc  de  même  pour 
.  la  parabole  &  pour  les  autres  courbes  dont  on  n'a  pas  lai 
reafffcatîbtt  éxaiaer      '  ^ '-  -  -    -  "'     '  '      '  '     •  '  •  •     - 


•    •»  r . 


*^««.     Par  exeriiple S>  r:- — ==  *  eft  rîritegralé  fuppofièé  d'un  arc 


Vzfx — ïw 


.de.cercki^^x  S.  ^,!f!_^  dscxS.  '^^^^^]dx.x  ^.  \^^^'' 


dx 


T  Q  X 

-'  "  '■  ^' ,  -&c.  foùt  les  clcineris  de  i'aire  de.ces  : 

Vir* — XX. 

jfofcesdê^'caufbes  •mechaniques;: 

•^ji.  De  mjêm^.uo  arc  de  parabole,  eft:*  S.  ^  x  }/pX'i-j{,xx>\ 
nommant  <:et  arc  u;  udx  ^  u^dx^u^xdx  ^  feront  les  élemenj  . 
de  l^iîr^dé '.ces  fortes  de  courbes  j  5c  aihfî  dQs  autre j. .  - 

:,:/././ .piR^O  BLE  M-É     IV-.. 

7J0.  Trouver  les  intégrales  des  différentielles  de  la  définition 

priçedente-i  enfupp,Qp$nt\dctnnéçJ^.reilification,cçnteMç  dans: 
ces  différentielles. .      '  .  •        • 

-t'À^  méthode  <îft  fcmblàblç  i  celte  d€  î'iitkiè  71 3 .  IFfaut 
trouver  leç  ternies  de  l'intégrale  indéterminée  les.  uns  aprè? 
lés  ^autres ,  écrivant  devant  chacun  un  coëficîent  indéçei-i 
isutné,  &  prendre  la  diflfereritiéUe'dè.chaçunde  ces  termes. 
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d*  mefure  qu'on  le  découvre  5  la  différentielle  du  premier 
terme  fera  découvrir  le  fécond  terme  de  Tintegrale  indéter- 
minée 5  la  différentielle  du  fécond  fera  découvrir  le  troi- 
iîéme  terme  de  l'intégrale  indéterminée,  &  ainfi  de  fuite^ 
obfèrvant  que  chaqfue  terme  de  la  différentielle  doit  avoir 
au  moins  deux  quantités  différentes  avec  des  coëfîcicns 
différens.  Il  faut  enfuite  fuppofer  que  la  différentielle  de 
l'intégrale  indéterminée  eft  égale  à  la  propofée,  c*êft.à-dire 
îl.faut  écrire  la.diffèrentîelle  propofée  avecle.figne — ,  fous 
les  termes  correfpondans  de  Tautre.  Enfin  il  faut  fuppofer 
chaque  terme  de  cette  différentielle  égal  à  zéro  j  cette  fup- 
îpoficion  donnera  les  équations  dontona  befoin  pour  trou-i 
ver  Içs  valeurs  des  coëficiens  indéterminés  ^  lefquelles  étant 
fubftituées  à  leur  place  dans  Tiritegrale  indéterminée  ,  elle. 
deviendra  l'intégrale  dé  la  différentielle  propofée. 

Pour  trouver  Tiategralê.  de  dx.x  S. ~y  ,   on  fup- 

pofera  «=  S.  ..     :  ce' qui  donnera  âu^s=sr  1^  -il 

*  Virx-^xx  *  ytfx  —  xx 

faut  auflî  prendie  la  différentielle  de  Virx — xx^^quî.c(k 

■  -  . ,  Ceux  qui .  voudront  abréger,  pourront*  foppoféu 
.  *yitx — XX 

-  - riie — xdx  : 

yz=y/irx  —  xx y  SCdy=  yTf^^zifx*    ^^  queftion  fe   réduit, 
à  trouver   Tinteg^rale  de.  «Vx  ,  en   fuppofant  Tincegralej 

yzrx — XX 

Intégrale  indéterminée  dé M^dx.' 
S.  u^dx.tss,  Au^x  -I-  Bu^  ^Wirx.^—xx  -♦-  Cu^  -i-  Dux: 

Differentielte  dé  P  intégra  té  indéterminée. . 

"'!•>  ^It: -'•*'"  -       .  :  ' 

poicc  avec 
le^gne  — . .  * 

Il  faut  fuppofer  Ak^x  pour  le  premier  terme  de  Tinter 
gralc  indéterminée ,  c'eft.à-direilans  ce  jpremîer  jerme  fcule- 
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ment  on  regarde  u  comme  confiante  \  A  eft  une  indëtermi* 
née.  Il  faut  prendre  la  difïerence  de  Au  ^x,  &  il  eft  évident 
que  fon  premier  terme  Au^dx^Ul^L  différentielle  propoféc 
jM^dxy  feront  le  premier  terme  de  la  difièrentiel le  totale , 
lequel  premier  terme  étant  fuppofc  ss  o ,  on  pourra  déter. 
miner  le  coëfîcient  indéterminé  A. 

Le  fécond  terme  -*-  ^\  ^^       de  la  dîfièrentielle  de  Au^x; 


Yifx — «or 

OÙ  l'on  a  mis  la  valeur  de  du  = 


fdx 


^ .  (  ce  que  Ton  fera 

toujours  dans  la  fuite ,  )  fait  connoître  que  le  fécond  terme 
de  l'intégrale  indéterminée ,  devant  avoir  une  diâerentielle 

dont  un  terme  foit  correfpondant  à  -J-!^        ^  afin  qu'on 

puifTe  faire  une  équation  de  ces  deux  termes  pour  déterm?- 

nerle  fécond  cocficient,  doit  être  Bu^  x  Virx — xx,  (^  eft 
indéterminée ,  )  dont  la  diflerentielle  a  trois  termes  ^  Tua 

defquels  eft  —  Jll —  qui  eft  cprrefpondant  à  ^  ^ 

*  VxtX'^xx  *  *  yxfx — XX 

Le  fécond  de  ces  trois  termes  qui  eft  -4^     J!L,.     ,  fait 

w^TX  —  XX 

connoître  que  le  troifîéme  terme  de  l'intégrale  indétermi^ 
née  doit  être  Ci^^,  (Ceft  indéterminée))dont  la  difterenJ 
tielle   '^""'^     -  ■ 


= eft  le  terme  correfpondant  â  ;     ,  ■ 


YifX'^xx 


VxfX — XX 


Le  terme  g^X>^^*-*»  ^  ou  fimplemcnc  £r»dx  ,  feît 


Vxfx — XX 

connokre  que  pour  avoir  une  grandeur  correfpondante ,  il 
faut  fuppofef  i)«rx  pour  le  quatrième  terme  de  l'intégrale 
indéterminée ,  (  D  eft  indéterminée  J  car  le  premier  terme 

de  fa  diflferentielle  fera  Dudx,  ou,  fi  l'on  veut,  p^^^^^^-? 

qui  eft  la  grandeur  correfpondante  que  l'on  cherche. 

Le  fécond  terme  de  la  différentielle  de  Dux  ^  qui  eft 

■^  ,  feit  connoître  qu'il  faut  fuppofèr  £  x  V'irx — xx 

yifx — XX 

pour  le  cinquième  terme  de  l'intégrale  indéterminée,  (E  eft 
Indéterminée,)  car  le  premier  terme  de  fa  différentielle  eft 

-f  ' — —rr,  quieft la  grandeur  corre fpondante  de  r:        * 
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Le  fécond  terme       ^         de  cette  différentielle  .  fait 

Yxfx — ** 

connoitre  qu'il  faut  fuppofer  F  u  pour  le  fixiéme  terme  de 
rîntegrale,  {F  cft  indéterminée,  )  car  fa  difierentielle         ^■- 

la  erandeur  correfpondante  de  --,  • 

^  .  Vtrte — XX 


mmee 

lant  chacun  de  ces  termes  e^i 

peuvent  être  déterminés  5  l'intégrale  eft  finie ,  &  il  ne  faut 

plus  chercher  de  nouveaux  termes. 

Il  faut  â  préfent  ôter  la  difierentielle  propofée  lu^dx  à)i 
terme  correfpondant  de  la  diâfêrentielle  indéterminée }  fup. 
pofer  chacun  des  termes  égal  à  zéro  )  ce  qui  donnera  ici  ux 
équations  ^  par  le  moyen  defquelles  on  trouvera  les  valeurs 
de  jiyB,  Cy&cc.  qui  font^=5i^5  =  3  r,  Cssa  —  r, 

2)  =  —  3r^ ,  -B  =  ~ 3'"',  -f"  =  -*-  3^^.  Enfin  il  faut  fubftî- 
tuer  ces  valeuri  dans  l'intégrale  indéterminée ,  &  Ton  aura 

S.  u^dx  a=s  irn^x  «t^  ^ru^  xy/irx  —  xx  —  ru^  —  ir^mx 
i—  Sr'  xVtrx  —  x  x  H-  3  r^« ,  pour  Tintegrale  de  ta  difieren* 
tielle  propofée.  Ce  quUl fallait  trauver^ 

Cet  exemple  Aifiit  pour  faire  concevoir  clairement  la 
méthode  &  la  manière  de  l'appliquer  ^  les  Ledeurs  pourront 
&  la  rendre  familière  par  des  exemples» 


SECTION       I  I  L 

pàTonexplique  h  CAtcutdifferentielfi^  le  calcul  intégral 
des  exprejpons  logarithmiques  ,  f0  des  quantités 

exponentielles. 

Atektissemikt. 

7j^ié  LEs  logarithmes  des  nonrbre»  font  d^ifàge  pour  faciliter 
les  calculs  les  plus  difficiles  &;  les  plus  embarraués  des  nom- 
bres^dans^la  réfolution  des  Pjpoblëmes  des  parties  pratiques 
des  Mathématiques  y  comme  de  TÀftronomie  ^  de  la  Marine , 
de  la  Géométrie  pratique ,  &c.  Il  y  a  auili  des  courbes  qui 
contiennent  toutes  les  grandeurs  poflibles  avec  leurs  loga- 
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richmes ,  c'e(tà-dire  coures  les  grandeurs  poflibles  qui  font 
une  progreffion  géométrique  infinie  ,  qui  va  en  augmentant 
depuis  celle  de  ces  grandeurs  que  Ton  peut  prendre  â  dif- 
crecion  pour  l'unité  ,  &c  en  diminuant  â  Tinfîni  du  côté 
oppofé  depuis  la  même  unité  ^  ces  courbes  contiennent  en. 
corc  les  grandeurs  qui  font  une  progreffion  arithmétique^ 
dont  zéro  (  qui  eft  le  terme  de  Ja  progreffion  arithmétique 
correfpondant  àl'uriîté  delà  progreffion  géométrique,  &  qui 
en, eft  le  logarithme)  eft  entre  les  termes  podtifs  à  l'infini  de 
cette  progreffion  arithmétique  qui  font  les  logarithmes  des 
termes  correfpondans  de  ceux  de  la  progreffion  géometrî- 
que  qui  furpaflènt  Tunité ,  le  premier  étant  le  lo^rithmèdn 
premier  ,  le  fécond  du  fécond ,  &c.  '&  entre  les  termes  né- 
gatifs de  la  même  progreffion  arithmétique,  qui  font  auffi  les 
logarithmes  des  termes  correfpondans  de  la  progreffion 
géométrique.  Ces  courbes ,  que  Ton  peut  appelier /^g^r//)^;«/- 
ijues^  font  auffi  de  grand  ufage  dans  la  Géométrie  compofée^ 
fur-tout  dans  la  partie  qui  traite  des  courbes  méchàniques^ 
pour  décrire  certaines  courbes ,  en  trouver  les  propriétés 
qui  fe  découvrent  par  le  feult:alcul  différentiel ,  comme  leurs 
tangentes  i  les  points  où  elles  «'écartent  ou  s'approchent  le 
plus  de  leur  axe  ,  &c.  &  celles  que  Ton  découvre  par  le 
calcul  différentiel  &  le  calcul  intégral  joints  enfemble , 
comme  la  reâ:ification  des  courbes ,  leur  aire ,  &c.  lefquélles 
dcfcrîptions  &  propriétés  ne  peuvent  pas  fe  découvrir  par 
les  règles  dont  on  fè  fèrt  pour  les  autres  courbes. 
7  51.  La  première  de  ces  courbes  logarithmiques  eft  Phyperboîc 
T I G  u  R 1  équilatere  5  car  Ton  a  fait  voir  *  qu'en  prenant  tous  les  nom- 
XLVii.    j^^gj  jç  (-^îjç  Çyj^^  KG  F  Pune  des  afymptotes ,  fuppofanï 

*^45*  que  JC<?  eft  l'unité,  &  que  cloaque  nombre  plus  .grand  que 
i*unîtc,  comme iC-P^  eft  exprimé  paT  i-+-ir,  &  que  chaque 
nombre  plus  petit  que  Tunité  .,  comme  2C  /^ ,  eft  exprimé 
par  I  —  X  ;  le  quadrilatère  hyperbolique  Gj4fF  qui 
eft  fur  l'excès  G i^  de  ce  nombre  fur  l'unité  ,  ou  G  ACP 
qui  eft  fur  l'excès  PG^t  l'unité  fur  ce  nombre  ,  eft  le  loga. 

*  ^43.  rithme  de  ce  nombre  i^x  ou  1  —  x.  On  a  auffi  démontré  * 
que  i^/étain  égale  à  ^^^  =  ^,  &  que  de  même  PC 
^tant  égale  â  -^^15^=  ^^  ^  l'élément  du  quadrilatère 
G^/JFefti^,&celuîdeG^CPeft7^j&parconfcquent^ 

nommant 


Livré     VIIÏ.  ^iV 

nommant  ces  quadrilatères  GAfF^L  r  ^xy^GACP  ^ 
•/.  I  —  X  ,  (  /.  fignîfie  logarithme  j  aînfî  /.  i  -h  x  marque  le 
logarithme  de  i  -^  a:  )  la  différentielle  du  logarithme  d'un 
nombre  i  -•-  a:  qui  furpafle  l'unitc ,  eft  ^.  /.  i  -♦-  a:  =7:^5  & 
celle  du  logarîtnme  d'un  nombre  i  —  x  qui  eft  moindre  que 
l'unité  ,  eft  ^.  /.  I  —  a:  =  7=^. 

L'on  a  auffi  fait  voir  *  qu'en  prenant  une  grandeur  quel.  *  6^f, 
conque  KS  ^  qu'on  nommera  a  fur  la  ligne  KST ^  qui  fait 
avec  l'afymptore  i  l'origine  K ,  Tangle  quelconque  GKS  i 
-&  menant  la  ligne  «S  G  ati  point  G  où  finît  Punité  KG  ^ic 
«nfuîte  par  tous  les  points  T  yt^de  KS  tirant  des  parallèles 
TJF,^P  à  5G,&  nommant  les iCr^^-Hxi&lesiC/^,^ — xi 
les  grandeurs  KT  {a^x)SiCKt{a  —  x,  )  ont  les  mêmes  loga^ 


rS'yUCKF  devient  i  -h  7  ==  ^, 5C  a  /^  devient  i  —  -| 
^  (  à  caufe  des  bafes  parallèles  de  l'angle  GKS  y)  aînfî 
Ff^  i£^  ^^yl^^^  ^^^  iPC:=^  !^^^  devient  ,^  3  Té^ 
lément  de  GAfF  devient  d.La^x  =  £^^  &  l'élément  de 
CACP  devient^./.  ^— x  =  ^56c  /.  ^h-;^=«  S.  f^î 
/.^  — x  =  S.=^. 
753*  Za  logarithmique  eft  la  féconde  de  ces  courbes  ,  &  c'eft  ri6.XXXYl, 
de  là  qu'elle  tire  fon  nom.  Les  ordonnées  AB  ^  CD ,  EF ,  &c. 
de  cette  courbe  ,  qu'on  nommera  x  ,  font  les  grandeurs  qui 
font  une  progreffion  géométrique  infinie  j  elles  vont  en  aug*. 
mentant  d'un  côté  ,  &  en  diminuant  en  retournant  du  côté 
oppofé  5  Tune  de  ces  ordonnées  ,  laquelle  on  voudra ,  com- 
me -^  J5 ,  doit  être  prife  pour  l'unité  ,  &  le  point  À  fur  la 
ligne  des  coupées  ACF^ècc.  fera  l'origine  des  coupées  AC^ 
AEy&ic.  qu'on  nommera a;^^  chaque  coupée,  comme  AC{^)^ 
eft  le  logarithme  de  Tordonnée  correlpondante  CD  (a;)- 
ces  logarithmes  pris  du  côté  de  Ag^  comme -^e  ( — s^y)  font 
négatifs. 

Defcription  de  la  logarithmique. 


754»  AYant  tracé  la  droite -^C£  indéterminée  de  côté 
d'autre ,  &  élevé  deux  perpendiculaires  inégales  AB  ^L 


^EF 
d'une  longueur  arbitraire  ^  il  faut  partager  AE  par  le  milieu 
en  C ,  &  élever  la  perpendiculaire  CD ,  &  la  faire  moyenne 
Tome  II.  R  r 


>ji4  Analyse    demontr  b'^e, 

proportionnelle  entre  jt4£  &c  £  -F ,  &  le  point  D  fera  utt  <fcr 
ceux  de  la  logarithmique  :  on  trouvera  de  la  même  manière 
tous  les  points  de  cette  courbe  qui  font  entre  B  tLF.  Poub 
avoir  chacun  des  points  H  ^K^M ^  &c.  qui  font  au>dclâ  y 
comme  le  point  jhT  ^  il  faut  trouver  aux  deux  ordonnées  CDy 
£  F  déjà  tracées ,  une  troîfiéme  proportionnelle  qu*on  nom* 
mera  G  H  i  prendre  fur  la  ligne  des  coupées  £  G  =:  C  JE  ,  & 
élever  la  perpendiculaire  G  H  égale  à  la  troifîéme  propor, 
tionnelle  qji'on  a  trouvée ,  &  foa extrémité  H  fera  un  point 
de  la  logarîrhjnique.  E^n  prenant  de  même  G I  ==^G  E ,  & 
élevant  la  perpendiculaire  IK  égale  à  la  trotfiérae  propor- 
tionnelle  aux  ordonnées  EF  &  Gff  ,,Ie  point  K  fera  dans  la 
logarithmique.  On  trouvera  de  la  même  manière  les  points 
de  la  logarithmique  qui  vont  de  droite  a  gauche.  On  peut 
encore  trouver ,.  quand  on  a  déjà  plufieurs  points  de  la  loga- 
rithmique ^  chacun  à,^%  autres  points  ^  en  prenant  â  difcré,* 
tion  trois  points  déjà  connus  ^  comme  B^D  ^H  ^ic  faiiant 
GI  =  AC  ^  qu.i  eft  la  dîftance  entre  les  deux  ordonnées  des 
deux  premiers  points ,  &  éîevant  la  perpendîcuIaîre/iC  égale 
à  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  ordonnées  -^-ff^, 
CD^  GH^  le  point  K  fera  dans  la  logarithmique.  On  trou- 
vera par  ces  trois  pratiques,  tous  les.  points  qu'on  voudra  dcr 
la  logarithmique^ 

Equation  de  la  logarithmqut. 

^^^^  ÏLN  concevant  toutes  les  ordonnées  x  infiniment  proches 
les  unes  des  autres  en  progreffion  géométrique  ,  il  eft  évi- 
dent que  leurs  différences  dx  font  auffi  dans  la  même  pro- 
greffion géométrique  5.d*ôù  il  fort  que  chaque  raport  ^eff 
conftant  j  ainfî  ^^l  =  ^  =  j£  &c.  Si^  Ton  conçoit  par  cha- 
que point  de  la  Ibgarfthmique  fa  tangente  en  ce  point  ^ 
comme  DBS  i  Bd=z^CfcTadx^y  Ton  aura  pour  tous  lès 
*  5  50.  points  ^  =  ^ ,  *  (on  nomme  a  la  foutangente  CS  )  5  d'où 
il  fuit,  toutes  les  i;;^ étant  fuppofées  conftantes  ,  que  la  fou- 
tangente  eft  conftante,  c^eft  à-du-e  la  même  pour  tous  les- 
points  de  la  logarithmique  jainfi  ^  =  *^ ,  ou  ^  =  |^ ,  eft  Té- 
quâtîon  de  la  logarithmique  qui  convient  i  tous  Ces  points. 
Si  Ton  prend  pour  Tunîtc  ceHe  des  ordonnées  qui  eft  égale 
à  la  faiçitangente  qu*on  fuppofera  ^tre  A^  i  ^^fera  pofîtîve 
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clu  côte  ûiie  les  ordonnées  augmentent  ,-&  négative  du  côté 
•qu'elles  mminuent.  L'on  peut  encore  trouver  l'équation  de 
la  logarithmique  par  Part.  5 1 9  ^  car  concevant  que  le  point  B 
décrit  chaque  particule  infiniment  petite  BD ,  BF  &c.  de 
la  logarithmique  dans  le  même  tems  T  qu'il  décrîroit  les 
petits  côtés  angulaires  Sd  (  dxj)  dD  {dx)  du  petit  parallélo- 
gramme dont  cette  particule  BD  eft  la  diagonale  ;  (1  Ton 
liappofe  chaque  côté  Bd[ds^)  décrit  par  une  vitâSe  uniforme 
qu'on  nommera  a ,  &  chaque  côté  comme  dD  (  dx  )  par  une 
Titefle  qui  s'accélère  en  progreflîon  géométrique  5  (  on  pouf- 
ra  nommer  x  cette  vîtefiè  par  chaque  dD  =zdx  :  )  En  fuppo- 
fànt  ds^  confiante ,  l'on  aura  pour  chaque  particule ,  comme 
BD  ^  cette  équation  2"  =  *  ^  ==  ^  ,  où  le  raport  7^  étant  *  5  r  j* 
confiant ,  les  x  feront  néceflairement  en  progreflîon  géomc^ 
trique ,  comme  on  vient  de  le  faire  voir  au  commencemenc 
de  cet  article. 
75^*  L'on  <léduît  de  l'équation  de  la  logarithmique  cette 
autre  ^  =3  ^  «=  ^  quand  a  efl  fuppofëe  l'unité.  Or  dsç^ 
efl  la  différence  du  logarithme  zj  ainfi  la  différence  d'un  lo^ 
garithme  d'un  nombre  ou  d'une  qrandeur  x  eft  égale  k  la  différence 
de  ce  nombre  divifee  far  ce  nombre  même  j  dx^  ou  dix  =  ^  quand 
le  nombre  furpaïïe  l'unité ,  &  —  dx^y^i  —  dix  =  ~-,  quand  k 
efl  moindre  que  l'unké.  Ainfî  <.ou  Ix  =3  S.  ^.  On  peut  auiE , 
il  Ton  veut,  nommer  les  nombres  en  progreflîon  géométri- 
que I  -H  X ,  quand  ils  furpaffent  l'unité  j  i  —  x ,  quand  ils 
iont  moindres ,  cela  efl  arbitraire. 

SLemauc^ues.  s 

L 

T^J^  CJUand  le  nombre  efl  exprimé  par  i  •♦- x  j alors ///.  i  -h3ir 
^t'Î^  ,  &  é^/.  I  —  x  ==  =^.  Quand  au  lieu  de  l'unité  c'efl 
une  quantité  a  qui  en  tient  lieu ^dl  .a^  x^=^  ~|r -^ècdl.  a 
— -xss —  f^.  Quand  la  foutangente  confiante  a  n'efl  pas 
prife  pour  furiité  dans'  la  logarithmique  ,  alors  la  différen- 
tielle du  logarithme ci^dlxTaz^^yècd^Lx^-^"-^. 

I  L 

^^^^  ïl  eft  évident  que  zéro  efl  le  logarithme  de  l'unité }  &  que 
le  logarithme  de  zéro  efl  infini  dans  Tune  &  l'autre  des  cour- 
bes logarithmiques, 

Rrij 


316  An  A  E  TSE      D£M.ONTR£'£. 

I  I  l. 

759.  *^  >  jër  ^  &c.  font  auffi  des  diiférentîëires  toganthmraues  5, 
Car  on  peut  exprimer  chaque  ordonnée  x  de  Ta  logaritnmU 
que  par  une  grandeur  connue  ^  ou  ^  ,  &c.  plus  une  chan- 

Î;eanteX)en  fuppo^nt  néanmoins  que  la  lourangence  eu 
'unité  5  &  alors  ^^y^  eft  une  différentielle  logarithmique 
multipliée  par  / 

D   E*  F    I    N   f   T  I    a  N; 

.760..  L*0  N  employera  ici  /  pour  fignîfier  le  logarithme  de  fe 
grandeur  au-devant  de  laquelle  on  l'écrira',  &  l^x ,  /^x ,  /™x  ^ 
&c.  marqueront  le  logarithme  de  x  élevé  à.  la  puiflance  donr 
Texpoiàntefl:  1 ,  y^m^Scc.  de  même  l^^x'^l^'-x  ^  /""x^&c^ 
exprimeront  qiie  le  logarithme  de  x  ou  fx  puiflànce  donc 
Texpofànt  eft  1 , 1 ,  m  ^  &c.  fe  trouve  au  dénominateur  j  /.  Ix 
marquera  le  logarithme  du  logarithme  de  x ,  &  /"/x  exprîl 
mera  le  logarithme  du  logarithme  de  x  élevé  i  la  puîflance' 
<lont  m  eft.  l'expofant. 

Profajttion  fondamtntale  du  calcul  diffèrtntkl 
des  exprej/îons  logarithmiques. 

■=— ■^' >  ^  ^- ^  •♦•  ^  =  7ST }  «^  ^.  ^ — Jf = 7=rr  i  quand  la  fou- 
tangente  a  de  la  logarithmique  n'efl  pas  prife  pour  l'unîté  ^ 

COROLLAIR'ES.„ 

yél*.  P  O  u  B.  trouver  la  différence  dé  Tx ,  on  fuppofera  Tx  ==/"V 
ce  qui  donnera  /x  =  )^ ,  &  dix  =5  ^^  =ss  ^  par  la  premiére^ 
*  76 1 .  propofition  *  ^  Ton  aura  auffi  dl^x  ==  my^^'^dy^  &  /'"^""'x  =^"^"\ 
On  fubftîtuera  les  valeurs  de/^""'  &  de  ^  dans  my'^^^dy  ^ 
&  Ton  aura  dJTx  =w/"^^'x  x^^-^ix" */'""' 'x  x  ^x.  SF 
l*on  vouloît  exprimer  x  par  i  -h  x  ^  &  —  x  par  iv  —x ,  il  n*y 
auroit  qu'à  fubftîtuer  dans  la  différence  qu*on  vient  de  trou- 
ver au:lîeu  de  x ,  i,  ^^xou  i  ^— .x,;&  écrire  daw  ce  dcrniec- 
<as  -^  dx. 


X <««/* 
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r^t.     Pour  trouver  la.  dificrence  del.lx^  on  ruppolêra  Ix  s=sy  -,  .  \ 
*        cequidonoera,  i^^jtf==:</y  =  *^î  z°././xsBs/yi&39.^.  *7^,. 

Si  l'on  veut  exprimer  x  par  r  -*-jf  ^  pour  avoir  ^/.  /  i-^-x, 
on  fuppofêra  /^  i  4-  x  =  *  -»-/ ,  ce  qui  donnera.,  i  ».<//.  i  -t-x 


«      iJr 


I  ■#•*  ) 


l^/./l 


X=as/l-h^5  30.  ^/.  /i  ^x={lll^y  *  y^i. 


X  H.J  j  ôc  fubftîtuant  les  valeurs  de  dy  &  de  r  -«r^  dans  y^j. 


Ton  aura^/./i-irx 


■rf^    ^ 


L-i-x      x/*'  i-i^;i^  X  /6f. 


t64-L*On  peut  auflî  employer  ces  expreffions  des  rogarîchme^ 
/.i  ^x  =  S,-n?;.  Par  exemple,  en /uppofant /./i -H x=;^,& 


/iH-A:==iH*^,(cequîdonne/./i-4-x==/£-4-j^==î=S. -^ 

anrxM..li^  x^===idz^==Yh'i^^)^^^*'^'  Ces  expreffions  ♦•^g'i.^ 
lans  lès  réduîre  (  quand  on  n*a  befoîn  quç  de  différentielles  }.  . 
à  une  quantité  qui  n'ait  que  dx^i^x^^l.  i^x^  peuvent 
•  être  utiles  à  trouver  les  intégrales  danr»  plufieuifs  Proolêmes^ 
qui  foîent  exprimées  par  des  fuites  qui  n'ayent  pour  incon- 
nues que  des  x  ^.ou  des  j^  ^.ou  des  ;;,,  comme  on  le  verra  dan^ 
h  fuites 

C  o  R  a  L  L  A  r  IL  B    riL 

•TébÇ.  On  trouvera  li  difierence  de  rix ,  en-fuppofant  /x  s=y . 
ce  qui  donnera  ,  i°.  dix  =.dy  =^  -^  zo;  t  Ix  xs  Ty  -^  d'où 
l'on  aura  dlTy  =  *  «y~'  l'^^y  x.  dy  -,  où  fubftfcuans  fes  va^  *7tfr^ 
lcurs-de>'-'.,/"->,^/,,l*oa-trDùveta.<ir/x=w/'^'/x,»     .. 


Ir^x  X.  '■^. 


I  Y. 


TÔÔ-  JEnfih  on  trouvera  de  même  la  diffërence  de  /"/"x ,,  ei» 
{ùppoÉmc  /"x  =  y'^  5  ce  qui  donnera ,  i  <f.  Ix  ^s=.y  j.  **».  <^/x 
s=:  </y=  ^ }  j  3°.  f /"x  =.  f  y"  i.  d'où  l'on  déduira  (  en'  regar^. 
danc  y^  dans  /"j^"  comme  l'on  regarde  x.  dan»  /"x  )  *  «//y"  *  7fix;, 

niy'^'^dy 


»/"-y  X 


»  wjr  '  /'^~  ^jT^dy,  où  (ùbftîtuant  le» 


valeurs  d'e;'~\>'™,,<^  ,I'on  trouvera  d^P'x:^=^tmt-^x  x  f^^^xf 
^^^=zniwC.'t'x.>if'"txiidx •»     . 

Rrii|; 
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3iS  Analyse    o e montrées; 

R   E   M    A  &  Q^U   E. 

7^7*  s  I  l'on  fubftîtue  dans  \ts  valeurs  trouvées  par  le  troîfiéme 
&  le  quatrième  Corollaire ,  i  *i-  x  â  la  place  de  x ,  on  aum 

•f-  X  X  P^'^^t^l  •+•  X  X  •^.  È 

CO&OLLAIJLE       V. 

,  Qui  efi  la  frofofition  fondamentale  du  taUul  intéytal 

des  exprej/tens  logarithmiques. 

j6S»  I L  fuît  de  la  proportion  fondamentale  &  de  (es  Corollaires, 
que  l'intégrale  de  ^  ou  x*  Vx  (  qu*on  marquera  dans  la  fuite 

*j6i.  parS.4')  =  ^>^.* 

*  ^66,  S.  nmir^x"^  ^  ^  =  ^J^"*-  * 
♦763.  S.^'xx^=^/./x.*  ' 
*765.  S.ml-Uxx^^rix.* 
*j66.  S.  nml^Tx  x  ^^J^j  =  rrx.  * 

Si  Ton  fubftitue  dans  les  exprefHons  précédentes  i  -f-  x  â 
la  place  de  x ,  on  aura  les  intégrales  par  raportâ  TexprefOon 
I  -4-  X  ^  8c  on  trouvera  de  même  les  intégrales  pour  les  loga- 
rithmes négatifs  $•  =^  j  S.  =év. 

R  E  M   A  IL   <^U  E. 

769.  On  remarquera  auffi  que  /.i  -»-  x  =  S.  j^  sss*x  —  f  x» 
*6^i.  -t-j*'  — ^x^-^&c&que/.  i--jfs=S..=:éf  =  — *  — îx* 

—  f *' —  ix4  —  &c. 

Et  fùppofânc ,  pour  abréger ,  /,  i  ■4-  x  ==y ,  l'on  aura  i  -4-  je 

En  luppolant  de  même  /.  i  —  •v,=aj' ,  l'on  aura  i  —  x  a=r 

On  peut  de  même  exprimer  par  des  fiiites  les  intégrales' 
qui  font  des  logarithmes  de  logarithmes  ^  par  exemple  ,  fûp- 
pofànt  s;.=s: /. /i  -»-x,&/.  I  ■+-XSHS  I  H-j/,  l'on  aura;^»/.  i 

♦^43.      On  déduira  de  1^;»;.=  ^^;^^*y  ^  ^y..j^Lyi^LyA 
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1  °.  Sî  Pon  veut  la  valeur  de  /./i  -H  x  =  x^^  exprimée  par 
tnejfutteovL  il  n'y  aie  que  des x,. H  n'y  a  qu'à  prendre  dans* la 
dernîcre  équation  les  valeurs  dc/yf'  j)ft\  &c.  &  les  fubftituer 
dansx,=>'  — t/^  "•-  &c.  &  Ton  aura  la  valeur  de  A  / 1  -h  x 
^=^  ^,  exprimée  par  une  fuite  oà  îL  n'y  aura  que  des  x. 

2^.  Sî  Ton  veut  exprimer  la  valeur  de  x  par  une  frite  où 
il  n*y  ait  que  des  nç^j  après  avoir  trouvé  ,  comme  on  vient  de 
le  dire  y,  la  valeur  de  inexprimée  par  urne  frite  ok  il  n'y  ait 
que  dçs  x,  il  faudra  par  le  retour  des  frites*  trouver  Isl  frite  *  i$j^, 
oh.  il  n'y  ait  que  des  ^,  qui  eft  la  valeur  de  x^ 

3^.  On  peut  par  le  même  retour  des  frites  trouver  la  va* 
kur  de  x  exprimée  par  une  frite  où.  il  n'y  ait  que  des  j^; 


EXPLICATION   DU  CALCUL  DIFFERENTIEL 

de  intégral  des  quantités  expooentielles*^ 

Supportions  quofi  d  démontrées  dilleurr. 

770*  JLE  calcul  différentiel  &  intégral  ne  s'applique  aux  quaif- 
tîtés  exponentielles  x*  =j^^^^^5=j/,  &  aux  autres  plus  corn- 
pofées,  que  par  lé, moyen  des  logarithmes  de  ces  quantités. 
Pour  faire  concevoir  craîrement  cette  application  y  on  fera 
faire  atteirtfon  à  ces  trois  propriétés  des  logarithmes  j  i  °.  là 
fbmme  des  deirx  logarithmes  de  deux  ou  de  pluCeurs  gran- 
deurs;, comme  Ix^la  ,*  eft  égale  au  logarithme  du  pro-  *  6±p^. 
duit  de  ces  grandeurs  l.^x  y  r°.  la  différence  de  deux  loga- 
rithmes  l'X — la  *  eft  égale  au  logarithme  /;.du  quotient  .♦  ^^j; 
qui  nait  de  la  divifton^de  là  grsmdeurx  par  Ta  grandeur  a\ 
30.  le  logarithme  d'hne  grandeur  lînéaire  x  multiplié  par 
l.'expofant  d'une  puiflance  quelconque  m  de  cette  grandeur^ 
"^  eft  ég^l  au  logarithme  de  cette  même  gramteuf  élevée  à  '^  ^i^l 

r 

k  puîflance  w,  mtx  =  /.jv*" ,  ^/x  =t=  L:? ,  Se.  L'on  peut 
mettre  fî  l'on  veut  par  tout  i  •+•  x  à  là  place  de  x  y  &  l'on^ 
jsemarquera  aûfli  que  quand  la  grandeur  x  ou  i  ~- x  eft  au« 

deffous  de  celle  qu'on  aufa  prlfe  ^uîr  iHinîté  ^  fon  logarith^ 
incL eft  négatif..         .  ?     ., 


«        V 


)!•  Analyse    demontke'c^ 

coilollaiile    i. 

T71*  Il  fuie  de  ces  propriétés ,  que  quand  on  a  une  équarîon  qui 
contient  des  quantités  exponentielles ,  on  peut  en  déduire 
une  autre  équation  qui  contiendra  les  logarithmes  des  quan« 
dtés  de  la  première ,  car  les  grandeurs  égales  ont  leurs  loga- 
rithmes égaux  ,  en  fuppofànt  qu'on  fe  fert  de  la  même  loga- 
rithmique }  ainfi  Ton  déduira  dex'=  a^xix=^laz  de  même 

a^  =/*  donnera  xla  s=  xfy. 

«         y 

De  même  x'  =:y  donnera  x^lx=yyfy  y  ic  celle-ci  don- 
nera xlx ^lJx{=sl. x^lx )  =^yljf  '^Lly{^=  l.yfy^  } &  ainfi 
des  autres. 

COKOLLAIRE      IL 

772*  On  peut  aufli  tirer  une  équation  exponentielle  d'une  équa- 
tion logarithmique,  en  retournant  des  logarithmes  aux  gran- 
deurs  dont  ils  font  les  logarithmes }  ainfi  de  x/x  3=: /^ ,  on  dé- 
duira x'  ss  ^  j  &  ainfi  des  autres. 

COKOLLAïaS       II  L 

773»  k2V  a  n  i>  même  Téquation n'a  pas d'expreflîon  logarithmi. 

,  que  dans  un  de  Ces  membres ,  comme  x  =yla ,  on  peut  en 

tirer  une  équation  exponentielle  ,  en  multipliant  le$  deux 

niembres  par  un  logarithme  confiant  comme  /.^,  qui  ne  foît 

pas  celui  de  la  grandeur  prife  pour  l'unité ,  parce  que  ce  lo- 

f;arithme  /croît  zéro  ,  &  l'on  aura  x/. i  =  j^  x  /.^  x  /.^  -  d'où 
'on  tirera  l'équation  exponentîeliei' =^5^^  **i  ou  bien  quand 
un  membre  a  aéja  une  expreflîon  logarithmique  ,  on  peut , 

f^our  rendre  l'équation  exponentielle  plus  fimple ,  prendre 
'lanitc  ,.par  laquelle  le. premier  membre  peut  toujours  être 
conçu  mdltîplîé  dans  i  x  x  =  j^/^ ,  pour  un  logarithme  cond 
tant  dont  le  nombre  n  foit  connu  par  la  logarithmique  , 
puifque  la  grandeur  prife  pour  l'unité  dans  l'équation  eft 
iuppofée  connue  j  ainfi  Ton  -aura  i  ==/.»,&  l'cquation  fera 
xf.n  =//^i  d'où  l'on  tirera  n^^^^a^.  Il  en  eft  de  même  des 
autres.  • 

R   £    M    A    K  <l^U    E, 

774*  1  L  arrive  ^n  plufiears  cas  que  les  équations  logarithmiques 
qu'on  tire  des  équations  exponentielles,  font  des  équations 

purement 
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•purement  algébriques,  qui  ne  contiennent  que  des  quantités 
connues  &  incpnniies  ordinaires.  P^r  exemple  on  déduit 
de  d^  =B  ^yy,  l'équation  xla  «^y-  xi:b\  d'où  l'on  tirejf^'x  x; 
^=yyy  qui  eft  une  équation  ordinaire  à  la  parabole,  parççque 
les  logarithmes  des  grandeurs  connues  ahib^  font  des  gran- 
deurs connues  par  la  logarithmique  5  en  les  nommant  m  &  n^ 

Ton  a^xœjy^. 

.  ■  ."■•■• 

C   O    H    O    L  t    A   1   K   E      I V. 

775  •  O  N  peut  auffi-fc  fèrvir  de  la  méthode  de  réduire  les  équa*. 
tions  des  grandeurs  exponentielles  en  d'autres  équations 
logarithmiques,  pour  réduire  les  expreflîoms  expohenrielles 
«n  expreffions  algébriques  ordinaires  par  le  moyen  des/uâesi 
cela  eft  très-utile  dans  la  réfplution  de  plufieurs  Problèmes. 
Un  exemple  fuffira  pour  en  faire  concevoir  la  méthode.  Au 
lieu  àcx\=syy  on  écrira  i  -*-x  »-^*=sr  i  ^y^  ce  qui  don- 
nera i^x  X  /.  I  -H  AT  =  /.  I  -h y. 

L'on  réduira  /.  i-f-x  en*Ar— ^  j-x''-H  jx^ —  Sec.  &  on  »^4j^ 
multipliera  cette  valeur  par  i  +>r,  &  l'on  aurai -h  x  x  /.  1  ^x 
€=ix-4-^x^ —  |x^-*-&c.  on  réduira  de  même/.  i4-/  enjr 

*— Y>*  "*•  ly  —  ^^*  ^  ''^"  ^"^^  ^^^^^  équation  at-h^x*  - 
—  fAr'-f.&c.=^  — f/H-j/— &c.  D*oii  l'on  déduira, 

par  le  retour  àtsfnncs^^  la.Yaietjr  dey  en  uneyi/^^ qui  n'aura:   *4j^ 

que  à^%  x>  ^  y  ajoutant  l'unité,  Ton  avira  l'équation  expo* 

nentielle  i  -^-j^ists  i  -f.A?'-*-%  changée  en  une  équatipq  donc 

le  (ëcond  membre  fera  une  fuite  infinie ,  &  qui  n*aura  que 

des  grandeurs  ordinaires.  On  peut  appliquer^ette  méthode 

aux  équations  exponentielles  plus  compofées. 

P  R  O  B  L  EME     L  . 

»  .       ■  i   •  • 

~    T  ROVy  ER  les  differentieBes  des  quantités  exponentielles* 

P    R   E    M    I    £   ».   E       M  E*  T  H  o  1)  E. 

L  faut  les  réduire  aux  expreffions  logarithmiques  qui  leur 
conviennent,  &  prendre  enfuite  les  diffcrentielles^par  le 
hioyen  de  ces  expreffions.  Ce  qui  s'éclaîrcira  par  les  exem- 
ples fuivans, 

I.  Poùr'trouver  la  di&rence  de  x^,  il  faut  fuppofer  x^  =  K^ 

Tome  II.  '  S  s 


d'oùl'dtt  dcdafrajrX;K=*  Ik}  il  faut  prendre  les  différence»,. 
&  Ton  aura  /x  x  dy  -^y  x  ^  a»  ^  =^, }  ainfi  l'oa  aura 
kf  Ixxdy-^xf^yy,  </jï  =a</;;=5=L  à  la.  difibrcnce  de  x^.  C« 


1.  Pour  trouver  la  différence  dfe  •"  ,  on  rappofepa  •*  «■  ;^,, 
ce  qui  donnera  x^/»  =s  /j^  On  prendra  les  différences ,  & 
Ton  aura  par  le  premier  exemple  la  diflference  de  x^  égale,  i 
xflx  X  dv-^xi '^fxdxi  aihfî  la  différence'  de  x"/» =/^fera-. 

y  y  y   '  "''  - 

h  dl^rcnc^  de  tk^  ^i^dxj^x^u'' xllxludyt-^u^  xy'ykudA 

y 
•4*  «'  X  U^^ X^  du=;^d^ 

On  pçuc  tFOiuv^r  de  mêmç  les^  di£&reaces  des  grandeur^, 
«xpooencielles  plus  compcfées. 

SjECONl>E    M£*THODE  PAU    LE    MOYEN   DES  fui  te  S. 

PQu k  trouver  la  différence  de  i-hx  '■*•'' ^  on  fuppofera: 
j^x  '-^-'ssT-^-j^;  d*oa  ronaura,!^-  ladiflference i-i-x  "** 
fBrr  dxj  1^.  i^x  X  L  i-^x  zssJ.i'^Xc  Aprc^  cela  on  ttoxb^ 
vera'^  comme  dans  le  qpacri^me  Corollaire  i-hx  x/.  ii^f-x 

a»j«  -1^  T  -*''  -^  i  ^^  -+-  &<^-  =«=  ^-  I  •+•  ^  On  trouvera  de  même 
^iHr;C=^--'K"-*-K'— &c.  =;A:-Hix^~|x^  -H  &c. 
,^^^   d*où  l'on  déduira  par  le  retour  des  fuites  *  la  valeur  de  i^^ 
exprimée  par  une  fuite  où  il  n*y  aura  que  des  x,  qui  fera. 

une  équation  dont  ^fera  le  premier  membre,  &  la y«//£!  corx 
le  fécond  mernbre  j  on  prendra  la  différence  de  chaque 
membre  ^  qui  donnera  kr  valeur  de  d^  enrx  ticJx ,  &.  ce  fera. 
Ijsi différence deTn^"**,  qui  eft  égale  à  ds^. 

Pour  trouver  la  difference^de  i,-hx  '*^      r^^  fuppofera: 

li-f'X"*'*       =Di-ff2;^î  ce  qui  donnera,.!^,  dîff.  i-hx'"^' 
s^Jxj  2^. Tlî-*3c.*-^«  X  A.i  -fc-  X  =  /.  I  ^a;..  On  fuppofera  en- 
Qpre,  i.-^.x'**  5*;;:  X  4-^,^.ce  qjii  dqûoera.^.  i^*  i.-^x,  x  /.  i-*r.* 


1  -^x 


/i'  rr**Ar.3a7.j  +  5;^  Après.celail  faudra;:  trouver  par  U.mcr 
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ïhodedes^//^j*,  1°.  la  valeurdei-Hjtf  xL  i-4->f,commecî.  *tw 
^tSws^  1°.  celle  de  /.  i  -h^^  exprimée  par  des j^.  3^  Ayant  fait 
une  équation  dèiit  le  premier  rriembre  (oit  Ib,  fuite  égale  à 
I  -H;e  X  l.^i  -HX3  &]e  fécond  foithfmie  en  y  égale  a  /.  i  -^y  ; 
îl  faudra  par  fe  retour  des  fuîtes  î*  troâveî* ,  eu  fè  fervant  de  *  1544 
cette  équation,  la  valeur  de  1  h-j/  exprimée  par  une  fuite  où 
il  ri*y  ait  que  des  x.  4P.  Il  faudra  eniuite  multiplier  la  valeut 
de  I  -^y  par  la  valeur  de  /.  ,1  -hx,  &  égaler  \^  fuite  en  x  qui 
<ft  cette  valeur,  à  la  valeur  de  /.  1-4-  x^  exprimée  par  dés  ^^  ce   î  ^4>< 
qui  donnera  une  équation  dont  le  premier  membre  fera  une 
fuite  en  x  égale  à  i-hx  '  "*"  *  x  /.  i  -+- x ,  &  dontle  ïecond  menfi,. 
fereièra  la  valeur  deX  i  -h  ^^^exprimée  par  des  z^  5°.  Il  faudra 
par  le  retour  à^s  fuites  *  trouver ,  en  fe  fervant  de  cette  *  1541 
dernière  équation ,  la  valeur  de  5;^ linéaire  e;cprîmée  par  une 
fuite  ou  il  tfy  ait  que  des  x.  Cette  valeur  fera  une  équatioa 
dont  le  premier  membre  fera  x^y  &  le  fécond  fa  valeur  par 
une  fuite  où  il  n'y  a  que  des  x.  Enfin  il  faudra  prendre  la 
différence  de  chaque  membre  dé  cette  équation,  &  ce 
fera  la  valeur  de  dx^^  Sc  par  confèquent  la  diSèrence  de 

1-4.X'**      que  Ton  cherchoît. 

Cette  méthode  peut  s'étendre  aux  exponentielles  des 
degrés  plus  éle>^és, 

Qu  A  N  D  Pexpofant  changeant  d'une  grandeur  changeante 
eft  différent  de  cette  changeante,  comme  dans  x^ou  1  -*-  ;c  "^^, 
&c  il  faut  fçavoir*le  raport  de  Texpofant  jr  ou  r  -4- y  à  x  ou  *4^i5 
d  I  -H  X,  &  prendre  par  le  moyen  de  ce  raport  la  valeur  dey 
exprimée  par  x,  &  la  mettre  dans  Texpofant  à  la  place  dey. 

Si  par  exempIej^sasKxx,  il  faudra  mettre  x",  ou  ih-x  '^^'^ 
Se  ainfl  des  autres. 

PROBLEME       IL 

•  « 

TrOV  VÉ  r  les  intégrales  des  différentielles  qui  contienmntdel 
exfreffiohs  logarithmiques  ^^  de  celles  qui  contiennent  des  qûan* 

tités  exponentielles^ 

Ss  îj 


3^4^  Anaxyse      demo-n  t  aE*s*, 

Première    M  l'x  h  o.  d  e. 

777-  L  A  prejniere  méthode  eft  celte  de  l*art.  713  ,^ainfi  il  fufEra^ 
de4*appljquer  à  quelques  exemples^.  . 

'  1"  JEx.  Pour  trouver  Tintegrale  de.x/x  x  dx^  on  la  cherchera; 
par  parties  par  le  moyen  d'une  intégrale  indéterminée^  ôt 
ron  fuppofera  que.  la  première  partie  de  l'intégrale  indéter- 
minée eft  ^>:Vx,  dans  laquelle  ^  eft  indéterminée.  On  en» 
.    prendra. la diffèrence.qiii  eft  ly^x/ivx.^x-^^x"^^ 
dx  4-  ^xdx.  ComvRcVi^n  doit  fuppofer  par  la  méthode  dq- 
Tàrt.  7  I  3, qu'on  employé  ici  ^  que  la  diflfcrentielle  qui  naîtra^ 
de  Tintegrate  indéterminée  eiV  égale  à  la  difFerentieliepro- 
pofée,  &  que  les  termes^  corrcipondans  font  égaux,,  pour 
déterminer  les  coëficîêns  indéterminés  j  fit  que  la  différen- 
tielle propofée  ixlx  x  ^xeft  déjà  le  terme  correfpondantdu^ 
premier  terme'iy^A:/.v  x4x  de  1^  dijSferentîelle indéterminée-,. 
4I  faut  fe  fervir  du  fécond  terme  -♦-  Axdx.  pour  trouver  quel 
eft  le  fécond  terme  qu*il  faut  fuppofer  dans  rintegralê  indé-- 
terminée^  c*eft-à-dîre,  Rfâut  trouver  quel  doit  être  le  fécond 
terme  de  Pintegralt  indéterminée,  pour  donner  au  moins 
un  terme  correïpondant  à  -h  A'xdx.  Or  ilêft  évident  que  l€ 
fepond  terme  doit  être  ^;c\  dont  la  différence  eft„  2^x^x5. 
^niî  Ton  aura- 

l'intégrale  indéterminée  j4 xHx       4*    Bx^ 
l|i  diflferentiell^    ,.       xAxlx  k  dx^A xdx^ 

-h  xBxdx^  =i  o... 
•^  la dîfïcrcntîellè  propofée^— .ix/a:  >^dx  \ 

Tous  les  termes  de  cette  différentielle  contenant  les  gran- 
deurs quil  faut  pour  déterminer  tes  cociîciens,  Ton  a  toutes 
lès  parties  de  l'intégrale  îfidéterminéo.  11  ne  faur  plus  que 
fuppofer  chaque  terme  delà  différentielle  égal  à  zeroj  ce 
qui  donnera-  A^=^\\  J?  =  —  ^ }  &  fubftîtuer  ces  valeurs  à 
la  place  des  coëficiens  dans  l'intégrale  indéterminée,  qôî 
deviendra ,  par  cette  fubftiturion ,  rintegrale  \  x^lx  -^  5:  x* 
que  Ton  cherchoit. 

On  trouvera  de  la  même  manière  qu*en  géjicral  x^lx,x^dx 

^  pour  ihtegralè-^— x"*Vx  — =L=i^™*'- 

1^ Exemple,  Pour  trouver Tîntegrale àt^'^t'x  x  ^x,  onfeça 
Itj  mcroej  yaifojpnejneps  que.  l*ôn  a  faits  dans  le  premîeXi 
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Exemple ,  &  l'on  trouvera  par  parties  Tintegrale  indétermi- 
née ^x"* '/"a;  -h  J?a;"*'/"-'  x-hCx''*' l'^-'-x  -H  D;e'"*' /"-'a; 

-+■  &c.  fâ  diâFereritielle  eft 

M't-i  X  uix^/'x  X  dx-^  n^x^l" ~:'x  x  <i*; -♦- « —  i  x Sx'l "'^xxdx-^- &c.  1 

— »»-H  1  £x^l^-'x  X  rfx-t  «ïHtI  Cx'"/"-*x  X  «/x  -h  &c.  ! 


—  li  difFe. 
rcmicllc 
proposée.  — x'^f'xX^ 

On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  différentielle  égal  à  zeroy 
cequidoj3ncra^  =  ^^  i?=    ~"^,  c=<=:  "^"j^-*""/"^' 


J     ' 


w-t*  I  m 


&c.  on  fubftîcuera  ces  valeurs  dans  Tincegrale  indétcrmu 
née  ,   &  après  la  fubfticurion  ,.  Ton-  aura  — 4r*  •^°"*"'  ^"  ^ 


«Vn  — 


X  x"*' l"-"-  X -H  ^£^'  X»*' /' -* X—  &c.  Ceft  lin. 


IW-+-I  m 


tcgrafeque  Ton  cherchoic ,  w&  »  rcpréfèn  cent  les  nombres 
entiers  qui  peuvent  être  les  expofans  de  x  &  du  logarithme 
Ix.  Il  eft  évident  que  quand  n  eft.  un  nombre  entier  pofîtif  • 
Fintegrale.eft  finie,  &  qu*alorsIe  dernier  terme,  ne  contient: 
plus  de  logarithmej^mais  la.  feule  inconnue  x^. 

Troijicme  *  Exemple  fur  tes  grandeurs  exponentielles. 

POuR  trouver  Tintegrale  de  x*  x  dx^  on  fuppofera  x*=; 
^^  ;  ce  qui  donnera  xlx=il.  i-^y.  Or  i  •+-^  ±=2  *  1-4*  A  r  ^f  *  ^^. 

iubftituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  /.  i  -h^s=:x/x, 
on  aura  x*=  i  -f*^=  i  ^xlx^^x^P'x^-^xH^ x  ^icc: 
en  multipliant  chaque  membre  par  dx^  on  aura  x^  x  dx=^dx. 
^ xlx  xdx-^^x^ P- X  y.  dx  -H  ^^-j  x^P  xx  dx^èCc.  en  prenant. 
ks  intégrales  de  chaque  terme  du  fécond  membre,  comme 
dans  le  premier  &  le  fécond  Exemple,. on  trouvera  S.  x""  x  dx 

\==::x^\xUx-'ix^^ilc^x'Px—jx^lx^Jj^x^ 

—  jlx^Px  ^  ^  x^ix^  —±—^x^^  &c.  C^êft  rintegralè 
que  Ton  cherchpît. 

On  donnera  dans  les  ufages  de  ce  calcul  intégral  des  dîfl 
ferencès  logarithmfques  &  exponentielles,  la  manière  de/ 
^onnoitre  lés  grandeurs  cohftantes  quit  faut  ajouter  aux. 
intégrales  que  l'on  troave  pour  les  rendre  complètes. 

S  s  ny. 


^i6  Analysé  demontre^e. 

Avertissement. 

O  N  pourroîc  employer  cette  méthode  pour  trouver  les 
intégrales  des  dîfièrentielles  qui  contiennent  des  logarith- 
mes de  logarithmes,  comme  x^Llx^dx^  x'^P Ix x dx y icc 

^  &  les  intégrales  dés  difFerentielles  exponentielles  x""  x  dx, 
&  des  autres  plus  élevées  j  mais  comme  elle  ne  fait  trouver 
pour  les  intégrales  que  des  yi//^j  infinies  qui  contiennent  des 
cxpreffions  logarithmiques  fort  compofées,  il  vaut  mieux  fe 
fervir  dans  cçs  cas  de  la  féconde  méthode ,  qui  fait  trouver 
ces  intégrales  par  des  fuites  qui  ne  contiennent  que  des  gran- 
deurs ordinaires. 

SECONDE    METHODE. 

778.  I"  Exemple.  Pour  trouver  ^tkvXts  fuites  l'intégrale  de  xlx  x 
dxy  ou,  ce  qui  eft  mieux ,  de  i-\-x  L  i-hx  x  dx\  i^.  H  faut 
réduire /•  i-4-Arenlayi/>f  qui  lui  eft  égale,/.  m-.y=stjc — \x'^ 
-4-  «1^  at'  — ix*-H&c.  &  multiplier  cette  fuite  par  i  -ex  dxy  & 
l'on  aura  xdx  ^  ^x^dx  —  rln  ^^^^  -^  j^^  ^^^^  —  ^^* 
=  1  -hx  /.  i-hxx  dx.  2°.  Il  faut  prendre  les  intégrales  des 
termes  de  cette  fuite  ^  &  Ton  aura  |  x^  -h  f^i  ■*'  —  îxîxî  ^ 
-H  i^l^  x^  —  &c,  pour  rintegrale  que  Ton  cherchoic. 
^^  Exemple.  On  trou vera  de  la  même  manière  ^intégrale 

^e  T+x"'/'  I  -Hx  X  i/x,  en  élevant  la  fuite  qui  eft  la  valeur 

de  /.  I  ^x ,  àla  puîflance  »,  &  la  multipliant  par  i  -+-x  xdx. 
réduite  en  \z,  fuite  qui  lui  convient,  &  prenant  enfin  l'înte^ 
grale  de  ce  produit. 

3^  Exemple.  Pour  trouver  l'intégrale  de  i  -+-x     xdx}i^.  on 


fuppofera  i -i-x  3=3 1  ^y  j  ce  qoi  donnera  i  •+•  x  /•  n- x 
77f.  as/.  i-+-j^.  1^.  Après  avoir  trouvé*! -H  x/.  n-x2asx-+-|x* 
—  7  x^  -H  &c.  &  /.  I  -^jf  ==^  — ly  ^-j  jfî  —  &c.  ce  qui 
donnera  l'équation  x-nf  x* —  ^x'  -h  Sec.  =^jf  — j^'^^y^ 
2^4-  —  &c.  on  aura  par  le  retour  des  fuites  *  la  valeur  de  1  -Mf 
SS5  I  -Hx  -^  x^  '^^  x^-H  jx^  H-T^^^-*"  *^^-  3°-  Oû  multi- 
pliera le  fécond  membre  par  dx  y  et  qui  donnera  Téqua- 

don  i^x      x  £/d^=^x-*-x^x-Hx^^/x4-4x^^&c.  &en 
prenant  les  intégrales  des  termes  du  fecorui  nïcmbre ,  où 
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aura  a?  -h  i  x*  -h  |  x'  h-  |  x*  -h  &c.  pour  Tinte  grale  que  Ton 
cherchoir.r. 


jç^xem^le.  Pour  trouver  l'intégrale  de  i  -h-  x  *  *  *       %  dx^ 

li^  on  fuppofcra  i-+-x*'*'*  =ï-^^^  ce  qui  donnera 
iH^jtf  ***  /.  I  -HA:=i/.  I  H-^5  on  fuppofera  de  plus  F+Tv»** 
s=:  I  -*-/,  ce  qui  donnera  j -+- X  X  /.  r-*-x=/.  i  H»^,&en-. 
corc  1  -h;^  /*  I  "H  X  =?  A  i  -+-  ^  2^.  *  Ontrouvera  X^piite  qui  *  77r 
eft  la  valeur  de  \  -^xx  /.  n-  x ,  où  îl  n'y  aura  que  des  x ,  & 
lay«//^enj^  qui  eft  la  valeur  de  /.  i  -hj^.  On  fera  une  équa- 
tion de  ces  deux  valeurs,  &  par  le  retour  des  fuites  on  trou* 
vera  par  cette  équation  la  valeur  de  i  -^y  exprimée  par  une 
fuite  où  il  n'y  ait  que  des  x  j  &  Ton  multipliera  cette  valeur 
dei  -+-^  par  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  l,  n-  a;  ;  &on  mettra' 
ce  produit,,  qui  eft  unt  fuite  qïi  x  y  i  la  place  de  17*-^ /.  i-hjc 
dans  Téquatîon  1  -^y  /.  i  -4-  x  «=  /.  i  -4-  iç.  3^.  Après  avoir 
trouvé  la  valeur  de  Li  -*-  ;î;^exprimée  par  lo.  fuite  qui  lui  con*. 

vient  en  5;^^  &  fait  une  équation  de  la  valeur  d^e  i-^yL  \^x 
en  X  ,  &  de  la  valeur  de  /,  i  -h  ;^en  z^^  on  trouvera  par  le  re- 
tour des  fuites  par  le  moyen  de  cette  équation  ,  la  valeur 
de  I  -H  5;^exprimée  par  mie  fuite  où  il  n'y  ait  que  des  x.  Il 
eft.  évident  que  cette  valeur  de  i  -h  i^  en  x  fera  égale  à 


1  •♦•JK 


,  ri-+-  x^**^*      5, ainfî  multipliant  cette  valeur  de  i  4-^par^x,. 

elle  ferjr  égale  à  r  -f.  x  '  '*'''        ^dx.  4P.  On  prendra  a  Tor- 
dinaire  les  intégrales  de  tous  les  termes,  &leur  fbmme'ferai 
uneyi//«  qui  iera  Tintegrale  que-l*ofl  cherchoit. 

Avertissement. 

On  peut  fi  facilement  appliquer  cette  féconde  méthode  aux: 
diiFerentiellès  des  exponentielles  plus  élevées, &  aux  difFe-- 
rentielles  qui  contiennent  des  logarithmes  de  logarîthmoSy. 
quil  eft  inutilede  s'y  arrêter  ici ,  &  de  plus  cela  n'eit  pas; 
de  grand  ufage. 

Ufkgede  la  logarithmique  four  décrire  tés  courbes. 

779*  LEs  courbes  dont  Téquation  contient  des  expreflions  tbgai 
rîthmiques U,  /.  i.-h x,  S;  4^  ,.  S  |^  ,  &€.  ft:  peuvent: 
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décrire  par  le  moyen  de  la  logarithmique.  On  en  mettra 
feulement  ici  deux  exemples  des  plus  fimples,  qui  fuffironc 
pour  le  faire  clairement  cpncevoir. 

780.  1  "  Exemple,  Pour  décrire  la  courbe  dont  Pcquatîon  eft  xlx 
=^,  ou  fi  l'on  veut  i  ^x  fi.-^x^sy;  1°.  II  faut  avoir  la 

*  7^4.  logarithmique  HBF  toute  tracée  *  dont  on  fuppofeque  Tor- 
ii  «.  L.  donnée  AB  eft  Tunité,  A  Torigine  des  logarithmes  des  or- 
données 5  dont  les  pofitifs  fe  prennent  du  côté  de  ACE ,  les 
négatifs  du  côté  de  AIj  &c  on  nommera  les  ordonnées  CD, 
EF\  i-*-x3  les  ordonnées  des  logarithmes  négatifs  com- 
me  I Hy  feront  i  — x'^AC,  AE^  logarithmes  des  CD^  EF^ 
(I  -Hx),  feront  nommées/,  i  -i-x,&^7[  —  /.  i  — at.) Quand 
un  logarithme  i^l.  \'±:^xtVi  déterminé,  Tordonnée  t-^x. 
«ft  connue  &  déterminée  j  par  exemple  fi  AI\  —  /.  t  — x) 
=  AB  =  1 ,  IH  (I  —  AT  )  eft  une  grandeur  connue. 

i*.  Suppofant  c^tALBM  eft  la  ligne  des  coupées  de  là 
courbe  qu'on  veut  décrire ,  &  que  les  ordonnées  font  parai, 
leles  2l  ACE  s  pour  trouver  chacun  des  points  de  la  partie 
<ie  la  courbe  donc  les  coupées  AM{\^x)  furpaflent  Tunité , 
il  faut  prendre -^  Af  plus  grande  que  AB\  &  tirer  MDG 
parallèle  à  AC  E  qui  coupe  la  logarithmique  en  D  3  &  mener 
DC  parallèle  à  >^^,  il  eft  évident  que  A  M  ==  Z)C  étant 
f  170.  i-H  X  j  -^  C  eft  /.  I  -4-  X.  Il  faut  faire  *  en  lignes  cette  propor- 
tion qui  fe  déduit  de  Téquation  de  la  courbe  i  -f-  x  /.  i  -h  x 
=  i^s^J?(i).^C(/.i^x):;CDou^ilf  (n-A:)./,qu'Qn 
fuppofè  égaie  à  M  G  i  le  point  G  fera  Tun  des  points  de  la 
courbe  j  fa  coupée  i  -+•  a:  fera  A  M  i  fon  ordonnée  j/  =  i-^x 
/.  I  -4-  X  fera  M  G.  On  trouvera  de  la  même  manière  chacun 
des  autres  points. 

3^.  Pour  trouver  les  points  de  la  partie  de  la  courbe  dont 
les  coupées  AL  font  i  — x.  Ayant  pris  ALy  il  faut  tirer  LH 
parallèle  â^/,  &  par  le  point  H  où  elle  rencontre  la  loga- 
rithmique ,  tirer  HI  parallèle  i  A  B  ^  te  faire  enfuite  cette 
*i7^  proportion  en  lignes*^-»  (1).  —  AI{  —  /.  i  -^x)  ::  IH 
ouAZ  (I  —  x). — ^=  I  — XX  —  /.  I — X3  qu*onfuppofe 
iégale  à  — •  ZK  ^  &  le  point  ^K^  du  côté  des  ordonnées  néga* 
tives  fera  Tun  des  points  de  la  courbe.  On  trouvera  de  la 
même  manière  les  autres  points  dont  les  coupées  font  les 

J  —  X. 

La 


L   I   V    R   E      V  I  I  T.  52^ 

La  conftruâîon  feroic  la  même  fi  Ton  fe  fervoîc  de  cette 
cxpreflîon  xlx  =  y  pour  Tcquation  de  la  courbe  j  &  il  y  faii^ 
droit  de  même  diftinguer  les  coupées  x  plus  grandes  que  Tiu 
nîté  j4B  dont  les  logarithmes  Ix  feroîent  pofitifs  ^  des  cou* 
pées  X  moindres  que  Puni  te  ^B ,  dont  les  logarithmes  —  Ix 
feroient  négatifs. 
78  U  Si  réquatiun  de  là  courbe  ctoît  x^lxi=Ly ,  x^lx  cs=y  ^  x^Ix 
«=^  ,&c.  (  ce  feroît  la  même  chofe  fi  Ton  y  cxpfimoît  x  pat 
ï  i;  AT ,  )  la  conftruâîon  feroît  la  même  j  il  faudroît  fëulemenc 
pour  chaque  coupée  ^M  {x  on  i  -+-  x  )  ^Z  (  xon  i  —  a:  ,  ) 
prendre  le  double  du  logarithme  ^C  (  /at  ou  /.  x  -«-x^  )  oa 
de  AI  ( — /x  ou  —  /.  I  —  a:  5  )  &  l'ordonnée  de  la  jogarith* 
mique  ^  dont  ce  double  de  AC  ou  de  AI  eft  le  logarithme , 
fera  x*  ou  i-i-x^  î  fi  Ton  prend  le  logarithme  triple  ,  qua- 
<lrule  ,  &c.  ou  xjui  foît  la  moitié  ,  le  tiers  ,  &c.  de  AC  ou 
<le  ^  / ,  Pordonnée  de  la  logarithmique  qui  répond  a  ce 
logarithme  triple  ,  quadruple,  &c*  ou  qui  çft  la  moitié  ,  le 

tiers ,  &c.  du  logarithme  AC  ou  AI  ^  fera  x'^^x^  ^  &c.  ou 

1      1  j  4  t     i 

X^  ^x\  &C.  ou  I  -HX  ,    I  -HX  ,  &C.  OU  I  -H  X*  3  I  -4- x'  ,  &a 

&  cette  ordonnée  x? ,  x+,  &c.  feroit  le  troifiéme  terme  de  la 
proportion  qui  feroit  trouver  l'ordonnée  j^  de  la  courbe  qu*oa 
voudroît  décrire,  dont  Téquation  eft  j^  =  xHx ,  &c 

Second  Exemple  pour  la  confituftion  des  coarhes  dont  les  équations  ^ 

contiennent  des  candeurs  exponentielles, 

y%2.  P  O un  décrire  la  courbe  dont  ^équation  eft  x*=s=^  :  d'oà 
Ton  tire  l'équation  logarithmique  xtx=^lyi  i®.  fuppofanc  la 
logarithmique  àfBDF^  dont  l'ordonnée  prife  pour  l'unité 
foit  -^  ^ ,  &  les  autres  ordonnées  CD  y  EF ,  &c.  font  les  *gran-  Fi  o.  Li. 
deurs  x  ,15c  AC ,  AE  leurs  logarithmes  Ix  j  iSc  les  ordonnées 
de  raut;re  côté  de  l'unité ,  comme  e  f  %  è  d ,  font  les  x  moin- 
dres que  l'unité ,  &  >^e>  -i^c^&c,  font  leurs  logarithmes -r-  /x^ 
il  faut  prendre  les  coupées  x  de  la  courbe  qu'on  veut  décri- 
re fur  A  t  B  M  y  &  les  ordonnées  parallèles  iACE. 

lo.  Pour  trouver  chaque  point  de  la  courbe ,  il  faut  pren- 
dre une  coupée  quelconque  A  M  (x) ,  &  tirer  MDG  parallèle 
À  AEy  laquelle  rencontre  la  logarithn(\ique  en  D  ^  d*où  il  faut 
drer  DC  parallèle  &  égale  à  MA  ^  &  faire  enfuîte  *  en  lignes  *  ly^. 
Tome  II.  T  t 
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^  cette  proportion  que  donne  l'équation  logarithmique  x  /x- 
x=silyy^S{i).j4M  ou  CD  (x)  ::  ^C  (/x)  .  ly^  qu'oifc 
fiippofc  égale  à  -^£.  Il  eft  évident  que  l'ordonnée  £F  cîk 
égale  iyy  ainfî  il  faut  faire  MG  =  JBi^^  (^  ) ,  &  le  point  G  fera, 
un  point  de  la  courbe  qu'on  veut  décrire,.  On  trouvera  de- 
là même  manière  les  autres  points.. 

3  ^.  Pour  trouver  les  points  comme  K  deih,  parcîe  hKb  de 
lia  courbe,  dont  les  coupées  ^Z  {x  )  font  moindres  que  l'unitc- 
^S ,  il  faut  prendre  une  coupée  y4Z  {x)^  tirer  par  Z  la  ligne- 
KZd  parallèle  i  la  ligne  des  logarithmes  -^e ,  &  mener  par 
ie  point  d\>  oà  «elle  rencontre  la  logarithmique ,  d  c  parallèle 
&  égale  à  u4Z  {x)  ^.&  faire  la  même  proportion  ^S  (  i  J  .^Z 
ou  de  {x)  ::.-^c(-«-/x).  — />^,  qu'on  luppofe  égale  à -^ej. 
fl  eft  évident  que  ef  fera  égale  à  y  [  (  on  remarquera  ici  que 
quoiique  le  logarithme  -^e  (—  (y  )  ibit  négatif,  l'ordonnée 
ef  (j^  )  de  la  logarithmrqoe  n'eft  pas  moins  pofîtîve  5  )  ainfi  il: 
£iut  prendre  XiC  =  ef  (^  )  3  &  le  point  K  fera  un  des  points» 
de  la  courbe  qu'oavent  décrire..  On. trouvera  de  même  lej- 
autre^s  points.. 

R   E    AT  A    K  Q^U    E. 

JqJ-  io.  jL'Equ  ATI  oh  logarithmique  x/a:==/k  déduire  de  Téquau 
tîon  de  la  courbe  Ar*=j^,  fait  connoître  qu'en  fuppofant  à^ 
l'origine  A^x^=^  o  ^ly  devient  zéro.  Or  zéro  eft  le  loga- 
xichme  de  AR=^  v  ,  doue  l'ordonnée j^  dont  /j/==  o  eft  le  lo- 
garîchme  ,eft  égale  à  AJSyzinCi  prenant-^  b  =3  -^-S ,  le  point: 
b  eft  un  point  de  la  courbe; 

1°;  La  même  équation  fait  auflî  connoître  que  quand  kt. 
<oûpée  X  de  la  courbe  eft  2*^-5  =  1 ,  Ix  eft  ^ero  5  ainfî  xlx- 
devenait  encore  xero  ,  ly  devient  aulïï  zéro  5  par  conféquent: 
l'ordonnée  Bb{y)  delà  courbe  au  point  Jî eft  encore  égale  à> 
AB  =  V. 

3  °.  Si'  dans  Iféquatîon  x^  ^=iy ,  Texpo/antAr  étoit  f  x, j  x,  &c. . 
ourx,  yx^  &c.  ce  qui  donneroit  réquadbn  logarithmique 
{xlx.sszly^^xl.^  =  î.y ,  xxljc.  =  Ly ,  &c.  la  conf^ruûion  dé 
lia  courbe  fe  feroît  de  la  même  manière,  j  il  n'y  auroit  qu'à 

mettre  dans  le  fécond  terme  delà  proportion  ,..^-^,1-*^ î&c- 
au  lieu  de  x.  Si  l'expofant  x  étoit  élevé  à  une  puiilànce 
conftante*  quelconque  ,  comme  x*'  =^  ,  ;c**  ^=^/ï  ^^*  ^*<^^* 
l'on  tireroît  Wx  ==  ly^  xHxzssily  ^  &c,.  on  trouveroit  le. 
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îecond  tecme  de  la  proportion  x* ,  ^ ,  ôcc  comme  on  ?a  en- 
feîgnc  à  la  fin  du  premier  exempla. 

•4°.  On  fera  remarquer  îcî  que  pour  trouver  leslogarich* 
mes  de  logarithmes  des  x ,  en  ruppofant  que  A  M  ow  D  C  ^^^*^^* 
eft^,  donc  le  logarithme /v  =  ^C  >  il  faut  prendre  fui'  la 
ligne  des  x<^  eft  AM\  la  ligne  ^  Jf  =«  >^C  (/x )  &  tirer 
HI  parallèle  iu4E  ju^u'à  la  rencontre  de  la  logarithmique 
en  /,  &  il  eft  évident  que  cette  ligne  HI  qm  (on  «égale  AP 
(kraLlx. 


Les  ufi^s  du  calcul  différentiel  &  intégral  des  équations 

logarithmiques  (^  exponentielles  ^pouff  trouver 

les  propriétés  des  courbes  de  ces  équations^ 

70  4«  (^N  trouve^par  Je  calcul  différentiel  les  tangentes  de  ces 
courbes  &  les  autres  lignes  qui  y.  ont  raport ,  les  pomts  où 
elles  font  les  plus  éloignées  ou  les  plus  proches  de  Içur  axe^ 
&  les  autres  propriétés  qui  fè  découvrent  par  le  calcul  dif- 
férentiel. 

Pour  trouver  la  foutangente  M  S  d'un  point  G  quelcon-  ïï*.  U 

que  de  la  courbe  j^ -5  G  dont  Péquatîon  efti-HArx/.  j-»-x 
«=;^,il  faut  prendre  les  diïFérencesdes  deux  membres  de  Té- 
quatîon ,  &  l'on  aura  ^x  x  /.  i  -4-  x  -h  i  dx=^i  dy.  Mettant 
cette  valeur  de  dy  dans  la  formule  de  la  foutangente  *  ^ ,  *  ïî** 
&  y  fubftîtuant  auflî  la  valeur  de^=ï-*-x/.  ih-at.  Ton 

aura  la  foutangente  ilf  5  =  ''::î^iT=^^''Z^'Ic^'' 
ySy»      On  trouvera,  de  même  k  foutangente  JVf  5.d'un  point  Fi«.  LU 
quelconque  G  de  la  courbe  biCG  dbnt  l'équation  eft  x*  =»  / , 
d'où  Ton  déduit  xtx  =  ^  ^  en  prenant  la  différence  de  chaque 
membre ,  qui  eft ^  x  /x  -f-x  x  ^  =  ^  j  d'où  l'on  déduira  ^ 
en  multipliant  le  tout  par  la  valeur  dey ,  x*/x  x  ^x  •+•  x^'^x 
=  ^5  &  mettant  dans  la  formule  de  la  foutangente  '  ^,  *  55^* 
les  valeurs  de^  &  de  dj^  Ton  aura  la  foutangente  M  S  ^ 


78I6.      Si  Ton  veut  découvrir  le  point  K  le  plus  proche  de  Taxe 

^i?il/,îlfautfuppofer*ij^=o,cequidonneraxVx-4-x'=o,  *  ^j^, 

oubienjdivîiaiitparx%ï-^/x^=rtD'^&i3a* — /x,ou/x«=i-^i* 

Tt  îj 


33^  Analyse    dimontr  e^b. 

Mettant:  cette  valeur  dans  Tequadoo  xlx  ^=^ly^  Ton  aurai 
XX  -—  I  ==/y ,  où  —  I.  eft  un  logarithme  négatif  —  Ix 
qui  eft  égal  à  l'unité  AS  ,.cçqutfaît  voir  qu'il  faut  prendre^ 
^  c  sçs;  !k  ^ ,  &  tirer  rordonnée  c;  d  qui  fera  la  valeur  de  x 
par  raport  au  point  K  le  plus  proche  de  Taxe  j  îl  faut  aufli 

ener  dX^  parallèle  à  AÉ ,  &  elle  renc 

intiC  le  plgs.proche  ^.Ton  déterminer 

po>nt  en  faifàntcette  proportiontcn  ligi 
=5=  I  lyyj4B[i')  .çd  ou-^Z  (a;)  ::v/c(  —  /x=  —  i)  .  —  A* 
que  Ton  fuppofe  égalé  à -^e.  Il  faut  enfuile  tirer  Tordonnccr 
eTqjui  fera  Ta  valeur  de^  dont  At  (  — ly  )  eft"  le  logarithme  ^^ 
&  faire  ZiC  =s  fe  {y) ,  &  ce  fera  rordonnée  du  j^int  K  qui; 
efl:  la.  môindj^  des  ordonnées.. 


V  E  R:  T  I  S^  s  E  M  E  N  r. 

CLiEs  exemples  fuffifent  pour  apprendre  arfk  LeÛears  lài 
manière  de  décovivrîr  les-  propriétés  des  courbes  des  équa, 
tîons  logarithmiques  &  exponentielles  que  Ton  peut  trouvée 
par  le  calcul  difFérentieL  On  découvre  par  le  calcul  intégral 
les  r^dificattons  de  ces  courbes ,  leurs  quadratures ,  la  me-- 
fure  des^.foUdes  formée  par  leur  révolution  autour  d*tm  axe>, 
U  mefure  à^s  furfaces  de  ces  folides ,  &  les  diftances  des  cen- 
tres de  pefanteur  de  ces  courbes ,  de  leur  aire,  &  desfplides, 
qui  en  iont  formée.. 
787;      ^^  mettra  feulement  ici  pour  exemples  la  manière  dé^ 

trouver  les  quadratures  des  deux  courbes  qu'on  a  décrites. 
PiG.  L.       I  ^"^  Exemple.  Pour  trouver  l'aire  BGM  de  la  courbe  BG 
dont  héquatîon  eft  i  -f-x  /.  i  -♦- Ar=j^,  il  faut  fe  fervir  de  la  for- 

*55>5vmule  de  la  quadrature  des  courbes^  * /^x ,,  qui  devient  icî;. 
i^xh  I  -^x  Kdxy  ainlî  la  qucftiôn  fe  réduit  à  trouver  l'inv 

"^777.  tégrale  de  cette  différentielle.  Or  cette  intégrale  eft  *  par  le- 

fécond:  Problème  {-x  r  -hx  /,  i^-f^x— ^  i-hx  .. 

R.   E   AL  A.  B.    Q^  U    E., 

Jja  manière  dé  Cûnnoitre  les  candeurs  confiantes  qu^  il  faut  ajouter  - 
aux  intégrales  des  différences  loyirithmiques  é*  exponentielles 

four  les  rendre  complète  s  ^^ 

788^^,1^  Ou  K'  voir  fi  ^intégrale  eft  complète  ,  il  faut  fuppofer- 
U  i,  -tr  xj=^  Q  >  ce  qui  reqdra  le  premier  terme  de  rintégralô; 


l 
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=sï©^&  I  -i-x=  I.  En  mettant  dans  le  (ècond  terme  i  à 
la  place  de  i  -*-x  ,  l'on  trouve  la  grandeur  négative  —  \  s 
aînfî  \  eft  la  quantité  confiante  qu'il  faut  ajouter  avec  un 
iîgne  oppofé  à  Tintcgrale  trouvée  5  Pîntégrale  complète  eft 

doncî^  ^  X  L  I  -H  X  —  ^*^'  -*-  j.  La  raîfon  de  cette  régie  eft 
que  l'intégrale  exprime  Taire -BGiVf  qui  eft  zéro  à  Torigine  B 
de  la  courbe  jaîh fi  Tintégrale  doîc  aufS  erre  zéro  au  point  By 
or  on  trouve  qu'elle  devient ,  à  ce  pofnt  B  y  —  ^  j  il  faut  donc 
lui  ajouter -H  ~ ,  afin  qu'à  ce  point  ette  devienne  =  o  -,  aînfi 
•+-  ^  eft  la  quantité  confiante  qui  doit  être  ajoutée  à  Tintée 
grale  pour  lui.  ôter  ce  qu'elle  a  de  trop  ,  &:  pour  la  rendre 
cxaâe. 

Si  les  X  commén'Çêlîent  à  l'orîgfnc  ui  ybc  que  Ton  fe  fervîr 
de  cette  expreffion  xlx^=y  ,  il  ne  faudroit  pas  moins  ,  afin 
jue  Tintégrale  exprimât  exaâement  Taire  BGM  ^  fuppofer 
(^t=  o  3  ce  qui  rendroit  x  =  i  5  &  Tintégrale  de  x/x  x  (Tx 
qui  feroit  alors  \x'ix — ^x* ,  deviendroit  de  même  — j^^ 
comme  il  eft  évident  que  qua^id  x  eft  égale  à  AB  fi  ) ,  Taire 
BGM=z  0  ,  il  eft  auffi  évident  qu'il  faut  ajouter  -4-  j  à  Tin^ 
tégraleafin  qu^élle  devienne  zéro  au  point  B.  Ainfi  l'intégra- 
le étant  trop  grande  de  —  ^  >  il  faut  lui.  ajouter  -h  ^  pour  la: 
rendre  complète. 
J89..      id  Exemple.  Pour  trouver  Taire  ^ MGKh  de  la  courbe  fig.  tl* 
hKG ,  dont  Tçquation  eft  x*  =jK,,il  faut  fe  fervir  de  la  for- 
mule j^^x  * ,  qui  devient  ici  x^^x  j  ainfi  la  queftîon  fe  réduit  *  y  9  y. 
à  trouver  Tintégrale  de  x'^/x  j  or  Ton  a  trouvé  *  que  cette  *  777. 
intégrale  eft-  S.  x'^x  =5=  x  -*-  |x*/x  —  ^x*  -h  fx^/^x  ^^Exemp^. 

—  f  xJ/x  +  1^x3  ^  ^X4/ÎX  —  ^X^l'X  -H  ^x4/x  —  rfô^^ 

•+•  &c.  Ainfi  Taire  que  Ton.  cherche  eft  exprimée  par  cet^ 
te  intégrale. 

790.  C/  O  M  ME  Ton  fiippofe  que  Tintégrale  commence  à  Tbru 
gîne  -^,  &  qu'elle  doit  exprimer  Taire  utMGKh  qui  com- 
mence à  la  même  origine  yi\  iTeft'évident  que.x  iétant  zéro 
au  point  ^,  l^aîfe  y  doit  auffi  être  zéro  :  il  faut  donc  fup^ 
pofer  x=  G  ,  &  comme  cette  fuppofitibn  détruit  tous  le& 
termes  de  Tinrégrale ,  il  n'y  a  point  de  grandeur  confiante  à* 
y^  ajouter. 
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Si  Ton  vouloîc  Taire  BMGh  qui  commence  au  point  S  ^ 
ou  à  l'ordonnée  Bb  y  il'faudroît  fuppofer  /x  =  o  ,  ce  qut 
donneroît  j4B  (x)  =  i  5  &  fubfticuant  ces  valeurs  de  /x  & 
de  AT  dans  rînccgrale,ilrefteroic  i  — T5"**fî"^p-*-j< — &c, 
ainfî  il  efl  évident  que  la  fomrae  de  cette  fuite  feroit  la  gran« 
deur  conftante  qu'il  faudroit  ajouter  fous  un  figne  oppofé 
i  Tintéerale  ,  afin  qu'elle  exprimât  Taire  BMGà  qui  com- 
mence a  Tordonnée  Bb, 

Comme  ^B  =  i ,  &  que  le  logarithme  de  AS  cft  zéro'; 
en  fuppofant dans  Tintcgralè trouvée /v  =  o,&jrs=.i3 Ton 
trouve  la  fuite  i  —  jt-^jî  —  &c.  qui  exprime  la  valeur  de 
Taire -/^Jîib. 

On  peut  apffi  trouver  Tîntégrale  àÊ  x^dx  par  la  féconde 
méthode  du  fécond  Problême. 


Autre  ufage  des  ^xpreffions  logarithmiques  (g^  exponeu^ 
tielles  pour  trouver  les  intégrales  des  différentielles 
quijont  des  frayions  dont  le  numérateur  ^  le  déno^ 
minât eur  ne  contiennent  que  les  puijfances  d'une  même 
changeante  ^  mais  qui /ont  toutes  commenfurahles. 

^ERTISSEMENT, 

yj  N  ne  peut  pas  trouver  par  les  méthodes  qui  font  décou. 
vrir  \t%  intégrales  des  différentielles ,  celles  des  différentiel- 
les ,  comme  i^Jf^^^:^s^  x  dx. ,  qui  condennent  une  fradiou 
où  il  n*y  a  qu'une  m^me  changeante  x  dont  toutes  les  puîC 
iânces  font  commenfurahles  :  c'eft  pourquoi  on  a  été  ooiîgc 
de  chercher  une  autre  méthode  pour  ces  différentielles. 
Mêimirn   Voici  celle  qu'on  a  découverte  pour  trouver'  les  intégrales 

derAcadémse,  ^q  ^^^  différentielles  par  le  moyen  des  cxpreflîons  logarith* 

1701, p.  i  %   n^jquej  g^  g^pQQçj^çîg]|jç5^ 

79  K  Soit  une  telle  différentielle  reprcfentée  par  ^dx  ,  dont  p 
repréfente  le  numérateur  &  ^  le  dénominateur  ,  chacun 
compofé  de  termes  qui  contiennent  les  puifïances  de  x  avec 
des  confiantes  comme  dans  une  équatîon  j  &c  p  &c  ^  font 
fuppofees  commenfurahles.  i®.  Il  faut  divîfer^  par  ^  jufqu*à 
ce  que  la  plus  haute  dimenfion  de  x  fait  moindre  dans  f 
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ijue  dans/)  ^  à  moins  que  cela  ne  fe  trouvât  déjà ,  &  que  Ton 
ne  pût  plus  continuer  la  divifion  ,  car  il  la  faut  continuer 
tant  qu'elle  fe  pourra  faire.  Cette  opération  réduira  la  dif. 
férentielle  en  deux  parties,  dont  la  première  fera  le  quotient 
commenfurable  qui  eft  venu  de  la  divifion  j  la  féconde  fera 
le  refte  de  la  divîfîon  chacun  multiplié  par  dx.  Il  eft  évî- 
dent  qu'on  peut  toujours  trouver  l'intégrale  de  la  première 
{>artie  -,  aînu  il  ne  refte  qu'à  trouver  l'intégrale  du  refte, 

3u'on  fuppofe  repréfentc  par  jdx.  (Si  r&^  avoient  quelque 
ivi&ur  commun ,  il  faudroît  les  dfvifer  par  ce  divifeur  corn- 
mun  pour  abréger  le  refte  j  oa  fuppofe  ici  quils  n'en  ont 
pas.  ) 

^o.  Il  faut  fuppofer  ^dx  ==  -^ï:!'  -h  '^Jf  -^  fjf  +  &c.  c'eft- 
à-dire  il  faut  fuppofer  jdx  égal  à  autant  de  différentielles  lo^ 
garîthmiques  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  plus  haute  dimenfion^ 
de  X  dans  ^  ,  &  que  chacune  foit  multipliée  par  une  gran- 
deur conftante  indéterminée  a^b ^c ^  &c.  On  fuppofe  auflî' 
que/, Zyh ^ &c.  font  des  confiantes  indéterminées. 

3°.  Il  faut  réduire  ces  différentielles  en  une  fomme  qui  les 
contienne  toutes  ,  ce  qui  fe  fait  en  les  réduflant  au  moindre 
dénominateur  commun ,  &  il  eft  évfdent  que  la  plus  haute 
dimen(îoa  de  x  fera  la  même  dans  le  dénominateur  de  cette 
fomme  &  dans  ^  ,  &  iî  la  plus  haute  dimenfion  de  x  dans  le 
numérateur  de.  cette  fomme  furpaflToît  celle  de  x  dans  r ,  il 
faudroit  fuppofer  dans  r  les  termes  cjui  manqueroient  muL 
tipliés  chacun  par  zéro  :  il  eft  évident  que  par  cette  opéra- 
tion le  numérateur  de  la  fomme  &  r,  auront  un  même  nom- 
bre de  termes  ,  &  die  même  lô  dénominateur  de  la  fomme 
&  q.  II.  faut  faire  des  équations  des  ternies  correfpondans 
des  numérateurs ,  &  de  même  des  termes  correfpondans  dQs 
dénomfnateurs  ,  &  on  trouvera  les  valeurs  de  toutes  les  in- 
déterminées conftantes /^ ^b ^c ^ &c.  f^gyh^ &c.  qu'on  a fup.^ 
pofées ,  lefqueMes  valeurs  feront  exprimées  par  les  cocficien* 
donnés  des  termes  de  r  &  de  q.  H  faut  fùbftituer  ces  valeurs 
à  la  place  de  ces  indéterminées  dans  '^^  -♦- 1^  -h  ^J^  -h  &c^ 
&:  elles  deviendront  par  ces  iùbftitutfons  les  différentielles-, 
logarithmiques  dont  on  a  Sefoin  r  on  les  fuppofera  ici  avec 
fes  mêmes  lettres  ,  mais  on  les  doft  à  préfent  regarder  com- 
me déterminées. 


4».. Comme  ^^  eft  la  différentiel^  de  Lf-^Xy  &  qji'âîaff 
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S.  7^^=  Lf-^x  ,&  qu'il  en  eft  de  même  des  autres  ^  îl  eft 
évident  que  pour  avoir  l'intégrale  de  jdx  =  ^  x  ^  h-  ^-^^^ 
H-  TTTT  •+•  &c.  il  faut  prendre  les  logarithmes  de  cesjdîfe. 
rentielles  ,  &  l'on  aura  S.  z^dx  =^  x  /./-4- x -4-*  x  /.  g-*-x 

♦770.^.^  x/.A^xH.&c/Maîs^  xl.f^x=^*l.f^x  ^  ainfî 

a  b  — c 

S.  ^^x  =iLf^  X  H-/.  g-Hx  -^Lh-^ X  .Déplus^ la (bmme 

•  770'  d«  logarithmes  de  plufieurs  grandeurs  eft  égale  *  au  fêul 

logarithme  du  produit  de  ces  grandeurs  ^  c*eft  pourquoi  l'on 

— a  ■   ■ -fc  c  • 

aura  enfin  S.  ^^x  =  /./-h  x  xg  +  x  xh^x  ^  c'eft  Tinté- 
grale  du  refte  j-^x  ,  qu'il  fallait  trouver. 

COKOLLAI&E. 

792.  V2^  ^  N  D  on  trouve  dans  la  réfolution  d'un  Problême  une 
équation  ^dx  =  ^^,dont  chaque  membre  eft  une  difFé* 
rentielle  (emblable  i  celle  dont  on  vient  d'enfêigner  à  trou- 
ver l'intégrale  ,  mais  dont  le  premier  ne  contient  que  la 
changeante  x ,  &  le  (econd  que  la  changeante jr  ^  on  peut , 
en  trouvant  par  la  méthode  précédente  l'intégrale  de  cha- 
que membre ,  réduire  l'équation  à  une  autre  équation  qui 
ne  contienne  que  des  logarithmes ,  &  ,  fi  l'on  veut ,  à  une 
équation  exponentielle  :  après  quoi  fi  l'équation  propofée 
exprime  la  nature  d'une  courbe ,  on  pourra  la  décrire  par  le 
?n  de  la  logarithnjique.  Carfuppofà  ''  ''  ' 

e  du  premier  membre  ^dx  ^  qui  eft  ] 
de/  dîvife  par  q  dont  on  peut  touj 
grale ,  ait  pour  intégrale  x  ,  Se  que  llntcgrale  du  refte  foie 

a  ^b        c 

/.  /-♦-  xxg-»-xxA*4-x,&;  qu'ainfi  llntégrale  entière  du 

a  b 

premier  membre  fuît  S.  ^dx  =  i  x  •+•  /./h-  x  x  g  h-  x  x 

A  -4-  X  ,  &  que  de  même  l'intégrale  du  fçcond  membre  foie 

■■>■■<  />        ■      » 

S.  7^  «*=  I  y  •+•  /.  <p-i-/  X  y  -H^  X  A  -♦-/  j  l'on  aura  l'équa- 


-a       b 


tîon  ï  X  X  -»-  /./•+-  X  xg+-xxA-4-x=ix  y-»-/,  ç  -*-^  x 

y  -i-^  *^  -^  •*"/  1  qu'on  peut  rédiflrç  a  une  équation  exponen- 
tielle ,  en  prenant  l'unité  par  laquelle  x  &  y  font  conijues 
multipliées  pour  un  logarithme  conftant ,  dont  le  nombre 
ou  Vordonnée  dans  la  |bg^ri(bmiquç:foit  la  grandeur  con- 
nue 


L  X  r  tit     VIII.  357 

nue  m  (  cette  tmîtc  ne  doit  pas  être  celle  de  la  logarithmi- 
que >,  dont  le  logarithme  eft  zéro,)  aînû  Ton  aura  iss^^Lni 
éc  mettant  /.  n  au  lieu  de  i  dans  i  ^  x  &  i  x  y ^  l*on  aura  x  x  //i 

■■■a  »a 

-I-/./-4-X  X  &c.  =yx /.»•+•/.  ç-Hj^  X  &c.  Mais  x  x  /«*  *77«* 
=/.  »%  &  y  X  /.»  =/.  »yj  &  de  plus  la  fomme  des  logarith- 
mes depluiieurs  nombres ^ft  égale  au  logarithme  du  produit 


a 


de  ces  nombres}  on  aura  donc/,  n^  xf-^x  x  g-f-x  xh-^^a 

^=: /. «y  X  (p r4-j^  X  y-*-^'  X  A-4->^  I  &  les  logarithmcs  de  deux 
grandeurs  étant  égaux ,  il  faut  que  ces  grandeurs  foient  éga^ 
les ,  en  fuppofant  les  logarithmes  d'une  mêmp  logarithmi* 


_^quej  on.  aura  donc  eqj^n  n' x /-i- x  x^-4-x  x  h^x  =s»yx 
1.        «  ^  » 

ç-Hj^  X  y  H-^  X  AH-/  ,  quî  eft  TéquatioD  exponentielle  â 

laquelle  on  a  réduit  Téquatîon  propofée,  &  elle  devient 
quelquefois  une  équation  quî  n'a  que  des  grandeurs  algé- 
briques ordinaires,  comme  quand  x  &  y  font  chacune  zéro, 
&  que  tous  les  expolans  (ont  des  nombres. 

L 

79 3 •  Il  n*eft  pas  nccellàîre  que  chaque  membre  deréquatîon 
contienne  une  différentielle  comme  t.  dx  telle  qu*on  Ta  ex- 
pliquée, pour  en  déduire  une  équation  exponentielle  ;  il  eft 
évident  qu'il  fufSc  qu'un  feul  nombre  en  contienne  une ,  & 
que  Tautre  nombre  contienne  une  diflfèrentielle  dont  on 
puiflê  avoir  Tintegrale  par  les  méthodes  ordinaires ,  comme 
^  dx  =1  dj^  ;  car  il  fera  facile  *  de  la  réduire  à  une  équation  ♦  77$ 
exponentielle. 

I  I. 

794.  11  y  a  encore  des  différentielles  que  l'on  réduit  à  àçs  dif. 
ferentielles  logarithmiques  dont  on  peut  par  conféquent 
trouver  les  intégrales  par  Iqs  logarithmes  ;  par  exemple ,  la 
différentielle  ^^^  fe  réduira ,  (  en  fuppofant  z^  =  ^^  ,  & 
fubftituant  les  valeurs  de  dx  &  de  — xx  prifes  de  cette  équa- 
tion", qui  font  dx  =  ==?'  &  xx  =  ^~\    ^  ^  tf  ^  ^ 


bb-XX 


>  &  ^  X  -^  eft  une  différentielle  logarithmique 
multipliée  par  une  conftlinte  dont  Tintegrale  eft  ^  x  /.  a;- 
Tome  II.  V  V 


338  "  AhAIYSE    DEMONTRE^!. 

La  dîflfercntîelle  ^^  fe  réduit  à  —  4,dx  ^  ^  4-  ^< 
77e.    «-s*£ii?,  dontrintegrâleeft-^4x-*f2,/i-Hx— x/i — x=* 


section:    I  v. 

Oâ  Von^splique  Vufdge  du  ccdcul  intégral  four  trouver  lot. 
reEtificdtton  descourhes  yleur  quadrature  ylamefure  des 
Jplides formés  p^ar  leur  résolution  ^  la  me  fur e  des  fur  face  s 
Cflmhesiecisfolidesy^laàifianceducentred^ 

M  e'^t  ro  d  ^ 

79 5?  L E^  principaux ufages du  calcul  intégral  font  dé  fàîredc-.. 
couvrir  les  rcfoluuons  de^  Problèmes^,  dont  on  a  donné  les. 
fprmules  dans  la troinémeSedion de  la  féconde  Partie,  par 
raport  à  chacune  de$  courbes,  que  l*on  peut  imaginer  ^  geo- 
n>etriques,méchaniques,  exponentielles.  Pour  cela  il  n'y  a, 
qu^à  prendre,  parlemoyen  del'équation  de  chaque  courbe,^ 
les  valeurs  des  lettres  des  formules ,  &  fubftituer  ces  valeurs 
^la  place  de  ces  lettres,  dans,  les  formules,  &  par  là  elles 
deviendront  propres  à  cette  courbe.,  &  elles  exprimeront 
ks.élemens  de  fa  longueur,. de  fon  aire,  du. foUde  formé 
par  fa  révolution  ,  de;  la  fur  face  courbe  de  ce  folide  ,.  de  la? 
diftance  du  centre  de  peianteur.  It  faiit  enfuîte  trouver  par 
les  méthodes  de  cette  troifîéme  Partie  les  intégrales  de  ces, 
Siemens ,  &  elles  feront  les  réfolutions  de  ces  Problêmes., 
On  en.  donnera  feulement  ici  quelques  exemples. en. forme: 
de  Problèmes. 

P  R  O  B  L  E  M  ET     T. 

TRO^'TERU  reBification- des  courbes  far  U  moyela  de  Ik: 
fùrmule  S,  \/,dx^  -h  dy\ 

Exemple  L.poua  les  Courbes  cEOMEraïQUES. 

Tî^jJ.  POu  R  mettreune  infinité  d'exemples  en  urn  feul ,  on  cher-, 
ehera^  la  reélificatîon  des  paraboles  de  tous  lès  degrés,  & 
^^s  hyperboles  de  tous  Jes  degrés  par  raport  à  leurs  afymp- 

cptps..,  j>ar.  le  moyen. de:la.foïmUîe.  S.Mdx*:  -^df- ,, &  de- 


/ 
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réquatïoh  l'^^ysssx^  qui  eft  commune  à  toutes  ces  courtes^ 
en  prenant  le  paramètre  pour  Tunît^  afin  d*abreger  le  cal- 
cul. On  a  déjà  trouvé  *  que  l'élément  de  toutes  ces  courbes  *f>*^ 

ctoit  y/dx'^^dy^  =zdx  y/qqx'-^^'^-^i  j  il  ne  faut  plus  que 
trouver  Tîntegrale  de  cet  clément }  on  la  trouvera  par  la 
formule  générale  des  intégrales  des  difierentielles  binômes 


p^i 


*S,  gx"^x  X  a-^bx""    ^^x    a-^bx*       X  -^  x"*'^"  **«*• 

dans  laquelle  ""j^-'sssr,  &  r-i-^  =  '*'^;;^'*"'  =  sa  En  fiippow 
iant  g=i  ,^==  I,  ^==^f,/^=^x>  »^=o,  «=«2^ —  x^ 
r  =  £7^  3  i  =  içL  t  =  r  -4-  />  3  &  fubftituant  ces  valeurs 
dans  la  formule,  on  trouvera  S.^xv'i  4^^^^ 


Iq^l 


i  rzrx 

'X*— iX'— *      î^  »X'~«X*~iX*— 5     «« 


-h&c,  Ceft  Tintegrale  de  Télempnc  ^xVi  -*-  ^^x^**"S  ou 
plutôt  une  formule  pour  trouver  cette  intégrale  félon  les 
difFerens  nombres  qu'on  mettra  à  la  place  de  Texpolant  in- 
déterminé q^  qui  repréfente  tous  les  nombres. 

Dans  toutes  lés  paraboles  où  rs=£-p:ï-  fe  trouvera  égale 
à  un  nombre  entier  pofitif ,  Tintegriaie  fera  finie  &  exade 
comme  on  le  voit  par  la  formule  même.  Oten  fîippofant  ^ 
égale  â  une  fradlion  dont  le  numérateur  eft  un  nombre  im.« 
pair  quelconque  au-deflusde  Tunité,  comme  3,  y,  7, 5,  &c» 
&  dont  le  dénominateur  eft  le  nombre  pair  qui  eft  moindre 
d'une  unité  que  le  numérateur.  Ton  aura  toujours  rsssj^^ 
égale  âun  nombre  entier  pofîtifs  car  fuppofantle  dénomi^ 
nateur  pairsrs^,  le  numérateur  fera^-4- 1 ,  &  ^=  ^^j  ce 

qui  donnera  r  =  ^—^i  ==  r^^x^i^  =  t  >  q^i  ^ft  un  nombre 
entier,  puîfque  à  eft  pair  :  ce  qui  fait  appercevoir  à  refprît 
une  infinité  de  courbes  géométriques  comprifesfous  Téqua* 
tion  lyzs^x'^^  (qu'on  peut  exprimer  ainfi  parraportà  ces 
CQurbes,  en  fuppofant  que  a  mairque  tout  nombre  pair  pofî* 
tif,  iy^=zx^^\)  lefquelles  courbes  peuvent  toutes  être 
exaâement  reâifiéespar  le  moyen  de  la  formule  qu'on  vient 
de  découvrir» 

Vv  ij 


34^  A.MALYSl      DEMONTR  E^^E. 

Si  l'on  prend  pour  exemple  la  féconde  parabole  cubîque 
dont  réquation  eft  ly^-s^x^  où  ^=«1,  on  trouvera  la  nvê- 

•  66]^  me  redificatîon qu*on  a  déjà*  trouvée,  qui  eft  jy  x  ^-i-fx  * 

8 

Si  Ton  prend  la  parabole  1^*=  x^dans  laquelle  ^=s  I^ 

rélement fera \/</x^^^*'=Vx^i-hî4^?  y  ^r=^x,  i={ j 
&  faifant  la  fubftitution  des  valeurs  de  r^^  i>  f  dans  la  for- 


ti 


mute ,  on  trouvera  Itntegrate  ixin-f^x*     x^at^  — ^^3 


937^ 


*^^4.  Pour  avoir  l'intégrale  complète  *  il  faut  fuppofcr  x=r=  o^ 
ce  qui  donnera  (  en  réduifant  au  m^me  dénominateur  les 
grandeurs  qui  font  fous  le  figne  du  commun  multiplicateur^ 


ce  qui  lechantgera  en  1  x j ==  j^;  x  i6  ht  x  jx"^     ^ 

.^ll^x  Tjx  64.TSS — |y^j  pour  la  grandeur  confiante  qull 
faut  ajouter  ibus  le  figne  oppofë  -h  à  Tintegrale  qu'on  a 
trouvée,  afia  qu'eHe  foîc^  complète.  La  longueur  d'un  arc 
de  la  parabole  ly^  =»  x^^^  dont  la  coupée  eft  teffe  partie  de 
taxe  qu*^on  voudra  être  marquée  par  x  ^  fera  donc  ~  x 
■   '    I  1  1 r  i 

L*<>»  doit  remarquer  que  Ton  peut  trouver  de  même,  dans, 
fcs  autres  paraboles  dont  oa  découvrira  la  redifiçation  par 
la  formule  y  la  quantité  confiante  qu'il  faudra  ajouter  fous, 
un  fîgnfi  oppofé  à  l'intégrale  trouvée^  afin  qu'elle,  foit  com- 
plète;, 

A  V    E    Ç:    T    I   s  $    1    M    B  N   T- 

Le  S  Leâeufs  qui  commencent,  peuvent  faire  tant  d^exem- 
ples  qu'il  leur  pfaira  fur  les  paraboles  plus  élevées  dont  oik 
pciac  trouver  la  reftîficarion  exaéte;  Celui  que  Toiv  vient 
dlrxplîques  fuffit  pour  leup  faire-  von»  la  manière  donc  oi> 
trouvâL  ll^  intégrales  exaâes  par  les  méthodes  que  Ton  a^ 
d!Q(nr0ées  ^  des.  diiFerentieJles  qui  font  les  élemens  de  la  reâd^ 


797" 
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ficatîondes  courbes^  lorfque  ces  difFerentielles  peuvent  avoir 
des  intégrales  exaâes  par  ces  méthodes/ 

On  va  leur  faire  voir ,  à  l'égard  des  autres  paraboles  ^  dont 
on  ne  peut  pas  trouver,  par  les  méthodes  que  Ton  a  données^ 
les  intégrales  exadesqui  en  expriment  les  reâifîcations,  la 
manière  de  diftineuer  quelles  font  celles  dont  on  peut  avoir    « 
les  intégrales  fîmes  en  fuppofant  la  reâification  de  la  pa- 

rabole  du  premier  genre  i^  =sx* ,  qui  eft  exprimée  par 

S.  yidx^-^dy^rss.  S.  \x^^  doi  x  v^i-t-4x  ,  &  la  manière  de 
trouver  ces  intégrales  finies^  par  les  méthodes  que  Ton  en  a 
données»  *  *  ^94  d" 

Pour  çela^  i^.  fl  faut  transformer  Pélement  gênerai  de  la  ^*'* 

* 

redîfîcatîon  des  paraboles  ^xv^i-Hf  f  Ar*^""*enunautrequi 
appartienne  à  la  parabole  fimpte  ^  c*eft.à-dire ,  dont  les 
quantités  qui  font  (bus  le  fîgne  fofent^  ta  première  l'unité 
ou  une  confiante  ^  &  que  dans  la  fecande  ^  la  changeante 
ne  foir  que  Ifne^iire.  Cette  tMnsformation  *  fe  fera  en  uippo-  *  7»^ 
fant  A:***"~*=c»3.d*où  Ton  déduira  du^=  tq  —  i  x  x*'"^  ixî 
&  faifânt  enfutte  cette  proportion  iq — z  >c  x^^'^^i'x^  àx  :V 

r 

I  .     -^iq^r  *.         ^^ i  &  fubftituant  «  à  la  place 

"  tq — ixx**"i 

-de  X  dans  le  quatrième  terme,  &  multipliant  la  quantfté 

qui  en  viendra  par  iu^  on  trouvera  ^--î— xi>    ''^^'"^  dux 

x^qqn'^ pour  la  dîfïerentielîe transformée  dont  Fîrrtegrale 
eft  égale  à  Pîntegrate  de  Télement  propofé.  Or  iteft  évident 
que  cette  dîffërentielle  feroit  l^élemeoc  de  îa  reAification 

d'une  parabole  (Impie  ^  (t  rexppfant  —  ^^^  ^^  ^'  chari* 
géante  u  hors  du  fîgne  étoit  égal  à  —  |  ^  &  qu'en  fuppofant 
donnée  la  reâification  de  la  parabole  (impie \u'"^ du>c 
i  -H  41^ '^  ^on  pourra  y  rédufre  llntegralede  ^^  »  ~  *^-*  du  x: 

\^fqu  ^ ,  pat  tes.mcthodes  expliquées  dansles  articles 694. 
&  7 1  r  ^  dans  tous  les  cas  où-  Texpofant      ^^^Z\  pourra  devc- 

V  V  iiJ5 


34X  Analyse  dbm6ntb.e*e. 

c"eft-à-dîre  dans  tous  les  cas  où  l'on  pourra  faire  en  forte 
que  cet  expofant  foie  fucceffivement  égal  à  chacun  des  ter- 
mes de  la  fuite  infinie  ^ ,  è  vf  •  î  »  ^^c.  11  faut  donc  chercher 
quelle  doit  être  la  valeur  de  q ,  afin  que  cela  arrive.  Il  n'y  a 
qu'à  fuppofer  z  s=  ^ ,  &  que  l'indéterminée  «  reprefente  tel 
nombre  entier  pofitif  qu'on  voudra,  y  comprenant  l'unité 
&  zéro ,  6c  il  eft  évident  que  a^  reprefcntera  tel  terme 
qu'on  voudra  de  la  fuite  î ,  1 ,  i ,  &c.  Il  faut  fuppofer  —  ^^ 

,  ce  qui  donnera  q  =  Tvf^l'ti  =  (  ^^  remettant 


nd^l 


au  lieu  de  a  fa  valeur  %  )  \^.  Si  Ton  fuppofe  à  prefcnt  Tin- 
dctermînée«  égale  fucceflîvemcntào,  ^3  ^^  3  ^  4,  &c.  on  au- 
ra ^  fucceffîvemenc  égal  à  f ,  y ,  f ,  -^ ,  &c.  ainfi  ^  en  fuppo- 
Tant  donnée  la  redîfîcacron  de  la  parabole 'fimple  ^  on  pourra 
trouver  la  redification  finie  d^  toutes  les  paraboles  à  Tinfiqî 
où.  Texpofant  q  fera  égal  à  une  fradion  quelconque  dont  le 
iiumerateur  fera  un  nombre  pair  ,  &  le  dénominateur  le 
nombre  impair  qui  eft  moindre  d'une  unité  que  le  numera- 

teur  :  car  alors  rélement  ^fn  «     1  q  -  »'rf  «  x  V  i  h-  qqu  ,  com- 

mon  à  toutes  ces  paraboles ,  qui  en  exprîmcf  un  arc  infinî- 

i^ 

ment  petit ^  deviendra  fucceffivement  \u^dux  v^i-h^i^, 

{u^duy.y/i^^u^^u'-dpxy/i'^^u,^  &c.  &  Pon  peut  en 

trouver  les  intégrales  finies  en  fuppofant  la  reAîfication  de 
la  parabole  fîmple  ;  mais  comme  ces  dififerentielles  particu- 
lières fuppofent  chacune  la  rcûification  d'une  parabole  Cm- 
pie  particulière  qui  lui  eft  propre ,  c*eft-i-dire,  dont  le  pa- 
ramètre eft  déterminé  ^  il  faut  encore  enfeigner  à  qeux  qui 
commencent  ,  comment  on  peut  trouver  une  expreffion 
indéterminée  du  paramétre  de  toutes  ces  paraboles  fîmples 
qui  convienne  à  toutes ,  &  qui  devienne  particulière  par  la 
feule  détermination  de  Texpofant  indéterminé  q. 

Pour  la  trouver ,  je  remarque  que  Télement  de  la  redîfi- 
cation  d'une  parabole  fimple ,  dont  le  paramètre  eft  marqué 

*;ji.  en  gênerai  par  /,  eft*Y«~  *  ^*  x  >/\p  -h  4» ^  qui  me  fait  voir 
que  le  fécond  ternie  j^u  de  la  grandeur  complexe  ,qui  eft  fous 
le  figne ,  ayant  pour  conftante  4 ,  le  premier  terme  1/  con- 
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tient  le  paramètre/  multiplié  par  Tunité.  Je  connoîs  pat  là 

qu'en  réduîfant  la  dîfïèrentielle  j^  u"  ^"^"^  du  x  \/ 1  -^  qqu 
à  avoir  fous  le  fîgne  4»  au  lieu  ait  qqu y  (en  le  faifant  de 
forte  que  cela  ne  change  point  la  valeur  de  la  diflërentielle,)  la 
grandeur  confiante  1|ui  par  cette  opération  fera  le  premier 
terme  fous  le  figne,  fera  auflî  le  paramètre  de  la  parabole 
fimple  que  je  cherche.  Or  pour  trouver  la  quantité  dont  il 
faut  me  fervir  pour  réduire  qqu  a  4»^  je  fuppofe  zjjq^=4,y 
ce  qui  me  donne  ^^  =  -^ ,  &  -5^  eft  la  quantité  par  laquelle 
multipliant  les  termes  qui  font  fous  le  figne ,  je  réduirai  qqu 
à  4»,  &  divifant  en  même  temps  la  quantité  hors  du  figne 
par  V'-^œlI  ^  la  différentielle  nouvelle  fera  équivalente  à  la 


ta  •#•5 


première,  &  elle  fera  s^rr*"^^^"  du^  v'HÇ^^-    r  Elle 


7 


me  fait  connoître  que  ^  eft  Texpreffion  îhdérermînée  du 
paramètre  que  je  cherche  :  ainfi  Texpreffion  de  la  parabole 
fimple  fera  (nommant  fon  ordonnée  i^ôc  fa  coupée  u)  z^^ 

==■55  «^.ou  x^z=^ju  ^  j  Tclement  de  fa. redificarion  fera»; 


i'i^"  ^  du  X  y/i-^qqu. 

D*où  Ton  voie  que  la  redifîcatîon  S.  ~ «  *  ^  ^#  xV r  h-  q qu 


îprcfei 

par-^    ii"îï=î  du xy/i^qqu  ,  en   fuppofant  que  q  eft  fuc- 
ceflîvement  égal  à  chacun  des  termes  de  la  fuite  |  ^-f ,  7 ,  &c. 
79*.       Par  exemple  on  veut  cherx:her  lît-^rcdification  de  la  para-: 

'  bolè  I j^^  =s x^ ,  où  ^==1,  on  trouve*  que  rélèmenr  defa  *  j^rj 

1  %■ 

redification  eft  </x  v^  i  -h  {4*  r  j  que  fa  transformée  eft*  (en  i^^^^, 

fuppofant  X  »  =u)  ^«*<àf  xv'n-fl»;  que  la  parabole  Ç\m'^ 
pie  dont  il  faut  fuppofer  la  reâiiîcatibn  pour  avoir'  celle  de 

k  propofée,  eft  ^==i^»  »^  =1»  * ,  dont  le  paramètre--^  effi 
l-^sss^^  j  que  la  reâ;ificatioa  de  celle  qu'il  faa»t  fuppofec 


544  Analyse  demônthe'e. 

I%>ur  trouver  cette  redification  finie,  on  peut  fe  fervîr  de 
•  ^94,  la  *  }'  formule  des  intégrales  des  diflferentielles  binômes ,  ou 
*7iu  du  premier  Problème  *  de  la  féconde  Sedîon,  en  remar- 
quant, fi  l'on  fefert  du  premier  Problême,  que  chaque  terme 
de  l'intégrale  qu'on  cherche  doit  ajoujj^r  à  Texpolant  —  4 

de  «  ""  ^  qui  eft  hors  du  ngne ,  le  premier  Tunirc,  parceque  n 
de  la  formule  ou  du  premier  Problême  eft  ici  Tunité ,  ce 
qui  fera  changer  —  ^  en  -h  7  j  le  fécond  terme  doit  encore 
ajouter  une  uâitc,  ce  qui  changera  — .  i  en  {.  Aînfi  fi  l'on  fe 
*7ii.  fert  du  premier  Problème  *,  il  faut  faire  deux  opérations  j 
*69^.  &  ^0  f^  fervant  de  la  troifiéme  formule*,  (par  où  Ton  va 
commencer  ici  ^)  il  faut  prendre  les  deux  premiers  termes 
de  la  formule,  qui  donneront  les  deux  premiers  termes* 
cxaûs  de  l'intégrale  qu*on  cherche ,  &  le  terme  qui  les  fuît 
diftingué  par  une  parenthefe,  &  marqué  B  5  il  finira  Tînte- 
grale  qu'on  cherche  par  la  fuppofition  de  la  reâification 
donnée.  Ce  qui  détermine  à  prendre  ces  trois  termes  eft 

Texpofàht  -h  |^  de  »  "^  de  la  transformée ,  qui  devant  baîflTer 
d'une  unité  à  chaque  terme,  parceque  n  de  la  formule  eft 
égale  à  I  =  Y ,  Ton  voit  qu'il  faut  qu'il  baifle  de  2  ou  de  A 

pour  devenir  — .  {  qui  eft  Texpo/iint  de  »  *  dans  la  redifi- 
cation  fuppofée  de  la  parabole  fimple  5  d*où  Ton  voit  aufli 

que  c'eft  le  terme  ^±^^  x  ~Ti=^«  ^  n  ^  S.  gu^-'^^du  x 
p 
^494»  a^  bu''    ,  qu'il  faut  prendre  dans  la  troifiéme  formule* 

pour  déterminer  la  valeur  de  m.  En  voici  l'opération. 

1®.  Il  faut  fuppofer  que  l'élément  de  la  redificatîon  de  la 

parabole  fimple  ^u^'^dux  v^i-H^f»,  (  laquelle  a  pour  para- 
mètre jt  =-:  ±J^  =5s  ^  )  eft  reprefenté  par  g»"""*"  du  k 

Jn^  j  aînfi  g  =.:  i,^  =  i,^=.|-f,^  =  |,»==r, 

x^.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  dans  le  commun  multiplica^ 
»^94.  teur  des  termes  de  la  troifiéme  formule  *  qui  font  des  înte- 


I 


grales  exaétes ,  lequel  eft  g  x  ^  -4-  ^«^''       ,  qu'on  a  nommé  u 

dans  la  formule,  il  devient  par  ces  fubftîtutions  |  x  n-f|«  ^ 
3^.  Il  faut  aulfi  fubftituer  ces  mêmes  valeurs  dans  les  deux 

premiers 
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premiers  termes  exacts  de  la  formule  ,  &  4ans  le  terme  B 

de  la  reâîficatîon  fuppofée  qui  les  fuît  ,  &  l'on  trouvera  |  x 

; j  "    —  I  _2 

X  -r-  i^i»      X   j   X  jç»    —  4  ^  36XiC»*     ^^8  ^ T^xTo  '^  *^-  7*      ^'^  "^ 


I 


I  -♦-  i7« 


^ 


Maïs  comme  la  transformée  a  pour  coéfîcîent  { ^s&  que 
l^clément  de  k  redificatîon  iuppofce  n'a  pour  cocficîenc 
que  i ,  la  quantité  qu^on  vient  de  trouver  n'eft  llntcgralc 

que  de  ^^«^du  x  i  -4-|y»  "•  5  aînfî  il  faut  encore  la  multiplier 
par  le  nombre  5  j  (  car  multipliant  |  par  3  ^  le  produit  fera^ ,  ) 
&  enfuite  elle  fera  Pîntégrale  que  Ton  çherchoît  de  la  trans- 
formée, &  par  confëquent  delà  dîfFcrentîclle  propofce.  C# 

i^u*il  fâlloit  trouver^ 

Pour  découvrir  la  même  intégrale  de  la  transformée 
i  « 

\u^du  X  I  -4-  f^«"^  par  le  premier  Problême  de  la  féconde 
Sedion  *  ^  on  fuppofera  que  cette  transformée  eft  repréfèn-    h-  i^ipj^ 
tée  par  le  terme  c*"*"^"^*  x  iC^  ^  (  la  changeailte  u  eft  mife  U  premier 
îcî  pour  la  changeante  x  du  i  «  Problême  )  que  Kt=ss  i  ^  ^u ,  Problème 
^=r,c=f,  »=  I  ,«-+-2»  =  è,  &  par  conféquent  »i b=5  7^1- 

—  î  }  que  l'éléraeAD  de  la  redîficatîon  fuppofée  |  x  «"  *  rf«  x 

1  •+•  *-|«  * ,  eft  repréfenté  par  le  terme  ^u'^duK^  j  aînfi  jK' 

a=^^-*«°  =  I  -H  fj«^  *  î  «I  !=  —  l  i  mais  on  otera  le 
cocfident  |  jufqu*à  la  fin  de  Topération  ,  pour  mettre  à  fz 
place  le  coéficient  indéterminé  a  ,  la  méthode  du  premier 
Problême  le  demandant  ainfi  j  V<m  a  donc  pour  la  redifica- 

don  fuppofée  zfTHu  x  i  -+-1^»  *  =s  zt^duK^.  Il  faut  faire 
deux  opérations  3  par  la  première  on  trouvera  l'intégrale  du 

terme  b»"*'""^»  x  iC^  =  b«^/«  x  i  -t-TT»^  i  p^^  1^  féconde 
on  trouvera  l'intégrale  du  terme  c»"'*"^"i«  x  iC^  =  c»^^«  x 

Pour  faire  la  première  opération ,  on  prendra  Tîntégrale 
***  'iCP*  ■  î=s  «*  X  I  -»•  H»^  j  on  en  écrira  la  différentielle  , 


I 

5;4<r;  A  N-  A  Ij  -JF  s  E      D  E  M-O  W  T  K  E'^'E. 

quieft,    .      .      .       ffl-H  I.  X  <<-4-i»-4-  ï  hu"  "j 

Onenôteraladîfïë-  ^auKUK  ^ 

Kntielle  fuppoféc    .,  .   -^ft; 

mettant  les  valeurs  ,  la,- 

même  diférentiçUe  fera  ^r-»^*^>^M«^^^^-ï.xi::ïn^  ^ 


Oji  fiippofera  le  premier  terme- de  la  différentielle  totale^ 
«=  o 4  ce  quî'donncra, iP.  aŒ=T}  i^- «^'^  i  -t-4y*  *— '|  S.«"  V» »- 
I  -Hf^»'  *  pour  llntcgrale  de  la  différentielle  2.  x  fj«*</»  x 
Si?  '•  On  dîvîferal!une^&  l'autre  par  le  coéfîdent  a-x  {' 


II 


6. 


s, 


«Je  lïi.dîffcrentîelle ,  êc  on  multipliera  les  quotiens  par.  b  ,  & 
lion  ï^uK^i  ^''  — r? "' —  — 

pour  Ilhtégralé  dfela  clîfrcrentîelle.b»V«i.x  i.-t-ffi>^\  Le- 
coëficîent  b  eft  îhdctermîné.. 

Pour  faire  la  féconde  opération  ,  ort  prendra  Tîntcgrale:- 

2 i 

j^p-f-i+zijçp-t-x  es-  ut  i  X  I  Hr  |j«  ^-  On  en  écrira  la  diSejreat 


^Mi«k«|  •■"^•^^^^ 


«•elle,quieflr;    ..  «-h-ir+?«Xi<«"-f.»»H-iH-a^»*" 

On  en  ôtera  la; 

différentielle.      .,     .,   •^.  bi«* 

ta  mettant  les  valeurs,  la 

même.dîfférentieJle f€ra-4.|«»-»r3  X ^»%„ xu'^KT+^I 

On  fpppoiêra.le  premier  terme  de  la  différentielle  totale- 

i  r. 

===  o  5  ce  qui' donnera,-,.  I p.  b  =  1 }  ^P-  «*  *<  i  ■*■  ij»'  * 

I  X   «  *    X    l.-^  Ifg'  *  -h  f  x4  XS^.»    ^<£«  X   I:H^   ||«'  *-- 

ijxij: 

»Q!lïr.  l'intégrale. de  U  différentielle  3  x  u/d»  x  T^^iT^^T^ 


idîvîfera  l'une  8c  l'autre  par  Iç  coëfkîerit  3  x  |y  de  la 

KlijSeffncîelle  ^  &  00  multipliera  les  quotiens  par  le  coéfî- 

i        1 

•cîenc  c  de  c  X  «"^**»rf»  x  ^^  =  |«Vi^  x  i  -♦-  iju^  *  ^  5c  le 

jpremîer  produit  fera  Tintëgrale  de  la  dîjfFërentîelle  trans- 

1 1 

formée  \u^ du  x  t  •*H4|a^  *  ^  la<^lle  fera  le  fécond  produit. 

Cr  qu'il  fallait  trouver. 

^  Maïs  afin  que  les  Ledeurs  qui  commencent ,  vovent  le 
faport  dç  la  formule  à  ^méthode  du  premier  Problème  de 
la  féconde  Sedïon ,  ils  ne  multiplieront  d^abord  te  quotiens 
tjue  par  { ,  8c  faîfant  le  calcul ,  ils  trouveront  précïfcroent 
l'intégrale  qu'on  a  trouvée  cî-deflus  par  la  formule  ,  |  >c 

<  -»-  Tj*      X  j  X  -fj»    -^  4   X  yi-xT**    ^^  8  ^  Te  X  ?  *  X  o.  ^  X 

—  X  2. 

1^  *^«  X  ï  -♦-if«  ^  s  Enfin  ils  la  multiplieront  par  5  ,  (  parce- 
que  3  X  J  s=  { ^  qui  eft  le  coéficïent  ae  la  transformée ,  )  8C 
le  produit  fera  l'intégrale  de  la  transformée  ^  quUl  falloif 

trouver. 

D'où  Pon  peut  voir  le  parfait  raport  de  la  méthode  du 
premier  Problême  de  la  féconde  Sedîon ,  *aveckt  forniule  *7i  r# 
générale  des  binômes.  *  *  ^^^.^ 

AvEJlTISSEMENt. 

V>Eu  X  qui  commencent  pourront ,  slls  veulent  ïe  rendre 
les  méthodes  familières  .  cnercher  la  reâification  finie  des 
autres  paraboles ,  qui  en  peuvent  avoir  en  fuppofant  donnée 
la  reâification  de  la  parabole  fîmple.  On  eft  entré  dans  cet 
exemple  dans  le  détail  de  toutes  les  démarches  oue  fait  l'ei^ 
prit  pour  trouver  ces  intégrales  par  les  méthodes  qu^on  à 
données  ^  afin  de  leur  apprendre  la  manière  d'en  faire  de 
femblables  dans  tous  les  Problêmes  qu'ils  voudront  réfou^ 
dre  par  le  calcul  intégral  8c  l'ufage  de  ces  méthodes  ^  Si 
afin  qu'ils  puiflent  d'eux-mêmes  faire  des  exemples  ,  pouï 
fuppleer  à  ceux  qu'on  eft  obligé  de  paflèr  dans  ce  huitième 
Livre  ,  pour  lie  pas  le  rendre  trop  long. 


i  » 


^xij 


-J4.8^  Analyse    demonïtr  e*"». 

Exemple  IL  sur  la  GygloÏde.  a 
799*  TrOWER  la  rSificatim  de  la  Cydeidc. 

ÏIO.XXXV.  Supposant  AE^x^a ^AB^asx ^SF kr^*s3iy(ax — xx'r 

*  188.  fuppofânc  aulTi  l'arc  AF  ■:*s^x^^  Bf^=^y  ^  l'arc  Af  =  «,. 

*  45  5 .  réquation  delà  cycloïde  fera  *y  *=  s;.-»-  >/ax  — xx ,  d'où  l'o» 

iicdjuira  dy  ssz  dx^'^      — —   ,où  mettant  au  lîeu  de  dx^ùt 

*  5  8  î.  Yateur  *  •—  -- — ,  l'on  aura  dys=il^==  ,  d'oà  l'on  tirent 


3=T'x<f*»  .  ^^^ î:Jv»..^«....V^   ^  ^^1. 7=T^*X-rf>»-^3=TxxX/ 


dy-'^'-^=i~-  i  ce  qui  dtorwiera  <^-<-  <&* 


JC' 


«  — jr  X* 

I  I 


*  ^  y  3 .  prenant  Tes  mtégrates  "^ ,  l'on  aura  Tare  ^f{u  )=  2^^  x  * 

*  :fe8  8.  ess  1  v^^x.^ais  V/^x  *  eft  la  valeur  de  la  corde  AF  5  d'bù  Ton» 

vok  que  Parc  -^/(«)  d'une  cycloïde  eft  double  de  la  corde 
eorreipondaiite  A  F  {y/ax)  du  cercle  générateur  •,  ce  qu'on  a. 

*  j  I  G.  déjà  démontré  par  une  autre  voye*-En  fuppofantque  a4B{x) 

devient  le  dîànietre  -**jB(^)î€'eft-à.dire  ,  en  mettant  1^  au^ 
lieu  dex  dans  »=9  l'^ax ,  Ton  trouve  que  Tare  entier -^/Z)  (a), 
de  la  cycloïde  eft  égal  â  xa  ,  c'eft-â-dire  au  double  du  di^ 
Biei:re-^J5(^); 

PROBLEME    IL 

«00^  À  ROV  VE  R  la  quadrature,  des  courbes  ^ar  le  moyen  de  lafér^ 
mule  S.ydx., 

*  J5f8.  On  a*  déjà  donné  Ta  quadrature  des  paraboles ''^ &  des  hy- 

perboles de  tou3  Us  genres.  Voîcî  d'autres  Exemples. 

Exemple    t- 

8^0 1 ..  tR  ozf  jTE  R  taquadratur^de  P  efface  ABC  ou  PfBc  de  la  cour^ 

lie, LU.   bê  géométrique  KQ^  ,  dont  (les  coupées  A  B  étant  nommées  x  ,, 

les  ordonnées  B-C  perpendiculaires  aux  coupées  étant  y  ,  ^  fup^ 

fofant  une  ligne  droiu  donnée  qu^ on  nommera  a  ,  J  Inéquation  ejt 

xJ^y3=5:axy. 

Vj.O  M  ME  l'on  ne  peut  pas  féparerjr  dans  cette  équation-^ 
t'eûràrdîre,  trouver  une  valeur  de/  où.îl  n'y  ait  de  chaa^ 
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géante  que  x  fans,  rëfoudre  une  équation  irredudîble  du  troi- 
£én>è  degré ,  il  faut  mettre  une  autre  expreffion  changeante 
à  la  place  dey ,  qui  foit  égale  z,y ,  &  qui  foit  telle  qu'on  puîflTe 
féparer  les  changeantes  de  l'équation.  Il  y  aplufieurs  maniè- 
res de  le  faire  5  il  fuffit  d*en  mettre  ici  une.  On  peut  fuppo- 
fer  j'  ^=  ^  j  &  fubftituant  cette  valetir  àty  à  fa  place  dans 
réquation\,  elle  deviendra  a^x^  =  aax^  —^  7^  5  d'où  Ton 
aura  xJ  =  ^^^^ipil  j  prenant  les  différences  ,  Ton  trouvera 
;cxdx  =  ^"^^''^iJf^^'^'  i  &  à  caufe  de;^  =;  f^  x  jcx  ,  Fon  a^ura 
^ydx^^-^  dx  ==-,^  X  4^^^>-^^^j^^^^^  ===  ±ififf|^i£iii\  Ceft  Télé-  *  595^; 

fnent  de  l'aîre  ABC  ou  ABc.  En  prenant  *  les  intégra-  *  65  j. 
les  ^  on  trouvera  S..  j^^==  fi^^?;. —  ^  j  c*eft  la  quaidrature 
de  i'efpace  ABC  ou  -^-Sc ,  qu'on^  réduira  ^  (  en  mettant  au 
lieu  de  z^{^  valeur  fuppofée^^J  à^—  .^^S.^xic'efl 
à-dire ,  qu'en  mettant  dans  cette  intégrale  les  valeurs  déter- 
minées  de  x  &  de  y  ^  qui  con  viiennent  a  tel  point  de  la  courbe 
qu.'bn  voudra  y  elle  deviendra  rexpreflion  toute  connue  de 
i'efpace  ABC  ou  -^J?c  compris  entre  Tare  de  la  courbe  AC 
ou  Ac^  la  coupée  AB ,  &  l'ordonnée  AC  ou  Az.  Par  exem- 
ple on  verra  dans  les  remarques  fu^vantes ,  qu^au  point  a  ^ 
A\>  (  AT  )  =  1^ ,  &  que  ba  (7  )  eft  aufE  égale  à  \a  -,  fubflituant 
c^%  valeurs  dex&  de^  dans  l'intégrale ,  l'on  aura  S.  ydx 
i=  ^^  —  T7^  ==^  -jij^^pour  l'èxpreffion  de  Tefpace  -r4^£ab-^  ^ 
d'où  ôtant  le  triangle  reâangle  -^ab  ^=jaa^i{  reftera  j^aa 
pour  la  valeur  de  I'efpace  A  ExA^y  ainfi.  le  double  de  cet 
.    cfpace,  c'eftà-dire  A  ExCA  =  ^aa., 

IL  E  m:  A  R  Q^u  1  5». 

âiai  /^<m  yî//>  voir  l'utilité  de  F^Analyfi  ,  faf  raprt 

aux  liyfiei  courbes^ 

L  • 

8b2-  C E  T  T  E  courbe  ^  dont  Téquation  efï  x^  ^yisssaxy ,  eff  trës-  prc  mu 
propre  pour  faire  claîreraenc  concevoir  ^.&  comme  fentir 
aux  Ledeurs  qui  commencent^  la  grande  utilité  de  l'Analyfe 
pour  découvrir  tout  ce  que  l'on  peut  dèCrer  de  fçavoîr  d'iine 
courbe ,  &  en  mê^me  tems  le  parfait  accord  de  l'Analy.fe  avec 
ta  Géométrie. 

Car^  iP.  fuppofànt  AB\x)  5=  o ,  il  eft  évident  que  J?C  {y\ 

xuj, 


^5o  Analyse    d  e  m  o  nt  b.'^ee. 

==  o ,  âînfi  le  point  A  eft  Torigine  de  la  courbe,  ou  rorîgînç 

des  coupées  &  des  ordonnées. 

I  I. 

803.  2^.  Les  changeantes  x  &/  étant  prccifément  de  la  même 
manière  dans  Tequation  ,  tout  ce  qui  convient  à  Tune^  con- 
vient auffi  à  l'autre  ;  d'où  il  eft  évident  que  fi  l'on  tire  I>Aî 
par  A  perpendiculaire  i  A£  ^&c  qu^on  prenne  les  -^D  (^) 
égales  aux  AB{x) ,  &  qu*on  mené  les  perpendiculaires  BE^ 
JDe ,  iAD  y  &  -SC,  Bç  perpendiculaires  à  AS ,  les  unes  &  les 
autres  jufqu'â  la  courbe.;  il  eft  ,  dis- je ,  évident  que  DE  {x)' 
BS5  £C{y)  j&demêmequeZ)e(x)  =  J5c(j^):Queces  or. 
données  égales ,  à  caufè  des  perpendiculaires  égales  AB^  AD^ 
feront  deux  à  deux  un  quatre  ADGB  *^ài  que  la  diagonale 
AGz  ,  commune  â  tous  ces  quarrés ,  partagera  en  deux  éga* 
.  iement  la  courbe  AE^CA^  &  fera  au  point  A  un  angle  demi 
droit  avec  chacune  de i*  lignes  des  coordonnées  AB  ^  AD. 

I  I  L 

S04.  3^.  Pour  trouver  la  valeur  de  Ah  (x)  &  de  b  a  (y)  au  poînc 
a ,  où  la  courbe  coupe  la  droite  Aa  ^  il  eft  clair  qu'à  ce  point  aj 
ba(^)&  dan  Ao (x) , doivent  être  égales  5  aînfi  Tuppo-» 
fant  x^sssy  dans  l'équation  de  la  courbe  ,  elle  deviendra  au 
point  a  ^  1  xJ  «=  axx ,  d'où.  Ton  déduit  Ab  {x) ,  &  ba  (/  ) ,  cha* 
cune  égale  à  4^.  Pai*  confëquent  Thypotenufe  AsL^=^Viaa 
s=:aVi.  D'où  il  fuît  qu'en  tirant  par  (a)  la  perpendiculaire 
A  Pi  lu,  ligne  A^  ,  jufqu'à  la  rencontre  P  de  AB  prolon- 
gée ,  le  triangle  A  a  P ,  redangle  en  a ,  fera  îfocelle ,  à  caufe 
derangledémi  droit  z  A  P  i  ainù  A  sl  ^ztP^ss^laa^  d'où 
l'on  aura  -/^/^  =  v'i^a^  =  t/i/^=i«;parcon(cquent-/^/^eft 
égale  à  la  grandeur  connue  ^,  qui  eft  fuppofée  dans  l'équa^ 
don  de  la  courbe. 

IV. 

80Ç*  4^  Pour  connôître  toutes  les  branches  de  la  courbe  U 
leur  fituatîon ,  par  rapbrt  aux  coordonnées  AB  (  x  ) ,  BC{y)^ 
on  remarquera^  1°.  que  fi  Ton  fiibftitue  dans  l'équation  de 
la  courbe  x^-^ y^  —  axy  ==  o  ,  une  grandeur  pofîtive ,  com- 
me ^^,  moindre  que  Ah  «=  |^,  à  la  place  de  x  ,  l'équation 
devîendra^î  —  \aay  -*-  ^a^  =  o ,  qui  eft  une  équation  du 
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feoîiréme  dcgrc ,  où  les  trois  valeurs  dty  font  rceHes  &  îné-  > 

gales  j( car -i^^  furpaflfe-^^*),&  deux  de  ces  valeurs  font  *8g&82. 
lofitîves  ,  &  la  trQifîcme  valeur  eft  négative  ,  &  égale  à  la 
omme  des  deux  autres  * .  De  même  fî  Ton  fubftitue  la  va-  ^j^&So» 
leur  de  -^b  (x)  =:  {^  au  point  a  ,  dans  Tcquation  de  la 
courbe  ,  elle  deviendra  pour  le  point  a  ^^  -*-  4^^/  •*•  i^' 
8=  0 ,  qui  étant  dîvifée  par/  —  ^a  =  o  ,  donne  pour  quo- 
tient réquatîon  du  fécond  degré  y  y -^{ay  — i-^^  =  o  , 
dont  la  racine  pofitive  eft  /  =  —  ;f^  -h  y/^aa  ;  &  la  néga- 
tive eft  -^/  =  —  la  —  Vj^^aa.  Tout  cela  fait  voir  que 
la  courbe  a  trois  branches  par  raport  â  chaque  coupée  po- 
fitive ^JB {^ x)  j  les  deux  valeurs  pofîtîves  de  y  détermi- 
nent les  ordonnées  -SC  ^  £c  des  points  dont  la  niîte  forme: 
fes  deux  branches^  delà  courbe  AC^ ,  -^ca  qui"  font  au-def- 


fus  de  AB  'y  h  valeur  négative  de/  ,  quî  eft  toujours  égale  à 
fe  f#mme  des  deux  pofitfves ,  exprime  Tordonnce  £c  quî  fc 
termine  ai  la  troîïîéme  branche  de  la  courbe  Acc^  qui  eft 
au-deffbus  de  -^^  v&  Ton  voit  aufll*  que  ^^  eft  Taxe  de  la^ 
courbe  entière.  Maïs ,  lO.'on  peut  concevoir  les  branches^ 
que  forment  les/  pofitives  ^.auffi  formées  par  les  x  pôfîtivesj 
&  le  point  a  eft  commun  aux  deux  branches  formées,  Tune  par 
tes  /  pofitives  ,  Tâutre  par  les  x  pofirîves  j  car  au  point  a  ,, 
X  =  4^  =/  'y  cela  £ait  voir  qiie  ces  deux  branches  for- 
ment une  courbe  qui  rentre  en  elle-même  ^&  qui  renfer- 
me une  efpace  -,  &  cependant  l'ordonnée  ab  (/)  du  pomc 
a  ,  rencontrant  encore  la  courbe  au  pomt  C ,  puîfque  a  hr- 
(/)  a  deux  valeurs  pgfitives  ,  il  eft  évident  quïl  y  a  en- 
core  des  ordonnées  pofitives  /  qui  rencontrent  la  courbe 
au-delà  de  Tordonnée  ba.  3®.  Pour  trouver  la  plus  éloî- 
[née  des  /  pofîtîves,  &  en  même  temsÈa  plus  grande  ^jff  (a:*) 
les  coupées  pofitives  ,  on  remarquera  que  cette  derm'ére  / 
doit  toucher  la  courbe  ;  car  il  eft  clafr  que  les  ordonnées^ 
qu'on  peut  imaginer  au-delà  de  cellç  quî  touche  la  courbe  ^, 
ne  la  rencontrent  plus,  étant  parallèles  à  l'ordonnée  qui  la 
touche.  Or  au  point  où  l'ordonnée  /  eft  tangente ,  ^y  *  eft 
infinie  par  raport  à  dx  5  aihfi  prenant  les  différences  de  l'é- 
quation x^  -H/î  —  ^  a:/  =  o  ,  on  trouve  ^  «=  T^fyP^--^  3  & 
wppofant^,  l'on  aura  — ^yy  -4-^x  =  o  5  ce  qui  donne// 
=»:  -^ax ,  &  y  =  v^7^x  j  fubftîtuant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
ttôn  ,eHc:  deviendra  (  cotxhne  on  le  trouvera  facilement  parr 


3  5r- 


55<^' 


3fi  Analyse    demonthe'e. 

le  calcul)  a:3  =  -j^^J,  d'où  Ton  tirera  x=  {^^4,  pour  II 
valeur  de  la  plus  grande  x  ,  qui  eft  la  coupée  de  l'ordonnée 
poficive j^  tangente  de  Ja  courbe  la  plus  éloignée  des/  pofi- 
tîves.  40.  Pour  trouver  la  valeur  de  cette  y  qui  eft  tangente 
de  la  courbe^  il  ne  Êiut  que  fubftituer  au  lieu  dex  fa  valeur 
^^y/4  dans  jc3  -4-j^5  —  axy  =  o  ,  &  Ton  aura  l'équation  y^ 

' —  l^^y^^  "*"  17^'  =^  o  »  ^^^s  laquelle  j^  a  deux  valeurs  pofî- 
*  S  j .  tîves  égales  (  car  -^p^  =  ^^^  *  5  )  &  de  plus  il  eft  vîfible  que 
les  deux  points  C^  c ,  {  où  les  deux/  pofitîves  qui  conviennent 
a  une  même  coupée  x /rencontrent  la  courbe,  )  (è  réunifient 
au  point  o\iy  touche  la  courbe  î  &  une  valeur  négative  égale 
a  la  fomme  dés  deux  pofitîves,  laquelle  valeur  négative  eft 
celle  de — y  ^  qui  eft  l'ordonnée  de  la  branche  de  defibus 
^cc  qui  convient  à  la  même  coupée  x  =  j^v^4.  On  trou^ 
♦S 5.  vera  aifément  *  que  les  deux  valeurs  pofitives  de/  font  cha- 
cune/  ==  \a^i ,  &  que  la  valeur  négative  eft/  =  —  j^i. 
50.  SI  Ton  fubftitue  a  la  place  de  x  dans  Téquation  de  la 
courbe  x^  -*-/3  —  axy  ==  o  ,  une  grandeur  pofitîve  qui  fur- 
paflè  la  plus  grande  x  =  j<^v^4 ,  par  exemple  -§•  a ,  réqua- 
tîon  /3  —  aay  ^  ^*  =*  o  aura  deux  valeurs  de  y  imaginai. 
♦^3.  res  (  car  -^f  eft  moindre  que  ^f  ^  * ,  )  &  une  feule  valeur 
réelle  de/  ,  c*cft-à*dire  ,  qu'il  n'y  a  plus  de  branches  de  la 
courbe  au-defliis  de  AB  j  mais  que  la  branche  Ace  qui  eft  au- 
deflbus  ,  &  dont  les  ordonnées/  font  négatives  ,  continue 
toujours.  60.  Si  Ton  veut  voir  quelles  font  les  branches  de 
la  courbe  qui  ont  raport  aux  coupées  négatives  A  F  (— -x) 
qui  vont  du  côté  oppofé  de  l'origine  A  des  x  5  alors  l'équa- 
tion de  la  courbe  fèra/'-H/^xy  -^x3  =;=  9  ,  laquelle  fait  voir 
qu'en  fubftiruant  â  la  place  de  x  une  quantité  conftante , 
l'équation  déterminée  qui  en  viendra  n'aura  qu'une  feule  va-> 
*  8  o.  ^6^^  réelle  de/ ,  &  les  deux  autres  feront  imaginaires  *  à  caufè 
de  -4-  axy.  Ain  fi  la  courbe  aura  une  4e  branche  Aee^  par  raport 
aux  X  négatives  ,  dont  les  ordonnées  feront  les  valeurs  réel- 
les des/  de  l'équation  précédente.  Mais  comme  en  prenant 
les  coupées  fur  AI>  (^^  ) ,  &  les  ordonnées  DE  ^Dç^De{x) 
parallélesa-^-ff,  Ton  trouveroit  les  trois  branches  AEa^  ACa^ 
Aee  formées  par  les  ordonnées  x  ;  Les  deux  premières  font 
les  mêmes  que  l'on  a  trouvées  poui*  les  valeurs  pofitives  à^% 
ordonnées/  ,  en  prenant  les  at  pour  les  coupées  j  &  la  trof.. 
ûéme  eft  femblable  à  la  troifîéme  Ace  des  ordonnées  néga- 

tives 
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tîvcs^ ,  &la  même  quelaquacriëme  qu'on  vient  de  marquer 
-être  formée  par  les  valeurs  réelles  des  y  dans  l'équation 
y^-^axy  —  xJ  =  o ,  où  les  x  font  négatives. 

V. 

^06*  j®.  La  même  équation  de  la  courbe  fert  à  en  trouver  le» 
tangentes  &  toutes  les  autres  propriétés.  On  pe  fera  voir 
kî  que  la  manière  de  trouver  les  tangentes  de  la  branche  Aee^ 
qui  a  raport  aux  x  négatives -^^ -F ,  parcequ'elle  fervira  à  troUi* 
ver  rafymptote  de  cette  branche  Aee^  &  de  la  branche  ^c 
qui  lui  eft  entièrement  femblable  ,  &  qui  a  raport  aux^  né^ 
gatives  ^fprîfes  pour  coupées.  Ainfi  fuppofant  lescoupéêf 
^F  =r  — -  AT ,  &  les  ordonnées  Fe  s=jf ,  Tequation  de  la  cour^ 
be  Aee  eft/^  —  a:3  =  —  axy  j  en  prenant  \çs  diJfFérences  on 
aura  lyydy  -^axdy  =^=5  ^xxdx  —  ^ydx^  ce  qui  donnera  jj  =3 
1^^ .,  d'où  l'on  déduira V  =  fêr^  =^FS^S,  c'eft  la 
fou  tangente.  On  d-éduîra  de  F  S  (  5  )  Vrr^^  ^j4^^-^^F 
^  jr^  ==-,^x^y==s'^^*7;;rij'"^^'^^==  (en  mettant!  la  pla-- 
ce  de  ^y)  —  3;^^  fâ  valeur  —  ^axy  prîfe  <ie  réquation  de  U 
xourbe  )  j^~iy  1  qu'on  nommera  s  =S5  ^«S. 

V  L 

807.  -é®.  Pour  trouver  Pafymptoté  dé  cette  branche  Ae^^ofi 
remarquera  que  l'afymptote  eflr  une  tangente  de  la  courbe  à 
l'infini , c'eft-à.dire,à un  point  delà  courbe  infiniment  éloi- 
gné de  fon  originel  iainu^&x  font  chacune  infinieau  point 
touchant  de  Tafymptote.  Prenant  donc  la  valeur  de  y  dans^ 
i'équation  s  =  ^:0ij ,  on  trouvera  y  =  =^£x  «=  (  ^  caufe 
<jue  X  étant  infinie  par  raport  ïs^as  doit  être  regardée  com- 
me zéro  par  raport  à  ax)'^.  Et  mettant  cette  valeur  de/ 
dans  l'équation  de  la  courbc/J  — •  x3  =  —  axy ,  elle  devien- 
ilra  -—  lyj'x'  —  a^x"^  ==  ^-  -^al^sxx^ow  bien- —  ^'^s^x  — a^x 
— ^aU=z  o\  èc^a^s  étant  nulle  par  raport  aux  deux  autres 
termes ,  à  caùfè  que  Areft  infinie  /l'équation  fera  —  1  yjJ  =s^3^ 
<i'où  Ton  déduira  /  =  —  jas=AS  j  c*eft.à-dire  la  droite  AS 
doit  être  égale  à  —  ja  au  point  de  la  tangente  infinie  de  là. 
«branche -^^^.  D'où  l'on  voit  que  fi  Ton  prend  ,  du  côté  des 
quantités  négatives  ^AK=^\a^\Q  point  K  fera  l'un  des 
points  de  l*alymptote. 

Tome  II.  Y  y 


3^y4  Analyse     demontr  e*'f^ 

Pour  trouver  un  fécond  point  <fe  rafymptote,  îl  faut  pro^ 
longer  la  tangente  ^5  jufqu^à  ce  qu'elle  rencontre  D^T  za 
point  T  y  ce  qui  dannerales  triangles  femblables^jF5  ^SATi 
d'où  Ton  aura  cette  proportion  F  S  (  ^rrrry)  *J^^  (y)::  AS 
f  j=^y  )  .  ^r  =  fj^:^  «=  --i^^  qu'on  nommera  t.  Il 
faut  prendre  la  valeur  de  x  par  le  moyen  de  Tëquation 
'f^y~^=s^t ,  &  Ton  trouvera  x  =^';J^^.  Mais  dans  le  cas^ 
QVixig^y  (ont  chacune  fnfinre ,  c'&ft-à.dire  ,  lorfque  ta  tan. 
genre  eft  infinie  ,  le  terme  at  eft  nul  par  raportau  terme  ^sr^) 
ainfî  par  raport  à  l'îifymptote  Ton  aurax:==^^  Il  faut  met- 
tre cette  valeur  de  x  dans  ^équation  de  la  courbe  ^  &  elle  de^ 
viendra^  — tijfiy  -b  aSyj=4  y^t.  Et  le  terme  '^aH  étant  nul  ^ 
è  caufe-  q^e/  eft  îofinfe  par  ra|>ort  4 1 ,  cette  cquation  fera 
"  -«^  ^'^1ry  -V ^5/  =  o  yà^ovL  l'on  tirera  r=5 — f^  =  AT  3  c*eft- 
i-dire^la  ligne  -/^T*  (/)doft  être  pgale  à  \a  au^  point  de  la 
tangente  infmie  >  ou  de  Tafymptoce  de  lac  branche-//^.  D'où 
l?on  voit  que  fi  l'on  prend  du  côté  des  grandeurs  négatives 
Ak=^^a  ,  Iç  point  k  fera  un  (çcond  point  de  Tafymptotc  ^ 
tinfî  la  ligne  iCA  fera  Tafymptote  de  là  branche. -/^«,  &  par 
conféqjaejit  de.  la.  branche  femblablc  Atc^, 

VIL. 

« 

gqj;      7^-  On  fera  remarquer  îfci  qu'en  fûppofànt  ^,.l*bn  trouve^ 

♦.g Q  - ^  l'équation  *  x^  -—  xjà^x'^  ==*  o  >.  dont  les  racines  déterminent: 

^><mk^  î^a  l^^f^^^  grandes  x  j  &  Ton  n'a  pris  que  la  vafeur  x  :=^ja^^ 

-*  *  pour  déterminer  la  plus  grande  x  dont  Ton  avoît  befoin  $,, 
mais  l'équatiônx^— .  î^4:ï5^3  =  q  donnant  auffi  trois  valeurs, 
Atx^=fssiQ  ,  cela  fait  vok-  qu'à-  Korigine.  A  où  x,  eft  zéro ,  îl 
y  a  une.  tangente ,  parallèle  aux  ordonrrées/  ^  des  ttoîs  bran^ 
chçs.-rfCC^.^^^^  yAtCy  dl)nt  les  ordonnées.font  les^  ,  la- 
quelle tangente  eft  AD..  L*bn^  trouveroît  de  même  en  cher^ 
chant  la,  plus  grande;^ par  la  fuppofîtîon  de^'==^  ^  ou  fim-. 
pleme.nt  de  ^  =;=  o  ,  troiii.valêurs  de^  =  o  j  ce  quiferoît  de- 
même  connoitre  qu'à  l'origine.  >^.  où/  eft  zéro,,  il  y  a  une^ 

*     tangente ,  parallèle  aux  xprifes  pour  les  ordonnées  y  des  trois* 
^anches  ACC  ^  AEE^Ave^  donrlesj^  font  les  coupées  5  la- 
quellfe  tangente  eft  •^JF'.  D-'où  l*bn  voit  qu^à  un  même  point: 
A  y  qui'eft  ici  celui  de  l'origine  ,  la  fuppofîtion  de  ^=p  ^^ 
^  ççlfe  de  ^=^  ^  j^çeiu^ent.  fwe.  tonnoîtrc  qiielies-  fbnp 


/ 
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les  Valeurs  des  coordonnées  au  point  ^  dfune  courbfr  qui  a 
olufîéurs  branches  tjuî  (c  coupent  à  ce  même  point  ^  ^  dans 
le  feul  cas  où  \^%  parties  infiniment  petites  des  branches  de 
la  courbe  au  point  d'înterfeAîôn  A  ^  font  parallèles  aux  co- 
ordonnées 5  car  dans  ce  cas  les  tangentes  au  point  d*inter*. 
ifeéHon  A  font  parallèle^  aux  coordonnées  ,  fçavoîr  ,  la  pe- 
tite partie  de  la  branche  AE^^  la  petite  partie  de  la  bran- 
che Ace  au  point  A ,  font  partie  de  la  tangente  Z)-/^7"  paraU 
\^t%  aux  ordonnées  BC^  -Se,  Bc  {/).  Ainfi  dy  cft  infinie  par 
rapbrt  à  dx  au  point  A ,  eu  égard  à  ces  deux  branches  qui 
n*en  font  qu'une,  &^ s'y  trouve  avoir  trois  valeurs  égales  à 
ïero^  &  de  même  les  petites  parties  des  branches  AC ^ 
Ae  qui  n'en  font  qu'une  ,  font  au  point  A  dans  là  tangente 
BAK  deces  deux  branches j  ainfi ^x cft  infinie  â  ce  point  A^ 
par  raport  à  ^^ ,  eu  égard  à  ces  deux  branches  qui  font  en* 
lèmble  la  même  branche  continuée,  Ainfi  quand  on  a  dît  ^ 
^r/.  ^^\^nomb\\klafiny  écart.  5  59^/^^»i  <\^^  dx  6cdy  ne 
pouvoîent  pas  être  chacune  égaleàzeifo  i  un  mênie  point 
d'une  courbe  ou  la  tangente  eft  parallèle  à  l'une  des  coor* 
données,  cela  ne  doit  s'entendçe  a  la  rigueur  que  d'une  mê- 
me branche  de  courbe  ,  &  non  pas  de  deux  branches  d'une 
même  courbe ,  qui  fe  couperoîent  de  façon  que  les  deux  petits 
côtés  de  l'angle  que  font  à  ce  point  d'interfe<9:ion  les  deuN: 
parties  infiniment  petites  dé  chacune  des  brancîies ,  feroîênt 
parallèles  aux  coordonnées-'  -  :       '1       ;.;.,. 

Cependant  cette  fuppofitîon  alternative  ded/^^s'O^éQdx 
c=  o  au  même  point  dVne  courbe  ,  ne  marque  qu'il  y  a  des 
tangentes  parallèles  des  coordonnees.au  point  d'interfeftion 
des  branches  d'une  courbe  , que  dans  le  cas  feul  qu'on  vient, 
d'expliquer  5  &  pour  ce  feul  cas ,  il  y  en  a  une  infinité  où  les 
branches  d'une  même  courbe  fé  coupent  dé  fa^dn  ^i^d  le? 
petites  parties  de  chaque  branche ,  au  point  d^interfèdron, 
ne  font  pas  parallèles  au^  coordonnées  ,  &  ainfi'  il  n*y  a  à 
ce  point  d'înterfedîon. aucune  tangente  de  Ja  tourbe  parai, 
leleaux  ordonnées  5  ni  par  confét^uênt  atrcri^é^f /»/gr^»^^  ou 
moindre  x,  ni  aucune/^/»/  grande  ou  moindre' y MA^s  comme 
on  ne  laîflè  pas  de  trouver  à  ce  point  d'inrei'feéliôn  3es  viài 
leurs  de  X  &•  de  j^  ,  en  fuppofant  alternativement  dy  ===5"  o^ 
dx  -=  o  y  i  ce  point  d'înrerfeftîon  }  ^ardéqti*îl  éft  évîdtenè 
qu'il  doit  y  avoir  au  point  d'înterfedîon  des^wanche^  d\i¥/è 
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courbe  y  ies  racîhes  égales,  c'eft-à-dire^  des  valeurs  égales 
de  la  changeante  x ,  que  la  rupponnon  dèdy^ssio  faic  dccoib- 
vrip  j  5c  des  valeurs  égales  delà  cha»geante^ ,  que  la  fuppofî- 
tîonde^x=  o  fait  trouver,  ces  fuppoCtîbns  revenant  à  la 
inultipircatîon  des  termes  de  Tégalité  ,  par  une  progreflîon 
74.  arithmétique'*'  :  Cela  efl:  caufè  qu'op  a  exclu  du  sombre  des 
marques  qu'on  peut  avon:  pour  s'aflurer<  sll  y<  avoir  des  tan^ 
;entes  parallèles  aux  coordonnées  d'une  courbe  à  un  poiôc 
le  cette  courbe,  ou^  ce  qui  revient  au'même,  des  plus  gran^ 
des  y  ou  des  moindres y,eQttc  marque  que  dx  &cdy  fc  trouvaient 
ciiacune  égale  à  se^  à  un  même  point  de  la  courbe  ,  cette 
marque  pouvant  fe  trouver  fans  qiill  y  en  ait ,  puifquïL  n'^j 
a  qu'un  ieul  casoà  cela  arrive  ^.dont  Ù  fau droit.  être:-a(ruré^ 
dvant  cette  marque  ,,ain{i  elle  y  feroit  même  inutile.  Il  y  a 
alors  un  point  d'înteriedion  des.deu%  branches  d'une  courbe, 
Çc  non  pas  des  tangentes  parallèles  aux  coordonnées.  On 
peut  aifement  fe  convaTncre  de  ce  qu'on  vient  de  faire  re- 
marquer 60  l'appliquant  à  l'équation  de  la  même  courba 
rapportée  à  l'axe  zj4M^  dont  on  va  parler.  Ainfi  la  marque 
afiuréepûur  reconnoitre  les  pokits- d'une  courbe  ou  les  tan- 
gentes lOBt  parallèles  aux  coordonnées ,  eft  que  le  raport  ^' 
K)it  toujours  infini^,  fok  que  dx  Ibit  zéro*  par  rapoix  à  ^  ^ 
(bit  qi>e  dy  foit  xero  par  raport  idxi&c  quand:  on*  trouve  ce 
raport  fini^,  îl  n'y  a  pas  de  ces.ibrtes  de  tangentes  aux.poînts 
où  cela  arrive  ;  &c  quand  îl  fe  trouve  de  xero  à  zéro ,  on  nfefi 
pas  aâTuré  s'il  y  en  a,  ou  (î  c'eft  amplement  un  point  d'iffter** 
ieâtion ,  &  l'on  fçait  feulement  qu'il  y  a  à  ce  point  U  des  va^^ 
leurs,  égaksi  de  x  &  de/i. 

Y  I  I  L 

C05|f:^  8^  Où  peut  rapporter  Jes  points  de  toutes  les  Branches  de 
la  même  courbe  à  l'axe  j4z  ,  <^î. coupe  l'angle  droit  DA3 
en. deux  demi  droits  à  l'origine  ^^  de  manière  que  prenant 
fcs  coupées. -^JFf  fur  cet  axe^a ,  its  perpend&ulaires  HC  ^ 
HE  L  cet  axe.  fpiént  les.  ordonnées  des  branches  ACCz- 
AEEz.y  &  que  prolongeant  cet  axe  vers.aiAf ,  (  ce.  qui  ren- 
dra cette  partie  de  l'axe  négative ,  )  we  ^  me  foiênt  \ts  or- 
données des  autres  branches  uiee  ^  Ace.  Pour  avoir  l'équai^ 
tiande la  courbe  quixonvièht à  ce  nouvel  axe^a, onnom^ 
fiera.  lfi&  coupées  AH  {^\^  &  les  ordonnées  HC  K?^^Jl& 
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^on  remarquera  qji'à  caufe  des  angles  demi  droits  des  trian- 
gles redangles  AHI^^SG  ^£CI ,  HCG^qm  rendent 
égaux  les  deux  côtés  de  chacun  qui  comprennent  l'angle 
^roit  ^  l'on  aura  AH  (fy)=  HI^  HC  {xj-i- CI  iècC/ 

çtanr  égale  à  VO*  -v  sr  =  Vicis^  =  y/iyy  =^  yVz  ,  ron' 
ûuTuAHi^uy^HC-i-  CI=i(^-i-yVi  j  d'où  Von  tirera 
y  =  Vi*-  L^on  ^o^a  de  même  AB(x)  =  BG  =  BC  {y\ 
^CGiiiLCG  étant  égale  à  v^/:/c^  -4-  Jjg^  =  v^i  x  HC^z=iz^x^ 
Ton  aura  x^y-^z^i  j  &  mettant  à  la  place  de^  fa  yaleuc 
y^ ,  Ton  aura  x  =«  \fr-  î^  f^^^  mettre  ces  valeurs  de  x  & 
de/  à  leur  place  dans  l'équation  de  la  cour-bex'  -h y^^Bs=z^axyi. 
&  en  faSTant  le  calcul ,  Ton  trouvera*'  -f-  5«i2;3;^ —  -y^  =  o^ 
ce  fera  Téquatîon  de  là  courbe  qui  exprime  le  raport  com- 
mun de  chacun  de  fès  points  parle  moyen  des  coordonnées 
^H  &  HC  i  &  faîfant  u  négative ,  Ton  aura  Inéquation  des 
branches  AcCyj^èey^  L'on  pourra  faire  fur  cette  équatiôa 
de  la  courte  ,  dont  Ifcs  changeantes  fenta^  8c  ^„  des  renGiar- 
ques  fbmblables  d  celles  qu'on  a  faices  fur  la  première  équa^ 
iion  ,  dont  les  changeantes  étoient  x  &/..  On  £e  contenterdL 
de  faire  remarquer  ici  que  x^  ne  montant  qu'au  fécond  de.» 
gré,  la  courbe  eft  bien  plus  facile  à  décrire  par  1  équation 
des  u  &  des  a^^que  par  celle  des.  x  &  des/  ,,en  fe  fervant  de 
là  méthode  générale  V^  tart.  41 4^ 

O  N  ne  s'àrr&e  pas  à  prolonger  ces  remarques  fur  Tufage 
de  l'Analyfepar  raport  i  cette  courbe  ,  pour  en  découvrir 
toutes  lès  autres  propriétés.  Ce  qu'on  vient  de  dire  fufEt  4 
ceux  qui  commencent  pour  leur  faire  faire  de  fembUblesre^ 
marques  fur  les  autres  courbes ,  pour  leur  faire  vofr  le  raporc 
de  l'Analyfe  avec  la  Géométrie  compofce  ^&  qu'elle  contient 
fes  vrayes  méthodes  pour  découvrir  tout  ce  qu'on  peut  dè(i^ 
rer  de  connoltre  dans  cette  fdence^  &  ààxxi  léàfciehccs  Phy<^ 
£co.nuthématiques  qurem  dépendent.  !        ,  - 

E   X.  E'M    ï^  15.  EL'    IL- 

Z  10.  IROWER  taire J^tellepaniequ*bnv^nd$^ECF\EHccCiE  Fitj.  tlH, 
dt  la  courbe  E  Ce  cD ,  dont  t équation  ejix^^^  6aâsx-b  4yyxx 
•*•  a*^  =  a,  en  fâpfofant  que:  Hmgine  efi  au  point  jéf\  que  Us^ 

^  ».'...    Y»  if •*■  i|  -  •  •  •  »  *    •  »  »    ' 
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coordonnées  font  AE{x)  y  A  B  t=r:FC  =^Hc{y)  yé' ^^  Ce 
ss=a. 

O N  remarquera ,  lo.  qu'en  (uppofânt  -^^ (j^ )  =  o, Pcqua^ 
tion  devient  du  fécond  degré,  dans  laquelle  la  changeante  x 
â  deux  valeurs  pôfîtives  y  ce  qui  fait  voir  que  la  droite  AB 
âcsy  eft  hors  de  la  courbe  quia  deux  branches.  1^.  Qu'en 
fuppo(antj^=^(Gr)^  la  changeante  x  a  deux  valeurs  égales 
àGc{a)'yCe  qui  fait  connoitre  que  les  deux  branches  de  la 
courbe  fe  joignent  en  r\  &  que  la  courbe  rentre  en  elle- 
même*  comme  fait  rellîpie.  3°.  Que  (î  Pon  fuppofe^  égale  â 
line  gfandeu/quî  furpaile  a  ,  par  exemple  fi  Ton  luppofe  jr 
é=  li^  j  les  valeurs  dé  x  feront  imaginaires  ^  ce  qui  apprend 
que  la  courbe  ne  pafle  pas  au-delà  du  point  r.  4°,  Que  Ci  l'on 

Î)rend  l'élément  de  l'aire  fur  la  ligne  AB  (^) ,  cet  élément 
èra  exprimé  "par  xdy  =^  BCx.fi  ,  &  Taire  qu'on  trouvera 
^our  Tîntcgrale  fera  Tefpace  extérieur -^£C^  :  Mais  fi  Ton 
prend  Télément  de  Taire  fur  A  F  (x) ,  cet  élément  fera  ex- 

*  595.  Prïmé  par*j^^x==/'Cx/,  &  Tîntégrale  qu'on  trouvera  fera 

refpace  intérieur  £FC.  On  va  chercher  îcî  cet  efpace  inté- 
rieur. 

'  Pour  le  tf ouver  ori  déduira  de  Téquatîon  de  la  courbe  (A) 
y  u^  i/^EHHij^siiiSL*  .  &  pour  réduire  Texpreffion  de  Télé- 
ment â  être  une  quantité  beaucoup  plus  fimple ,  on  fuppo- 
fera  ^^"^7^'*"'^  =5  \zi;  5  ce  qui  donnera  ^^^^f^  =  ^  quand  x 
furpafïera  a ,  c'cft-à-dire  pour  la  partie  de  la  courbe  Dcroù 
les  Bc  font  les  x ,  &  ^^  ^/-^  =  a;^  quand  a  furpaflera  x  ,  c'eft^ 
à-dîre  pour  Fa  partie  ECc  de  la  courbe  où  les  BC  font  les  x. 
On  tirera  de^^^^^'œ  ^,  Téquatîon  xx  —  is^  —  aa  =  Oj 
&  la  Valeur  pofîtîve  de  x  fera  (B)  x  =  ^-^V^^+^aa  'y  on 
déduira  de  même  de  ^^^f7^===  2^,  (C)  x  =  — z^-^  VZE+TÏZ. 
Aînfi  pour  comprendre  ces  deux  cas  en  un  feul ,  Ton  aura 
-  AT  ==+- X -HyrToI^  ;  d'où  Ton  tirera  (D)  dx  =  -t-  dit 

^  ;7^5fe^.'En  lûMîtuànt  les  valeurs  dé  x  dans  (  A  ) ,  le  calcul 
donnera  (E)y  =VâaZ7Zl  ;  fubfticuànt  ces  valeurs  de  /  & 
de  ^x  dans  la  formulé  générale  de  la  Quadrature  des  cour- 

*  595'  bes  *ydx^  on  aura  pour  rëlément  de  l'elpace  qu'on  cherche , 

■  -^  dz^x^aa  —  i z  H-  îii^Sfe-3.  H  ne  faut  plus  que  trou- 
ver  Tînt4g,rale  de.cet  élj^er^t,  pour  avoir  Taire  (ju  on  cher-, 
che  :  mai?  ;cettc  intégrale  fie  pouvint  fé  trouver  exaâe  par 
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les  méthodes  y  il  faut  la  trouver:  par  la  ruppofîtion  de'  l'aire 
"du  cercle  dortnée.  ^  '  :       ' 

La  première  partie  de  rélémenteft  auffi  rëlcment  de  Paire  Fic.liil 
d'une  partie  d'un  quart  de  cercle  :  car  en  faifant  fur  le  demi^ 
diamètre  r^  ==  ^  un  quart  de  cercle  cJk^  prenant  cK  =  ^^ 
&  tirant  la  perpendiculaire  JCZ»,  U  eft  viable  que  l'^fpàcfe 

Pour  réduire  la  féconde  partie  de  l'élément  à  Télémenc 
d'une  partie  d'^un  quart  de  cercle  ,  oa  fuppofera  aa  ^  z^t^ 
CK  isr  0  3  ce  qui  donnera 

,  zdz 


Vaa^rzz 


1  donnera  —  zj^=^  ^^  —  ««  >  »  ==  ^aa  4- -c-c , 
,  Vaa' — K.K^=^  ^zaa  —  ««.j,&.fiifticuant  1e^ 


zdz 


valeurs  de  -  ■     .  •  -  »  &  de  v^^^ —  z?:  dans  la  iecohde  partie 


t 

de  l'élément ,  on  trouvera 


zdz  yVaa  —  zz 


r  É  .É 


du  X'Vïaa  — 


HU  y 


qqreft  l'élément  d'une  partfe  d'up  quart  de  çpr<tïe  d^f^  W 
rayon  çQcay/i.  FaiTant  doncle.r^yôa  6Mj==raVx  ,  égalfàl^ 
corde  ^/de  l'àTc  à/  de  9 9. degrés  ^,^  ayefj.ce  çayon  k  quarç 
de  cercle  bMN  j  prenant  Âf /^  =  «=  yJ-TT^ÇT^K,  y  &  tirant  la; 
pèrpendîcukrre  P  Q^y  il  eft  clair  que  refpafce  MFQNs=  S.. 
^«  X  vTîTITJïr.  -Par  coqféqiiept  l'efpace^Ai./^i^^^C  S.  du  k 


^laa  — 


SzdzyVaa — zz. 


égal  il'fntégral^ouàrafre.'jBC^c/i'  qutod^  Pai- 

re £02^  quand  il  y  a  - —  devant  S.d^^àa^t^y  • 
Jtil ,  Pour  trouver  fî  l'intégrale  eft  complète  ,  '&  fi  elle  ne  J^^ff 
pas ,,  l'a  quantfté  qui  lur  ntanque  pour  être  complété^  il  faur 
fiïppofer  *  fa  cliangeawte  IC  (y)  épAchTS&fo  ^  &dani  éè:cas  *  S 64^ 
il  eil:  évfdenr  quçL  l'fefpaçe  qj^'expr^mç  l'mtiégr^lp  dQÎfj^rc 
2ero:  î  &  s- il  ne  l'eft  pas  ^jla,  quantité  qi;i^îl  faudra  ppur  le  ren- 
dre égal  à  zerO',/era  celle  qui  manque  à  Tintégrale  pour  la 
.  rendre  compkte.  Or  en  lùppoiîilir/':=^-o^  au  point (  E  )  ^,  l'biv 
trouver/C  {X)=^a  ,c'eft.a-dîre  que  dans  ce.  cas  3H  S.d^aa^ijtzyr 
ou  VeÇ^ceckzj^  devient  le  quart  de  cç«:le  ?cj^I  i  m*îf /=f^<i^f 
pendant  ;^  ==-^v  Inéquation  \/aa-^j^  =?=5  Viaa --u^m  deviendra^. 
V.iaa—Mu  ==0 ,  cëquidonnera  u  =^  ai(i  j  c'èft-à-dire^  MPQT^ 

devient  le:quart  deGercIè-iUf^(2^-^  Afnfî^daés  le  cas  dé/=o, 

bien  loih.que  l^èfpace  exprimé  paï  Iflntégra^ie  de\fi€«no zero^  .  •    ** 

G'èftlêcaiart  à^c^td^MOi^A^^^S^K  à^.^iskskl:hmi^^ 


\^ 


3î^  Analyse    démontre' e* 

jl  faut  àiputetr ,  Tous  des  Ggnes  oppofës ,  cette  cuantîtê  coni' 
fiante  à  l*efpace  qu'on  a  trouvé ,  &  Ton  aura  l'efpace  complet 
que  Ton  cherchoît.  Maïs  les  quarts  de  cercle  font  entr'eux 
comme  les  quarrësde  leurs  rayons ,  MbQN  .  cbl  ::  raa .  aa 
:  :  z  .  I .  Alnfi  la  quantité  confiante  qu'il  faut  retrancher  eft 
^^  K f^/ quand  XX  furpafle aa^ti,  cbJ quand ^^i^ furpafle xx^ 

Avertissement.  ' 

jL  E  s  exemples  qu^on  a  donnés  dans  cette  quatrième  fec- 
tion  fufHfent  pour  apprendre  aux  Leâeurs  la  manière  de 
mettre  eq  ufage ,  dans  Ja  réfoludon  àt^  .Pjoblcmes  ,  les  mé- 
thodes de  trouver  les  intégrales  exactes  quand  cela  fe  peut j 
quand  les  métjiodes  ne.les  font  pas  trpuver  exactes  ,  la  ma- 
nière-dé  les  avoir  finies  par  la  fùppolitîon  des  reftîficatîons 
ou  des  quadratures  données  des  courbes  plus  fimples.  Aînfi  il 
efl:  inutile  de  prolonger <:e  huitième  Livre  d'exemples ,  pour 
trouver  la  folîdité  des  corps  formés  par  la  révolution  des  cour- 
J>és  autour  d*un  axe ,  les  furfaces  courbes  de  ces  corps  ,  &  les 
centres  depcfenteur:lesLedeurs  pourront  fcs  Êiîre  eux-mêmes; 

— *  _ 

D  E  R  N  1ERE  SECTION. 

un  Von  explique  lufage  de  tAnalffe  four  trouroer  Ix 

•  nature  dei  coûtées ,  eu  empiétant  U  calcul  différent 

tiel  ^  le  calcul  intégral.  Ce  qui  comprend  Vufage 

[de  VAnalyfe  dans  la  réfolution  de  la  plupart  des 

/^     ,   Prohlimifs  Phyfico-mAthématiquesyen/èfertvoMtdes. 

mêmes  calculs  :  on  explique  auffi  la  couflruUion  des 

courbes  par  leurs  équations  différentie&es  yCefi-a-diJ^ 

re,  des  £oiiîh£s  dont  ou  na  que  les  équations  dif-. 

férentieUes^ 

PREMIERE    PARTIE  0E  LA    bER))IERE  SECTION. 

De  lor  méthode  tnverfe  des  tangeûtes^ 

D    E'  F    I    N   1    T    î    O    N. 

8 12.  QU  A  M  D  M  arrive  qu'en  cherchant  la  nature  d'une  courbe, 
l'une  des  conditions  -du  Problème  fàit^écouTrir  ou  contienc- 


v 


i3 
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la  tâflgehte  de  la  courbe ,  ou  fà  foutangente,  ou  quelqu^ine 
des  lignes  qui  ont:  raporc  à  la  cangenre ,  donc  Ton  a  donné 
les  formules  dans  Tardcle  ;  jo  5  comme  aufli  quand  elle  â>n- 
tient  ou  fait  découvrir  la  reâifîcation  de  la  courbe  ou  fa 
quadrature ,  ou  la  difièrentielle  de  quelqu'une  de  ces  der- 
nières propriétés ,  ou  quelque  raporc  de  ces  propriétés.  On 
dit  que  le  Problême  appartient  à  lu  méthode  inverfe  des  tan^ 
gentesi  &c  la  méthode  pour  trouver  la  nature  des  courbes^ 
ou  pour  réfoudre  les  Problêmes  fur  la  nature  des  courbes^ 
qui  contiennent  de  ces  fortes  de  propriétés  parrni  leurs 
conditions  données ,  s'appelle  U  méthode  inverfe  des  tangentes. 
Lorfque  quelqu'une  des  propriétés  dont  on  vient  de  parler  ^ 
n'entre  pas  dans  les  conditions  données  des  Problêijies  ,  où. 
il  dut  trouver  la  nature  des  courbes ,  ils  n'appartiennent 
pas  à  la  méthode  inveriè  des  tangentes.  On  en  donnera  ici 
des  exemples. 

La  Me'thode   inverse  des   Tangentes. 

1°.  1 L  faut ,  après  avoir  employé  les  lettres  x  Scy  des  formu- 
les *  pour  exprimer  les  coupées  &  les  ordonnées  des  cour-  *  ;  j#^ 
bes  dont  on  cherche  la  nature ,  trouver  par  les  conditions 
données  du  Problême  Texpreffion  de  la  tangente ,  ou  fou- 
tangente  ,  ou  perpendiculaire ,  ou  fbuperpendiculaire ,  &c* 
ou  de  la  rectification ,  ou  de  la  quadrature  de  la  courbe 
dont  on  cherche  la  nature  ^  c'eft-i-dîre,  il  faut  trouver  l'ex- 
preflîon  de  celle  de  ces  propriétés  de  la  courbe  que  peuvent 
faire  découvrir  les  conditions  du  Problême ,  &la  fuppofer 
égale  â  la  formule  qui  exprime  la  même  propriété.  Quand 
cette  propriété  eft  la  redification  ou  l'aire  de  la  courbe ,  il 
faut  fuppofer  l'expreffion  de  la  reftification  ou  de  Taire  égale 
à  la  forame  de  la  formule  5  &  quandce  n'en  eft  que  l'élément , 
il  le  faut  fuppofer  éeal  â  la  formuje;  Si  les  conditions  don« 
nées  du  Problême  contenoient  quelque  faport  de  ces  pro. 
prietés,  il  faudroit  trouver  par  ces  conditions  données  i'ex^ 
preffion  de  ce  rapprt ,  &  la  fuppofer  égale  au  raport  des  for. 
mules  des  mêmes  propriétés.  Cette  première  opération  don- 
ne Téquation  du  Problême  qu'on  veut  réfoudre,  laquelle 
contient  les  deux  changeantes  x  èc'y  avec  leurs  differences. 

z®.  U  faut,  quand  cela  fe  peut ,. trouver,  par  la  deuxième  *  714. 

&  trpiûémc  propofition  fondamentale  ,  *  &  la  première  J^J  * 

Tome  IJ,  Zx  '' 
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remarque  qui  les  fuie ,  les  intégrales  des  termes  de  l*ëqua^ 
tîon  du  Problême  j  ce  qui  donnera  une  nouvelle  équation^ 
qui  eft  celle  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  qu'on  cher-^ 
choit  ;  ainfî  le  Problême  fera  refolu. 

3^  Quand  on  nepcuD  pas  trouver  les  intégrales  de  i'équa* 
tîon  du  Problème  par  la  féconde  ou.  par  la  troîficme  propo- 
iition  fondamentale,  ni  la  réduire  à  ces  proportions  par  les, 
méthodes  de  la  première  remarque  qui  les  fuie  ^  ilifaut  (eparef 
lesx&  les^x,  les^  &  les  dy^  par  les  méthodes  que  l'owa  don- 
nées dans  l*art.  7 1 7,  &  trouver  enfuite  par  les  méthodes  de  la. 
Î>remiere  Sçâion  les  intégrales  des  termes  dePéquation,  oki 
es  changeantes  font  feparées  3  &  fi  Ton  trouve  ces  intégrales: 
exaâes ,  Téquation  qu'elles  formeront  fera  Téquation  que^ 
l'on  cherchoit  ^  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  qu^Dii: 
jfe  propofoit  de  trouver ,  &  le  Problême  fera  refblu. 

4^,  Si  Ton  ne  peut  pas  trouver  les  intégrales  de  l'équation^ 
où  Iqs  changeantes  font  feparées  >  ou  fi  Ton  ne  peut  trouver 
les  intégrales  que  d'un  membre  ou  de  quelques  grandeurs, 
de  Téquation ,  &  quil  refte  quelque  partie  différentielle  yVon^. 
n^aura  pas  d'autre  équation  pour,  exprimer  la  nature  de  la 
courbe  que  cette  équation  difièrendelle  -  il  faudra  conftruire: 
cette  équation  différentielle  y  c'eft-à-dire ,  trouver  les  points*; 
très  proches  les  uns  des  autres  par  où  paffë  la  courbe  qu'ex^ 
prime  cette  équation ,  par  les  méthodes  qu'on  donnera  dans- 
la  fuite  )  &  la  conftruûion  de  la  courbe  fera  elle-jnême  la:- 
refolutron  du  Problême  j  &:  il  arrivera  des  cas  où  cette  con-: 
ftrudion  fera  trouver  Téquation  d&  la.  courbe  ydiû  elle, 
eft  géométrique  ou  mechanique.. 

5^.  Enfin  &  Von  ne  peut  pas  ^paner  les  changeantes  & 
feurs  différences  dans  Péquatiôn  du  Problênie ,  l'on  ne  pourra; 
pas  avoir  de  refolution  exaâe  du  Problême  par  les  métho* 
des  qu'on  a  découvertes  jufqu'âu  temps  où  nous  fommes  ^ 
&  Ton  n&  pourra  ravoirqueparapproximation^,  comme  onc; 
l'a  expliqué  dans  Tast.  7 1 S^;, 

Application  de  ta  métBode  tnn^trfi  in  un^me^. 

Or  des  exemples. 

8x4.  Supposant  qu'une  infinité  de  paraboles  y  toutes  d»  même- 
Fie*    genre j,  (mais  il  n^im^orupas  fMtlgenrt  eejoitjj  danttkné  efi. 
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A  C ,  dyent  touus  U  menu  axe  A  B  P  ^  ^U  mime  fonmet  A  i 
d^  qu* elles  ne  différent  entr* elles  que  fat  leurs  farametres  »  trou^ 
^er  U  courbe  C  D  qui  les  coufe  toutes  ferfendiculairement. 

Preparatioi;. 

v)  N  fuppofe ,  pour  rendre  la  refolurion  générale ,  que  ^"  """x"^ 
*«s=  j^  "" ,  qui  eft  réquacion  des  paraboles  de  tous  les  genres  ^ 
reprefente  Téquacion  d'un  nombre  infini  de  paraboles  d'ua 
même  degré ,  en  mettant  au  lieu  de  l'expofànt  m  un  nom« 
6re  entier  pofitif  déterminé ,  &  un  autre  à  la  place  de  Tex. 
pofant  Hybc  mettant  fucceffivement  au  lieu  du  paramètre  ^ 
une  grandeur  telle  qu'on  voudra ,  lequel  paranietre  ira  en 
augmentant  ^  quand  on  voudra  que  réquation  convienne 
aux  paraboles  qui  vont  en  s'écartant  de  Taxe  de  plus  ea 
plus ,  &  en  diminuant  quand  on  voudra  qu'elle  Toit  Téqua^ 
tion  des  paraboles  du  même  genre  qui  s'approchent  de 
l'axe  de  plus  en  plus.  Quand  on  voudra  que  la  même  refo* 
lucîon  convienne  à  un  autre  nombre  infini  de  paraboles , 
toutes  d*un  même  genre  ^  mais  diâerent  de  celui  àts  para- 
boles  de  la  première  fuppofition  $  il  faudra  mettre  au  liei» 
«des  expofans  m  &  »  les  nombres  entiers  pofitifs  qui  convien- 
nent au  genre  des  paraboles  ^  auxquelles  ou  veut  que  la  re(b« 
lution  convienne. 

Ainfî  pour  appliquer  Péquatîon  â  la  figure  ^  on  fiippofera 
^  B=^Xy  B  C=  y ,  &  que  le  paramètre  de  la  parabole  j4C 
€ft  égal  i  p.  On  fuppofera  auflî  que  CT  eft  la  tangente  du 
point  C  de  la  parabole  AC^  iti  que  CP  eft  la  perpendicu- 
laire du  point  C  de  la  même  parabole.  Aînfî  ^T  =  *  5  x  *  f$^ 
«ft  la  foutangente  du  point  C  de  la  parabole ^C  5  &  c*eft  en 
même  temps  l'expreflion  de  toutes  les  foûtangentesde  toutes 
tes  paraboles  du  même  genre  qui  ont  le  même  axe  AB  ^ù. 
"le  même  fommet  A.  BPdk  la  fouperpendîculaire  du  point  C 
dé  la  parabole  AC. 

On  remarquera  fur  la  courbe  DC  que  Ton  cherche  ,  qui 
doit  couper  toutes  les  paraboles  perpendiculairement  ^  que 
la  partie  infiniment  petite  C  de  cette  courbe  qui  coupe  la 
parabole  ^C^  fe  trouve  par  la  fuppofition  dans  la  perpen- 
diculaire  C /^  de  la  parabole  AC^èc  que  cette  particule  C, 
de  k  courbe  DC^  q^  auifi  une  partie  infiniment  petite  de 
la  droite  CP  ^  par  confequent  la  droite  C  T ,  tangente  en  C 

Z  z  i  j 
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de  U  parabole  ^  C,  eft  la  perpendiculaire  de  la  courbe  D6 
au  point  C.  D*où  il  fuit  que  £T  (?  x  )  eft  en  même  temps  la 
foutangente  de  la  parabole  ^C^  &  la  fouperpendiculaire  de 
la  courbe  DC  que  Ton  cherche.  Ce  que  Ton  vient  de  faire 
remarquer  fur  rincerfedion  C  de  la  courbe  Z)C,  &  de  la 
parabole  A  C ,  convient  à  chaque  autre  interfedion  de  la 
courbe  DC^  écàe  chacune  des  autres  paraboles  du  même 
degré  qui  ont  le  même  axe  -/rfi?,  &  le  même  fbmmet  j4^ 
C'eft  pourquoi  ^  x  eft  l*expreffion  de  la  fouperpendiculaire 
de  la  courbe  DC  que  l'on  cherche  :  mais  elle  doit  être  néga- 
tive^ parcequela  fouperpendiculaire  ^7*  eft  du  côté  oppofé 
de  la  ibuperpendiculaire  ^  P  de  la  parabole  ^  C.  Âinfi  J3T 


Le  Problême  de  ce  premier  exemple  fe  réduit  donc  â  trou* 
ver  la  courbe  DC ,  dont  la  fouperpendiculaire  BT  eft  —  =  x  ^ 
ce  qui  fait  voir  que  le  Problème  appartient  â  la  méthode 
înverfe  des  tangentes. 

R    E    s    O    L   u   T    1    O   N» 

Il  faut  fuppofer  la  fouperpendiculaire  —  ^  x  égale  i  la 
*  /;o.  formule  de  la  fouperpendiculaire  *  2^  ,  ce  qui  donnera 
Féquation  du  Problême  ^  x  -h*^  =  o.  Pour  en  trou  ver  Tin- 
tegrale  ^  il  faut  feparer  les  changeantes ,  &  Ton  aura  "^  xdjc 
r^-jdy  =±=  G.  Il  faut  en  prendre  Tintegrale  par  la  troifiéme 
?  71  h  propofîtion  fondamentale*^  &  Ton  trouvera ^xx-h|j^/=:^i^» 
On  m^t  aa  pour  la  confiance  homogène  qu'il  faut  ajouter  à 
l'intégrale  i^xx  '■¥'  {  }y=  ^^  >  ou  bien  ^  yy  =^  aa  —  xjc 
eft  donc  l'équation  de  la  courbe  que  l^on  cherche.  C'eft  Téqua* 
tîon  d*uné  ellipfe  ^  &.le  «terme  £yy  fait  voir  que  l*axe  doit 
être  â  Ion  paramètre  comme  n  eft  à  m  :  c'eft-à  dire  que  ca 
raport  eft  donné. 

Si  Ton  fuppofe  7n=ziy&:ns=siy  Téquatîon  générale  des 
paraboles  deviendra  ^x  œ^,  &  l'équation  de  Tellipfe  de- 
viendra^  yysssaa — xx^  ce  qui  fait  voir  qu'une  ellipfe  DC, 
qui  aura  l'axe  ^3  commun  avec  une  infinité  de  paraboles 
du  premier  genre,  qui  aunaipour  centre  le  fommet  ^  de 
toutes  ces  paraboles  ^  &  qui  aura  enfin  pour  axe  une  ligne 
qui  ibit  d  ion  paramètre  comme  i  à  z  ^coupera  toutes  ces 
paraboles  perpendiculaii^ement. 
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Exemple    II. 

815.  SVPPOSANT  qu*une  infinité  d* hyperbole  s  toutes  J^un  même  Fi  «.  iv. 
fenrOy  (mais  il  nUmfortepas  quel  genre  ce  foit^)  dont  tune  efi 
G  C  F ,  ayant  pour  afymptotcs  communes  les  droites  AE ,  AT 
perpendiculaires  l'une  à  i* autre  en  A  j  trouver  la  courbe  C  D 
qui  les  coupe  toutes  perpendiculairement. 

Préparation. 

L'A  même  équation  ^'"'"^  x"  =/"*  des  paraboles  de  tous 
les  degrés,  peut  exprimer  les  hyperboles  de  tous  les  degrés , 
en  fuppofant  feulement  que  Texpofànt  m  efl:  négatif}  car 
cette  {uppofîtîon  la  changera  en  x"^"=s^'""^"quî  eft  l'équa- 
tion des  hyperboles  do  tous  les  degrés  par  raport  aux  afymp- 
totes.  Les  Leûeurs  doivent  appliquer  à  ces  hyperboles  tout 
ce  que  Ton  a  dit  dans  la  préparation  à  la  réfolution  de  l'exem*^ 
pie  précèdent. 

Aînfî  on  fuppofera  que  AB  5=  x,  £C  s=zyi  que  /"*" 
marque  Izpuiffance  des  hyperboles  toutes  d'un  même  degré 
(mais  tel  qu'on  voudra,)  auxquelles  on  veut  appliquer  la  réfo- 
lution, que  ÇT  eft  la  tangente  au  point  C  de  Vhyperbolc 
GCFj  que  CP  lui  eft  perpendiculaire  au  mêmepointCiôc 
Ton  remarquera  que  la  courbe  DC  que  Ton  cherche,  a  pour 
{a  fouperpendîci\laire  au  point  C  la  même  droite  £T ^  qui 
eft  la  loutangente  de  Phyperbple  GC/*  au  point  C^  où  elle 
eft  coupée  perpendiculairement  par  la  courbe  DC'j  te  qu'il 
en  eft  de  même  de  chacun  A^s  points  d'interfeftion  de  la 
courbe  DC  avecks  autres  hyperboles:  Mais  la  foutangente 
JST  de  rhyperboie  GCF  fe  trouvera  égale  à  * — =  x.  Ainfi  ^  x  *  r;<r, 
eft  Texpreffion  de  la  fouperpendîculaire  BT  de  la  courbe  DC 
que  Ton  cherche }  cette  fouperpendîculaire  (  qui  eft  négative, 
étant  la  foutangente  de  Thyperbole  GÇF^  parcequ'elle  va 
du  côté  oppofé  à  l'origine  ^ ,  &  les  foutangentes de  GCF 
devroîertt  aller  du  côté  de  l'origine  -^^our  être  pofitives ,) 
eft  pofitîve  par  raoort  à  la  courbe  JDC,  parcequ*elle  va  du 
côté  où  doivent  aller  les  fouperpendîculaires  de  jDCpar  ra- 
port  à  l'oriçîne,.  pour  être  pofitives. 

Le  Problème  fe  réduit  donc  à  trouver  la  courbe  doht  ?  x 
eft  la  fouperpendîculaire  j  ainfî  il  fe  rapporte  d  la  méthode 
inverfe  des  tangentes^ 

Zz  jij 
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Resolution. 

1  L  faut  fuppofer  la  fbuperpendiculaire  ^x  égale  â  la  for- 
*  sso.  mule  *  "/^de  la  fouperpendiculaire,  &  Ton  aura  réquadon 
-    du  Problême  Jx — ^=o.  Il  faut  en  feparer  les  chan- 
geantes ,  &  réquation  krz^xdx  — ydyz=o.  11  faut  trou- 
ver fon  intégrale  par  la  troifiéme  proportion  fondamen- 
fyih  taie  *,  &  lui  ajouter  une  confiante  homogène  j  cette  inté- 
grale fera  ^  XX  — iyy=^aa^  qui  fe  réduit  à  xx  —  ^^aa 
=  fj^.  Cefttiquation  dt  la  courbe  DC  que  P on  cherche.  Elle 
fait  voir  que  la  courbe  eft  une  hyperbole  par  raport  au  pre- 
mier axe }  &le  terme  £j^^  fait  connoître  que  le  premier  axe 
doit  être  à  fon  paramètre  comme  n  eft  à  w,  c^eft- à-dire  ea 
raport  donné  de  Pexpofant  n  de  la  puîffance  de  la  coupée  jc 
â  Texpofant  wde  Tordonnée^f  dans  Téquation  propofée  x"^"* 

Si  l'on  fuppofe  msss  i  ^  »==  f  ,  Péquatîon  générale  devien- 
dra xy=a^%  qui  eft  l'équation  des  hyperboles  du  premier 
;enre  par  raport  aux  afymptotes  :  &  l'équation  de  la  cour* 
^e  DC  deviendra  yyz=ixx  —  laa ^  qui  appartient  â  une 
hyperbole  équilatere  par  raport  au  premier  axe.  Ce  qui 
fait  voir  qu'une  hyperbole  équilatere  DC^  qui  aura  pour 
centre  l'origine  A ,  pour  premier  axe  la  iïgne  j4B^  coupera 
perpendiculairement  toutes  les  hyperboles  du  premier  genre 
qui  auront  pour  afymptotes  les  droites  AE^  AB  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre  au  point  A. 

EjCEMPLE         m. 

8 1 é.  LON a  trouvé  dans  1^ article  8o6, que  texfrejjîonde lafoutan^ 
>  I  o.  L 1 1.    %ente  V  S  de  la  courbe  Ae  e',  enfufpofant  la  coupée  A  F = — x, 

l'ordonnée  F  e  ss=y ,  ^  la  grandeur  confiante  A  P  =  a  étoit)^^^. 

Il  faut  à  frefent^  enfufpofant  que  lii^f  «y  efi  la  foutangente  d'une 

courbe  ^  trouver  f  équation  ou  la  nature  de  cette  courbe. 

1^,1  L  faut  fuppofer  Tcxpreffion  de  la  foutangente  donnée 
par  les  conditions  du  Problême ,  égale  à  la  formule  de  la 
foutangente,  ce  qui  donnera  l'équation  du  Problême ^|î^t£^ 
sBs  ^^^  qui  fe  réduit  â  ifdy  -h  axydy  ssbs  3  x  xf  i/x  -^  ayyàK^ 
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%^^  Ett  divifafit  cecte  équation  par^,  &  mettant  '^yydy  au 
premier  membre ,  U  les  autres  grandeurs  au  fécond ,  Pon 
aura  yyj^dy  =  yxxdx  —  axdy  —  aydx  y  dont  on  trouvera  par 
la  féconde  proportion  fondamentale '^  que  l'intégrale  efty  *7i4. 
s=  x' — axy.  Ainfî  j^'  —  x'.-h  axy  =s  o  eft  Téquation  de  la 
courbe  j4ee.Ce  qu*  il  fallait  trouver. 

Exemple!  V. 

*  ^T*^  /Z  faut  trouver  l' équation  de  la  courbe  dontlafoutangente  eft  — x . 

t^. On  fuppofera —  x=s  jy^, quî fe  réduit  à ydx  -4*  j^^^ 
s=r  o,  qui  eft  l'équation  du  Problême. 

x^.  On  trouvera  par  la  troîfiéme  propofîtîon  fondamen- 
taie  *  que  Tîntegrale  eftr  x^ = ^  ^ ,  qui  eft  Tcquatibn  de  Thy.  »  71^. 
perbole  entre  les  afymptotes.  Ce  quHlfalloit  trouver^ 

£   X    E    M*  P   L    E        V. 

ttiî^  OK  fuppofè(  en  nommant  Yi^^ji^^  KA^aj  BC,y,;f«^KB(x)  fic; 
.  KA  (a)  ::  K  A(a.)..KS^=  ^i,/7/k»^  trouver  Inéquation  de  ^^^^ 
la  courbe  AGC^ 

i^La  £butangente'J7;y  =*^5  ai»^^  iCS  =  iC-5  — -ff'S  •/;«• 
=  Ar— ^^'=  ^^^^^^T^i  cela  étant,  on  aura  *±^ii2^^^ 
qui  fe  réduit  à  xx^j^  — aady  — yxdx  =  a }  c'éft  Téquation 
du  Problème^ 

2^.  On  peut  la  réduire  à  la  troifîéme.propofîtio»  fonda- 
mentale %  en  fuppofant  )^=xx  —  ^i^  ;  ce  oui  donnera ^1/^*7,^ 
2=  x^x  ;  car  en  fubftîtuant  ces  valeurs  dans  réquatîon  ^  elle 
deviendra  xjiy  — \ydz^=.  o  j  &  la. multipliant  par    j^r- 

on  trouvera  -i — i^ —  «=0.^  dont  llntegrale  eft  ~i  =  • 

qui  fe  réduitr  à.^yyss^^ssxx^^aa,  quf  eft  Téqnation 

<Pttne  hyperbole  par  raport  au  premier  diamètre  y.  la  moitié 
duquel  eft  a  y  &  la.  moitié,  du  fécond  diamètre  eft  L  Ce  qu'il 
falloit  trouver. 

£   x:  B  M  P   L   s      VI. 

Sl^.  POur  trouver  Tëquation  de  la  courbe  dont  k  foutangente 
€ft:~^ér>.  *''•  ^^  fuppofcra^^ï^îî^  ==77>  qu'on  réduira 
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à  xaxdy  —  ixxdy  =  aydx  —  ixydx ,  ou  bien  xaxdy  —  DCxdy 
—  aydx  -H  ixydx  =  o  }  c*eft  l'équation  du  Problême.  i°.  On 
prendra  zj=^  ^x  —  xx\  ce  qui  donnera  dt^xssz  adx  —  xxdx  ^ 
&  fubftîtuanc  ces  valeurs  dans  Téquation  ,  on  aura  xz^y 
— ^ ^ 5;^=  o,  qui,  étant  multipliée  par ^,  devient  ^^^^^-^^^^ 
•  71;.  .5=  o,  dont  rintegrale  eft*  ^  =  ^  ,  qui  le  réduit  à  ^ yyis=L%^ 
vss  ax  —  XX ^  qui  eft  Téquation  de  rellipfe  dont  a  eft  le 
premier  diamètre,  b  eft  le  paramètre.  Ce  qu'il  fallait  trouver. 

£X£MPL£      VIL 

810.  P  O  u  R  trouver  Téquation  de  la  courbe  dont  la  foutangente 
eft  mx^  1^.  on  fuppofera  mx  ==»  37^  >  qui  fe  réduira  imxdy 
— ydx  =  o }  c'eft  réquatîon  du  Problême,  i^  On  la  muU 

•  r              y^^^     ^r  \s               my'^-^xdy^y'^dx  .     ^ 

tipliera  par  < —  ,  &  Ion  aura -^ ^ — ^ —  =  o,  dont 

oh  trouvera ,  comme  dans  la  troifîéme  proportion  fonda- 

m 

mentale,  que  Tintegrale  eft'^ss^'""'^  oubieny"=:^"^'x^ 

qui  eft  Téquation  des  paraboles  de  tous  les  degrés.  Ce  quUl 
fallait  trouver. 

Exemple    VJIL 

821.  POuR  trouver  Téquation  delà  courbe  dont  la  longueur 
eft  S-  dx  \/ 1  -H  qqx^^"'' ,  i^  il  faut  fuppofer  S.  ^x\/ijf^^£xM-* 

»  g^^  e=2  *  S.  y/dx^-^dy"-^  qui  fe  réduira  d^abord  idxy/ x^ qqx"-"^^^ 
^=i^dx''^dy\^  enfuîte  à  ^x''-h^fx"*i-*  x  ^x*  =  ^x*-h^% 
ou  bien  qqx^'^^^dx^  =  dy^  i  &  en  prenant  les  racines  quar- 
rées  ,  on  aura  qx'^'^^dx  =  dy  pour  Téquatîon  du  Problême. 
X®.  Il  faudroit  féparer  les  changeantes  fi  elles  ne  Tétoienc 
pas }  mais  comme  elles  font  toutes  féparées ,  il  faut  prendre 
les  intégrales  des  deux  membres  par  la  première  propofition 
fondamentale  ,  &  Ton  trouvera  x**  =  j^  pour  Téquatîon  de 
la  courbe,  qu'il  fallait  trouver.  Ceft  Téquation  des  parabole^ 
de*tous  les  degrçs  dont  le  paramètre  eft  Tunité. 

Exemple     IX. 

S 1 1.  On  trouvera,  par  la.mêtne  méthodç,les  équations  des  cour- 
bes exponentielles ,  &  de  celles  qui  renferment  des  expref. 

dons  logarithmiques  j  par  exemple  fi  t^^H^""  eft  la  fou- 
tangente 


le 
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tangente  d'une  courbe  donciffaut  trouver  l'équation ,  i  °,  on 

fuppoferai-î|?/:i-:-'  =^^',  qui  fe  réduit  à  f = -^^SSÈf--'' 

C'eft  l'équation  du  Problême.  2°.  Pour  en  trouver  les  inté-  \ 

grales on  fuppofera i  ^x  xl.i  M-Ar=c /. 7^;  d'où  l'on  déduira 

&  fubftituant  ces  valeurs  dans  Téquarion  ,  elle  deviendra  y- 

=  ^ ,  dont  les  intégrales  font  *  fy=^.  ^==  /.i-f-A-  x/.  i-hat:  *768,, 
&  les  grandeurs  qui  ont  des  logarithmes  égaux  étant  égales , 
on  aura  j^  =  i  -i-^r  x  /.  i  4-x  pour  l'équation  de  la  courbe, 
^u'il  fallait  trouver. 

On  a  donné  la  conft rudion  de  cette  courbe  dans  l'art.  7804 

Exemple    X. 

8î  3  •  O  N  trouvera  de  même  l'équation  de  la  courbe  dont  la  fou- 
.  tangente  eft  rérn^ ,  i  «.  en  fuppofant  rirrx  "=^77  »  quî  fe  réduit 
^éy  :=sz  idx-Jhdx X L  X.  Ceft l'équation  du  Problême.  lO.  Pour 
trouver  les  intégrales ,  on  fuppofera x/x  =  ^,  ce  qui  donnera 
dxj=  dx  X  /.  X  -4-  I  ^x  5  ainfî  l'on  aura  ^  5=»  dx^^  dont  les  inté- 
grales font/^s=^=A:/Ar=:?/.x''5d'oùron  déduit  t/=x*.  *  770: 
Ceft  l'équation  de  la  courbe ,  qu^  il  fallait  trouver.  t  77  *  i    j 

On  a  donné  la  conftruâion  de  cette  courbe  dans  l'art.  7S  i« 

Avertissement. 

Le  calcul  différentiel  &  intégral  des  expreflîons  logarîth^ 
miques  ^  fert  aufli  quelquefois  à  trouver  les  équations  des 
courbes  qui  ne  contiennent  que  des  expreflîons  ordinaires  , 
comme  on  le  verra  dans  TEyeniplc  fuîvant ,  qui  contient  une 
infinité  d'Exemples. 

ExempleXI.  ' 

824%  1  OuR  trouver réquatîon  delà  courbe  dont  la foutangentc 

eft^"""iil'-""  ^    fuppofera  ^ŒhJ^^-^  ^i^  ^  qqi  fe  *  41  il 

réduira  à  f  ==  =^^5^^'.  Ceft  l'équation  du  Problê- 
me.  x°.  Pour  trouver  les  intégrales ,  on  multipliera  le  nu- 

mérateur  &  le  dénominateur  du  fécond  membre  par  \x  -^  , 


m  _  Q  m 


&  l'équation  deviendra  ^  =  ^j^^  x  ^ — /  ~'^:.  "^  ""'  -. 


ax^-r-x 


Tome  II,  A  a  a 


yjo  Analyse    immontre^e; 


On  fuppofera  2;,  ==  ^^    jt  ^  "   j  ce  qui  donnera  ^;i;. 

=/«x  "  «^-ï-îi±2  xVx.  On  fubftîtuera  </«;.&  ji;,  au  Heu  de 

leurs  valeurs  ,  &  lion  aura  ^  =  —:;  x  ^  :  prenant  lest 

*  768.  intégrales  ,  on  aura  S.  Ç=,ï^  t  S.  ^  v  c*eft-à-dîre  ♦  /.  /^ 

=:  -j^  X  /.  ^ ,  où  mettant  k  valeur  de  /^ ,  on  aura  /^ jt' 

=  ;^,  X  /.  rfx"  +:  x^"  :  Mais   ^,   X    /.   rfj^°  4-  jT*^ 

n  n 


«=*  /.  ^x"^  +;  x"^         i  aînfi  7.;^  =^  /..  ^x"  +  x  *  i 

&  les  grandeurs  qui  ont  des  logarithmes  égaux  étant  éga- 
les ,  (  car  on  fuppofe  que  ces  grandeurs  &  leurs  logarîth. 

me&  font  compris  dans  la  même  logarithmique ,,  1  on  aura 

» 


ax""  ';+^x  '^  }.  élevant  chaque  membre  ih  puiC 


■i-i*n  ^  _ii     I  .      .    n       '  m 


fance  m-i-n  y  on  trouvera  ^"*"  =»  ^x"  +;  x        «==  x™  x 
■J"..  C*eft  réquatibn  des  hyperboles  de  tous  les  degrés 


.  par  raport  au  diamètre  quand  il  y  a  Th^"  ,  &  celle  des. 
«llipfes  de  tous  les  degrés  quand  M  y  a.  a--x\  Ce  quHl  faU 
lait  trouver. 

jSi:  V    £    R    T    1    s    s.    E    M    1    K    T^ 

v/N  donnera  dans  les  Exemples  fuivans  les  condruétfôns. 
des  courbes  ^  en  fè  iervant  de  leurs  équations  diâerencielles^  ^ 

EXEMPIIE      XI L. 

^2f^  1  Ou^E.  trouver  la  courbedont  la  foutangente,  quf  convient 
à  chacun  des  points  de  la  courbe ,  eft:  égale  à  une  confiante 
donnée  a^  lo,  onfuppofera^s=2^^quîferéduità  dxs=:^^ 
C'eft  l'équation  du  Problême. 

x^^  Gomme  on  ne  peut  pas  trouver  ÎTntégraîe  du  fécond^ 
membre  ,  (  on  exclut  ici  &  dans  Tiartîcle'  mivant  les  loga- 
rithmes ,  )  il  faut  conftruîre  la  courbe  de  cette  équation  cuf-. 
férentielle  ^  Pt)tMr  cela  il  faut  faire  en  forte  que  les  membres 
de  l^équatîoDt deviennent  les  élémens  de  Taire  de- deux  fîgur 
xe&^  dont  on:  fuppofera  les  quadratures  données  ^,  &  que  ce^ 
jpettdani;  Inégalité  des  deux  membres  ne.  change  point  5  ce  qui' 


y 
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ie  fera  en  multipliant  chaque  membre  par  une  même  con- 
ftante,  comme ^,  8c l'équation  deviendra  aàx  =^ ,donc  le 
premier  membre  ^i^jc  eft  Tëlément  de  Taire  d'un  redangle  , 
•&  le  fécond  eft  Télëment  de  Taire  d'une  hyperbole  entre  les 
^fymptotes ,  comme  cas  le  va  voir ,  &  leurs  intégrales  ax ,  ou 
S.  adx  s=x  S.  ^  feront  les  aires  de  ces  figures. 

Après  cette  préparation  ,  il  faut  tirer  les  deux  droites  fzo. 
jyCd  ^  NCA  qui  fe  coupent  â  angles  droits  au  point  C ,  elles 
ièront  les  lignes  des  coordonnées  ,  &  Ton  prendra  les  y  fur 
IiCd^iL^t%  X  fur  NCA.  Il  faut  prendre  Cd  égale  à  la  con- 
fiante donnée  a  =  CA  ^  &  mener  par  d  la  droite  pdb  parai. 
ItXçi'NCA  3  &  fî  Ton  prend  Torigîne  au  point  C  j'I  efl  éyî-. 
dent  qu'un  reâangle  quelconque  CAbd  fera  Texpreffion  géo*. 
4métrique  de  S.  adx  ^ss^  ax  ^sai  Cd  y.  CA^ 

Il  faut  enfuite  prendre  C^^iaxa^  tirer  ab  ^î=  ^  parallèle  â 
CN ,  &  mener  Cb  qui  fera  égale  ia^x  ^iic  tracer  par  le  point 
b  ThyperboJe  équîlatére  Ihofd  entre  les  afymptotes  CD  , 
CN.  Il  efl  évident  que  (  Ufuijfanc^  de  l'hyperbole  étant  aa^ 
&  chacune  des  coupées  Ca ,  Ct^CD y&c, étant j^,  )  chacune 
des  ordonnées  ab,  ef  ^  Tiài ,  &c.  fera  as»  *  ^  :  par  conféquent  *4ï  o» 
chacun  des  clémens  de  Taire  fera «=*  <^  j  &  en  concevant ,  *  59y> 
par  raport  à  Taire  hyperbolique  abdD  qui  efl  au-delà  de 
a  b  ,  que  ^  s=  ^  -h^  5  &  par  raport  â  Taire  a  b  i  1  qui  efl  au- 
deflbus  de  a  b  ^  que  y  ss=  ^  «i—  y    chacune  des  aires  fera  as 

c   éuiy 

On  peut  a  préfent  tracer  la  courbe  propofée^  c'efl-à-dîre, 
en  trouver  tant  de  points  que  Ton  voudra  très*proches  les 
uns  des  autres  j  on  peut  commencer  par  quel  point  on  vou- 
dra  ^  mais  pour  faire  concevoir  plus  aîftindement  aux  Lee* 
teurs  la  courbe  que  Ton  va  décrire ,  on  prolongera  ba  en  B^  • 
en  faifant  a^sa:basBCaes^9&  le  point  B  fera  le  pre- 
mier de  la  courbe }  on  abaiflèra  par  BySAb  parallèle  à  Ca. 
Pour  avoir  enfuîte  les  points  F^Dy  M^P^icc.  de  la  partie 
delà  courbe  où  les  ordonnées  £F  ^CD  ^Scc.  qu*on  nom- 
mera^ ^  vont  en  augmentant ,  on  fe  fervîra  de  la  partie  de 
Taire  hyperbolique  qui  eft  au-defliis  de  ab ,  &  on  fe  fervîra  de 
la  partie  de  Taire  hyperbolique  qui  eft  au-deflbus  deab  pouif 
trouver  les  points  H ^L  ^  &c.  de  la  partie  de  la  courbe  ou  les 
ordonnées  G  Jcf ,  IL ^ &c,  vont  en  diminuant. 

Â  a  a  i j 
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Pour  trouver  un  point  quelconque  F  au-deflus  de  ^  ^  on 
prendra  Taire  hyperbolique  aefb  que  Ton  fuppofè  donné  ^ 
on  fera  le  xtôt^tigXt  A  Efb  égal  à  cette  aire;  &  prolongeant 
f  e  ,  fE ,  le  point  F  où  elles  fe  rencontreront  fera  un  des 
points  de  la  courbe  ^  prenant  enfuîte  Taire  hyperbolique 
eDdf=saefb,&  faiiant  le  rcûangle  £C^/cgal  à  cette 
aire ,  le  point  D  où  fe  rencontrent  àD  ^dC  prolongées  fera 
un  autre  point  de  la  courbe.  On  trouvera  de  même  le  point 
M  en  prenant  Taire  hyperbolique  Dkm  d  =  eZ)  d  f  5  &  fai- 
fant  le  reftangle  CKmd  égal  à  cette  aire  y  le  point  ^  où  fe 
rencontrent  mK^  mk  e(l  un  point  de  la  courbe.  On  trouve- 
ra de  même  le  point  P  par  le  prolongement  de  ^N  j  p  n  ^ 
&  ainû  des  autres. 

En  prenant  au-defibus  de  ab  Taire  hyperbolique  a  bh g 
égale  a  chacune  de  celles  que  l*on  a  déjà  prifes  ,  &  faifanc 
le  reAangle  AbhG  égal  à  cette  aire ,  le  point  iï,  où  fe  ren- 
contreront  h  g  3  ^  G  prolongées  ,  fera  un  àt%  points  de  la» 
courbe  ;  &  ainfi  des  autres. 

On  prçndra  à  préfcnt  Torîgîne  des  coupées  x^=^  AE  ^ 
ACy  &c.  au  point  -^,  de  la  courbe  BF  D^ài  fes  ordonnées 
y^=  AB  y  EF ,  CD ,  &c.  parallèles  i  CD  i  &  comme  il 
<>3  3»  eft  évident,*  que  les  efpaces  hyperboliques  pris  de  fuite 
aefb,eDdf,  &c*  étant  égaux  par  la  conftruûîon ,  les / 
(  Ca ,  Ce  ,  CD ,  &c.  )  font  une  progreifîon  géométrique ,  & 
que  les  X  {AEy  AC^AK,  AN ^  &c.  )  étant,  par  la  con- 
urudion ,  les  bafes  de  redangles  égaux  d*une  même  hauteur^ 
*  75  3*  font  une  progreffion  arithmétique  ^  Ton  voit  clairement*  que 
la  courbe  BFD  ^  &c.  qu'on  vient  de  décrire  3  cft  la  logarith- 
mique. Et  de  plus  on  peut  concevoir  les  efpaces  égaux  cor. 
refpondans  deux  à  deux ,  comme  ed  ^  £^,  partagés  chacun 
en  un  même  nombre  infini  d'élémens  égaux  j  chacun  des 
élémensdu  premier  i).Ktd  fera  =r^,  &  chacun  de  ceux 
du  fécond  C^rd  kra^sssadx  5  &  puifque  ^=5  adx  ,  Ton 
auraI>-R  {dy).Rr  =Cf  {dx)::a.f::  DC  (y)  .  a  :  CQ 
*JJ0.  qui  donne -f/sEs^  jainfî*la  foutangente  de  la  courbe  que 
Ton  a  décrite  efl  partout  égale  à  (^)-  Ce  qui  ètoit  frofoje ^ 
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Exemple    XIII. 

8  26.  P  O  u  R  trouver  la  courbe  dont  la  foutangente  eft  ^  x ,  (  on  F  i  o.  Lvn, 
#  fuppofe  que  m  &  «  repréfentent  chacune  on  nombre  quel- 
conque),  lo.  on  fuppoferaf  x=s:^  ,  qui  fe  jcduîra  a  "î^ 
sa  4^  :  c*eft  rëquatîon  du  Problême,  i^.  Comme  on: ne  peut 
pas  trouver  Tîntcgrale  de  chaque  membre  où  les  changean- 
tes ibnc  fcparces ,  fi  ce  n'eft  en  employant  la  méthode  de  l'art. 
8zo5Tans  cela  on  va  conllruire  la  courbe  par  le  moyen  des 
reâifications  ^  ou  des  quadratures  ruppofëes  dedeux  courbes, 
en  réduifant ,  aux  ëlémens  de  la  reâification  ou  de  la  quadra- 
ture  de  deux  courbes,  les  nombres  de  Téquation,  fans  chan* 
ger  leur  égalité  ^  ce  qui  iè  fera  en  multipliant  Tun  &  l'autire 
par  le  quarré  d'une  confiante  donnée  a^  &  Téquation  prépa- 
rée fera  a^^=2^;j^^.  Chaque  membre  de  cette  équation  efl 
l'élément  de  Taire  d'une  hyperbole  équîlatére  entre  les  afym- 
.ptotcs  5  y  eft  la  coupée  de  la  première ,  wi«^^  eft.  fa  ptùffance, 
&  iSL^  eft  fon  ordonnée  :  de  même  x  ,  naa  ,  "^ ,  /ont  la  cou- 
pée ,  \a  fuijfance  ^  &  Tordonnée  de  la  féconde. 

Pour  les  conftruîre  &  enfuîte  la  courbe  propofée  par  letir 
moyen ,  îl  faut  tirer  les  deux  droites  JB  AL  ^  h  Al ,  qui  fe 
coupent  à  angles  droits  au  point  A  ^  qui  fera  l'origine  des 
changeantes  y  dont  on  prendra  les  y  fur  Ah ,  ou  fur  les  paral- 
lèles a  Ah  ,  &  les  X  fur  A  JB.  Enfuite  on  cocftruira  la  pre- 
mière hyperbole  entre  les  afymptotes  Ah^AL ,  en  prenant 
Am  =  ^aamy  &  menant  ma  parallèle  à  AL  &  égale  à  A  m  , 
&  tirant  A^  qui  fe  trouvera  égale  à^i/v/iT»,  A^  fera  le  demi 
axe  de  la  prenwére  hyperbole  dont  (a)  fera  le  fommet  3  on 
tracera  la  première  hyperbole  a  jgec  par  ce  fommet  a.  Il  efl: 
évident  que  chacune  des  ordonnées  fg  ,  de  ,  b  c  ^&c.  fera 
a=2i"^&  qu'en  menant  tu  infiniment  proche, de  bc^  le 
petit  efpace  hyperbolique  b  t  fera  :=z'^  x  dy.  On  prendra 
pour  la  féconde ,  AM  ==  Vaan^  &  hienant  Ma  parallèle  à 
Al^&c  tirant  A  a  qui  fe  trouvera  égale  kaVin^  A  a  fera  le 
demi-axe  de  la  féconde  hyperbole  dont  a  fera  le  fomrnet, 
par  lequel  on  tracera  la  féconde  agec  ^  dont  ^chaque  or- 
donnée Fg,  De^Bc  y  fera^=  ^  5  &  en  concevant  que  Br{dx) 
tXk  une  partie  infiniment  petite  de  AB{x)  ,  mais  telle  que 
bu  =  cr=:C-R=^--Sr  (^x)  xiBc{;^)  •  bc(î^)î  & 

A  a  a  îi  j 
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concevant  en  mêniie  tems  Tordonnée  ru ,  le  petit  efpace  ou 
l'élément  hyperbolique  B  u  fera  =  ^^  x  dx  =  —*  x  ^  j  & 
prolongeant  cB  ^  cb  ^leur  rencontre  en  C  donnera  un  point 
de  la  courbe  propofée*] 

Mais  comme  on  ne  peut  pas  partager  des  particules  înfi^ 
nîment  petites  dx  hi  dy  ta  tel  raport  qu'on  veut  autrement 
que  par  refprit  ^  &  qu'on  ne  peut  partager  aînfî  que  des 
quantités  fîmes  ;  il  faut  prendre  les  intégrales  de  l'équadon 
préparée  ,  qui  font  S,  ^^^  s=  S.  ^^^  ,  qui  expriment  des 
efpaces  hyperboliques  finis  égaux  entr'eux  ,&  qui  font  voir 
qu'il  ÉLut  prendre  Air  la  première  hyperbole  un  efpace  quel* 
conque  fini  bg(  ^^^^  )  ^  &  lui  trouver  un  égal  efpace  hyper- 
bolique -Fr  s=c  S.  —^  fur  la  féconde  hyperbole ,  &  prolon^ 
géant  g  f ,  gi^  s  leur  rencontre  au  point  G  fera  un  autre  point 
de  la  courbe  propofée  ;  &  l*on  trouvera  de  la  même  manière 
tant  d'autres  points  de  la  courbe  qu'on  voudra. 

Les  efpaces  hyperboliques  fc  ^  Fc  étant  égaux  par  la 
fûppofîtion  s,  on  peut  concevoir  dans  l'un.  Hi  dans  l'autre  le 
même  nombre  infini  d'élémens  égaux  entr'eux  j  ceux  du 
premier  feront  chacun  =  ^'^^  ^  &  ceux  du  fécond  feront 
chacun  «=  "-^  î  &  l'on  aura  bu  «C-R  {dy).Br^=^RT  {dx) 
*5J0.*»-^''--r '•  CB{y)  .^x^sm:^  *  à  la  foutangente  :  ainfi  l'on  a 
décrit  la  courbe  dont  la  foutangente  efl:  égale  k\x.Ce  qui 
était  frofofe. 


Remauq^ues. 

I. 


Q 


_  u  A  N  D  le  raport  des  ordonnées  bc ,  f  g ,  &c.  d'une  hypers 
bole  ccg ,  &  des  ordonnées  Sc^JDe^  &c.  d'une  autre  hyper^ 
boLe  r  eg  )  qui  font  également  éloignées  de  l'origine  A  ^  efl: 
donnée  fi  l'on  prend  fur  la  première  tel  quadrilatère  hyper- 
bolique bg  qu'on  voudra ,  on  peut  toujours  trouver  iur  la 
féconde  un  quadrilatère  hyperbolique  Bg  égal  à  celui  de  la 
première.  Pour  le  concevoir  clairement  3  il  faut  imaginer 
SA  im  bA^  &:  l'hyperbole  r #g  en  joy ,  &bc  étant «s^, 
&  bx  étant  s»^,  il  eft  évident  ^ue  Ab  étant  commune^ 
jr&;c  font  la  même  ligne:  ainfi*  bic  .bc::  »  .  «j  parconfè- 
quent  le  quadrilatère  hyperbolique  be  eft  â  bg  comme  fi 
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cft  i  m.  D*où  l*on  voit  que  pour  avoir  uo  quadriktcre  hy. 
perboUquc  by  =  bg ,  il  ne  s*àgît  que  de  faire  en  forte  que 
n.  mil  ht  •  h  y.  Or  pour  trouver  ce  by ,  fl  n*y  a  qu'à  faire 
cette  proportion  » .  iw  :  :  b  f .  bh ,  &  tirer  l'ordonnée  h  y ,  & 
Ton  aura  D«  ^  by  :  :  «  .  wt-  Car  on  peut  concevoir  bf  partagée 
en  petites  parties  qui  fofenc  en  progrefl^on  géométrique  ^ 
qui  ayent  toutes  chacune  ayee  fa  voifîne  le  raport  de  y/^b 
à  y/^f  y  &  quil  y  ait  autant  de  ces  raports  égaux  de  b  à  f 
qu'en  marque  le  nombre  n ,  &  que  bh  eft  partagée  de  la  même 
manière^  en  forte  qu'il  y  ait  de  b  à  h  autant  de  ces  raports 
égaux  qu'en  exprime  le  nombre  m  ;  &  comme  tous  les  pe^ 
tits  quadrilatères  hyperboliques  qui  auront  ces  petites  par* 
lies  pour  bafes *  feront  égaux,  fl  eft  évident  que  Te/pace  *<îjj* 
hyperbolique  be^  fera  à  Tefpace  hypesboliqiue  by  comme  « 
c(t  à  ?»  5  par  eonféquent  b  y=  b  g. 

I  I. 

Chacun  des  petîts  raports  égaux  de  la  progreffibn  géomé^ 
trîque  des  petites  parties  de  b  f  ^  dont  il  y  en  a  autant  qu*ea 

exprime  le  nombre  n ^  peut  être  marqué  ainfi^       x^  car  on 

peut  concevoir  le  raport  de  -^b  à\^f  compofé  d'autant  de 
raports  égaux  qu'en  exprime  le  nombre  »,  &  il  eft  évident 
paria  dodrine des  raports  compofés  ^  que  le  raport  àt  A\^ 

â  -r^  f  eft  compofé  d'autant  de  raports  irmples  égaux  à^^r^ 

<qu*ett  exprime  le  nombre  n ,  puîïqu'èn  élevant  ce  raport 
fimple  à  la  puiilance  dont  n  eft  l'ëxpoiànt  ».on  aura,  le  rapose 

compofé  \^(^ 

irr. 

Si  ott  ëréve  le  raport  £n»ple  ^^àlàpoiflànce  dbarjw 
«ft  l'èxpofant  ^  on  aura  le  j:ap<»*t  ^=53^1  a=  — -^  pour  Je 


amporc  «ompofé  d'autant  die  tapotts  £ln^ks  égaux  H—^ 
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qu*en  exprime  le  nombre  m.  Or  le  raport  de  ^  b  à  -^  h  efl: 

compofc  d'autant  de  raports  cgaui  à  J^-jt.  qu'en  exprime 

Je  nombre  m ,  puifque  ,  par  la  première  remarque,  il  y  a  au- 
tant de  ces  petits  raports  égaux  entre  A\y  &  An  qu'en  expri- 

me  le  nombre  m  j  par  conféquent  A\y .  Ah  ;  :  ^b .".  -rff  ■. 

I  V. 

D'oà  il  fuit  que  les  ordonnées  correfpondantes  bx,  ^  bc 
de  deux  hyperboles  étant  entr'elles  comme  deux  nombres  ex« 

f primés  par  n  Scm^Ci  Ton  en  prend  deux  efpaces  hyperbo^ 
îques  égaux  by,  bg  )&  qu'on  partage  bh  en  r  dans  le  raporc 
de  m  à  II ,  en  forte  que  b  r .  bh  :  ;  ^ .  ;ii,  Ton  aura  toujours ^b . 

Ah::ÂE^.ÂÎ\ 

Si  Ton  prend  fur  A£  la  droite  A  F  =  Ah  ,  il  eft  évident 
que  la  coupée  AjB  =  Ab  eft  à  la  coupée  A  F = Ah  ,  comme 
l'ordonnée  ^C=  Ah  y  élevée  à  la  jpuiflance  dont  =  eft  l'ex-' 
pofant ,  eft  à  l'ordonnée  FG  =  Ai  élevée  à  la  même  puifl 
îânce  ^.  Ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  AGC ,  qu'on  peut  con- 
ftruire  par  le  moyen  des  quadrilatères  hyperboliques  égaux 
de  deux  hyperboles  équilatéres ,  eft  toujours  une  courbe  géo- 
métrique,  quand  le  raport  des  ordonnées  de  ces  hyperboles 
peut  s'exprimer  par  nombres  ;  puifque  la  puiflance  d'une  or« 
donnée  qui  a  ce  raport  pour  expoiant ,  eft  toujours  i  une 
femblable  puifïànce  d'une  autre  ordonnée  ,  comme  la  cou- 
pée correfpondante  de  la  première  eft  à  la  coupée  corref- 
pondante  de  la  féconde.  Mais  quand  ce  raport  qui  fait  J'ex* 
pofant  des  puiflances  des  ordonnée^s  eft  incommenfurable ,  on 
ne  peut  pas  alors  exprimer  par  les  expreffions  de  l'algèbre  le 
raport  des  ordonnées  aux  coupées ,  &  la  courbe  décrite  par 
le  moyen  des  quadrilatères  hyperboliques  égaux  eft  mécna- 
nique. 

Exemple     XIV. 

827.  'Le  s  deux  droites  AE^AS  font  un  angle  droit  en  >^^quî 

Fio. Lviii.   eft  dîvîfé  en  deux  demî-droîts  par  la  droite  Ah  j  d'où  il  fuit 

que -^^  =  JSb,^D  =  J)di^5eftla foutangente  d'une 

courbe  AGFC'^a  eH  une  ligne  droite  donnée  j  nommant 

les 
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fcs  coupées^^  (x),  les  ordonnées ^C (y),  il  eftx:Iair  que 
bC=::BC  {y)  —  Bh  =  u4J3  {x)  5  il  faut  trouver  la  courbe 
j4G  EC  par  le  moyen  de  cette  propriété  donnée ,  BC  {y). 
£S{*^'§)::a.  hC{y  —  x).  *no. 

Ce  Problème ,  que  M.  de  Scaune  propofa  de  fon  temps  à 
ilf.  Defcartes^  eft  un  des  premiers' qui  a  fait  fentir  le  beloin 
tjue  Ton  avoir  du  calcul  différentiel  &  intégral ,  qui  n*étoit 
pas  encore  inventé  de  ce  temps- la ,  pour  reioudre  la  plupart 
ce  ces  fortes  de  Problêmes ,  comme  on  le  va  voir. 

i^.  La  propriété  de  la  courbe  qu'on  cherche  donne  cette 
cquation  ^'=  y/  —  xy  ^  qui  fe  réduit  à  ^/a?  =  «^  x  iy  ; 
ç*eft  réquatîon  du  Problême,  x^.  Pour  en  feparer  les  chan- 
geantes ^  il  faut  fuppofer  1^  =  t:p  j  ce  qui  donnera  y 
==  ^♦-'"f^^  ,  &  ay  =  ^A^i=^.  Mettant  les  valeurs  de  ^ 

&  de  ^  dans  l'équation  du  Problênie,  elle  de  viendra  dx^=^  ^ 
—  ^  ,  où  les  changeantes  font  feparées.  Prenant  les  inté- 
grales, on  aura  AT  ==  f-  —  ax  S.^,  oubîen*x==^  — ax  *^ct. 
L  Xc  C*eft  l'équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe 
propofee.  Voici  la  manière  de  la  conftruire  par  cette  équa- 
tion, 

n  faut  prendre  A  M  =ia^  &  élever  la  perpendiculaire 
'Mf^=^a  ,  &  par  le  point /tracer  la  logarithmique  Ngfc  , 
dont  la  foutangentefoît partout  égale  iAM[a)i  on  nom- 
mera s^^les  ordonnées  Mf^  -Ef,  ^2V^^  &c.  de  la  logarithmi- 
que: l'origine  des  logarithmes,  qu'il  faut  prendre  fur  Taxe 
-/i/^  JE  de  la  logarithmique,  fera  au  point  Af,  o\iMf{^e^ 
égale  d  (a)  qu'on  prendra  pour  Tunîté  :  les  logarithmes  MH^ 
MA  feront  pofîtîfs,  les  logarîthn^es  ME  feront  négatifs, 
&  le  logarithme  il/^  étant  Tunîté,  rordonnée^iV(î?^)en: 
déterminée ,  &  on  la  nommera  b.  Il  faut  auffi  tirer  iWiV  qui 
fera  la  tangente  de  la  logarithmique  au  point  N. 

A  prefent  pour  conftruire  la  courbe ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
quel  point  on  voudra  JS  fur  Taxe  de  la  logarithmique  ,  tirer 
l'ordonnée  £f  de  la  logarithmique  ,  &  lui  abaiffer  en  ^  la 
perpendiculaire  r^  jufqu'à  la  rencontre  de  M  N  y  puis  pro- 
longer f£  en  C,  en  forte  que  iSCfoît  égale  à  ^^j  le  pointe 
fera  un  de  ceux  de  la  courbe.  Menant  de  même  Af /,  fmy 
&  faîfant  M  F  '==-mfy  le  point  F  fera  celui  de  la  courbe  qui 

Tomt  II.  \     Bbb 


jjt  Analyse  demontkb^e. 

répond  d  Torigine  M  des  logarithmes  ;  menant  de  même 
Jfg,  gh^  &faifant  HG  s=z  hg,  G  fera  an  poincdelacourbe^ 
On  trouvera  de  même  les  autres, 

Demonfiration  de  la  conftruBion. 

X^N  ^vcnàïz\t  point  C;  qu'on  démontrera  être  un  point 
de  la  courbe.  Pour  cela  il  faut  mener  et  parallèle  à  AK^ 
&  Ton  aura ,  à  caufe  des  triangles  femblables  AMN  ytMt^. 
Nji{b).  AM  {a)::  ec  =  £c  (O-  MQss^  ^  j  ajoutant  à 
cette  quantité  ME  =  —  i  x  /,  ;^avec  un  fîgne  contraire^ 
c*eft-à-dire  avec  le  figne  -«-,  parcequ'il  y  a  dans  l'équation  à 
conftruire  at  =  ^  —  a  x  l.sç^^  on  aura  ^  par  raportaux  points 
qui  font  au-deffus  de  l'origine  M  des  logarithmes  ^^^a  x 
l  ^=z  Ee-y  mais  X3=f  —  a^L^y^c  cette  équation  devient 
du  côté  des  logarithmes  négatifs  ^  x  :=^^ax  /.  x.  Donc 
A3=^  EC  {x)z=^Ec.  Ce  qu^ il  fallait  démontrer. 

Ceft  la  même  démonftration  pour  les  autres  points ,  ex- 
cepté qu'au  defibus  de  iif  ^  où  les  logarithmes  font  pofitifs  ^ 
Ton  aura  J^  ==j  — ^^  x  /.  <. 

On  peut  audi  démontrer  par  la  condruâion ,  que  la  courbe 

AGFC  a  la  propriété  donnée  par  le  Problême.   Car  en 

menant  les  ordonnées  infiniment  proches  trRTr ,  7*  t  ^  &  la 

;  fo.  tangente  CSy  il  faut  que  *Cr.rT::CB.SSy&c  qu'en  met^ 

tant  les  valeurs  de  ces  lignes  prifès  de  la  conftrudîori,.oa 

trouve  l'équation  du  Problème  dx=^  ^—  x  dy.  Or  cr=ER 

=  Cr  ==  rfy,  étant  la  diflferentielle  de  C£  (y)^  ER  étant 

auffi  la  différentielle  du  logarithme  ME^  qui  eft  fuppofé 

761.  négatif,  eft  *  —  i^ .  ainfî  Cr  =  ^  =  —  ^  par  la  conftruc- 

tion  5  T'r  =  t^  eft  la  différentielle  de  ^  J?  { x  ),  aînfi Tr  eK 

dx i  msLisAB  ( X )  =a £C  =  f  r  =  (  par  la  conftrudion  )  ^ 

-H  ^  X  S.  ^ ,  (car  le  logarithme  ME  {a  x  S.  ^  )  négatif,  efl 

retranché  de  ^/  ,  )  dont  la  diflferentîelïe  eft  —  ^  -h  ^  » 
^  parceque  les  ordonnées  Ec(z^)  allant  en  diramuanl,.  la 
différentielle  tr( — dxj  eft  négative,  &  il  faut  écrire  —  ^ 

pourladifïerentielledeH^Vî)^*^fi^^='^^  =  '-T^-^^^ 
7S6.  La  propriété  de  la  logarithmique  donne  auffi*  tr{  —  d^). 

r^  { </;^  )  ;  ;  /-iî  (  i^) .  ^  qui  eft  la  foutangente  ^  d'oii  l'on  tire 

ads;^:^^  —  xjty-y  enfin  ayant  fuppofé  pour  la  conftruâion 

^  =  i=^^  Ton  en  déduit  «  =;  —  ^^-^♦/^^^  Mettant  à- 


L  I  V  K  I     VII I/n  379 

prcfent  dahs  la  proportion  Cr.rT::CB.JBSylcs  valeurs  des 
lignes  prifes  de  la  conftrudîon ,  Ton  trouvera  Cr( — ^  =»  d^) 


% 


fubftituanc  au  lieu  du  dénominateur  ^^  ^  fa  valeur  dy  ybL 
au  lieu  de  ^^ ^ fa  valeur  — ;^</^,  Tequation  delafoutan- 

gente B S  deviendra  —  ^^  ^\dy7=szdx  j  ôc  fubftîtuant  dans 
cette  dernière  au  lieu  de  —  ^  fa  valeur  ^^~f>j':=sk  ^  l'on  trou- 

vera-2L=i£  ^  dy  ^=^  dx  z  ainfî  la  courbe  qu'on  a  décrite  eft 
celle  à  qui  convient  la  propriété  donnée  par  le  Problême. 

^28.  DAns  la  refolution  des  Problêmes  où  Ton  cherche  la 
nature  des  courbes ,  quand  on  prend  lintegrale  de  l'équa* 
tion  différentielle  ^  il  arrive  quelquefois  que  cette  intégrale, 
qui  eft  l'équation  du  Problême,  eft  complète,  &  quelquefois 
aufli^il  lui  faut  ajouter  ou  en  retrancher  une  grandeur  conftan-* 
te,  afin  de  la  rendre  complète.  Quand  la  différentielle  fe  peut 
réduire  à  la  troifiéme  propofitîon  fondamentale  * ,  la  conf-  ^j^^^ 
tante  qu'il  faut  ajouter  eft  ordinairement  arbitraire  ^  il  fuffic 
qu'elle  foit  homogène  aux  termes  de  l'intégrale  i  on  peut 
cependant  faire  le  choix  de  la  grandeur  conftante  qui  don« 
nera  une  refolution  plus  fimple.  voici  la  règle  pour  connoître, 
dans  les  autres  cas ,  (î  l'intégrale  eft  complète  -,  &  quand  elle 
ne  l'eft  pas  ,  pour  trouver  la  grandeur  conftante  qui  lui 
manque  pour  la  rendre  complète,  i^.  Ilfautfuppoferlachan* 
géante  x  égale  à  xero  à  fon  origine  ^  fi  en  même  temps  on 
trouve  que  l'autre  changeante  de  l'équation  ^  y  ou  ;;^ devient 
auffi  zéro ,  &  qu'il  ne  refte  aucune  grandeur  conftante  dans 
l'équation  par  ctttt  fuppofition  de  a:  =^  o ,  c'eft  une  marque 
que  l'intégrale  eft  complète.  2^.  Maïs  fi  x  étant  fuppoféô 
égale  â  zéro ,  on  trouve  une  valeur  déterminée  de  Vautre 
changeante  j^  ou  t^i  l'origine  de  Xy  il  faut  fubftîtuer  cette 
valeur  déterminée  de  ^  ou  de  ^  à  fa  place  dans  l'équation  j 
&  fi  après  la  fubftitution  on  trouve  que  tout  devient  zéro , 
&  que  les  grandeurs  fe  détruîfenc  par  Ats  figries  contraires, 
c'eft  encore  une  marque  que  l'intégrale  eft  complète  :  mais 
fi  après  la  fubftitution  de  la  valeur  déterminée  de  y  ou  de  ^, 

Bbbîj 
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ou  de  zéro ,  quand  y  ou  x^^=l  o  ,  on  trouve  une  grandetxi^ 
confiante  ;  il  faut  ajouter  cette  confiante ,  avec  un  fîgne 
oppofé  ,  à  Tîntcgrale  pour  la  rendre  complète.  Par  exemple 
on  fuppofera  x  ==  o  dans  Tintcgrale  x  =  ^  —  ^i  x  S.  ^  -,  ce 
qui  donnera  une  valeur  déterminée  àt  %^y  car  au  pomt  A 
qui  eft  l'origine  des  x ,  la  changeante  ^eft  -^iST  =  ^ ,  &  le 
logarithme  S.  ^  ou  /.  ^eft  égal  â^ilfs^siîce  qui  efb 
caufe  que  ^  devient  ^  =  4f=sij&^x/.  z^  devient  aufll 
^  =  I  ^  &  comme  les  quantités  fe  détruifent  par  des  fîgne^ 
oppofés  )  il  n'y  a  point  de  confiante  à  ajouter  â  Tintegrale^ 
ni  à  en  retrancher.  La  raifon  de  la  règle  e(l  que  la  courbe 
doit  être  zéro  à  fbn  origine  ;  aind  l'intégrale  ^  qui  eft  Téqua^ 
tion  qui  exprime  la  courbe,  doit  auilî  être  zéro  j  ce  qui  eflr 
caufè  que ,  quand  il  arrive  que  l*integrale  n'eft  pas  zéro,  il  en 
faut  retrancher  la  quantité  conftante  qui  Tempêche  d'ctre 
zéro  3^  ce  qui  fe  fait  en  la  joignant  avec  un  iîgne  contraire. 


>&ECONDE    PARTIE    DE    LA    DERNIERE 

SECTION*. 

Exemples  de  tufa;^  de  tAn^lyfe  dans  U  refoîutton  des 

problèmes  Phyfico  ^mathématiques  y  en  fe  ferwant 

du  calcul  différentiel  (§^  integraL 

Exemple     Iw. 

^  i  9  *  TroWBR  les  courhes  dont  il  faut  que  tes  verres  ayént  lesfigurtjt 
four  rajjemhler  en  un  point ,  par  le  moyen  de  la  refratlion  ,  les 
rayons  qui  fartent  d*un  autre  foint  donné  ^  ou  qui  font  parallèle  s. 

xix!*  S  Oient  les  courbes  qu'on  cherche  reprefentces par ^Crc^ 
dont  le  fommet  fait  au  point  donné  ^  de  la  droite  EAF> 
jtbît  E  le  point  d'où  partent  les  rayons ,  F  celui  où  ils  doivent 
s'aflembler  après  avoir  foufïert  refraâion  en  entrant  dans 
la  courbe,  £C l'un  de  ces  rayons  qui  entrant  dans  la  courbe 
en  C3  fe  rompt  ^  &  continue  fon  chemin  par  k  droite  CF  5. 
d  CD  foît  la  perpendiculaire  à  la  courbe  au  point  C  ;  ainfî. 
*ZrUcU  -^ ^  ^ *  eft  l'angle  d: incidence  .BCFtÇt  Tangle  de  refraBion  ^ 
^tL     Sj^c  le  rapoit  du  ûaus  de  l'angle  d'incidence  au  iînus  de 
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TângTe  de  refradion ,  qui  convient  au  milieu  oùeft  le  rayon 
incident  £  C ,  &  au  milieu  qui  eft  la  matière  qui  a  la  figure 
^C^3  foit  exprimé  en  gênerai  par  deux  lignes  données,  oonc 
la  plus  grande  fera  m  y  la  moindre  fera  n^  ain(î  ^exprimera 
le  raportdela  refraEiian.  Soitprîfe  la  partie  Ce  infiniment 

f)etite  de  la  courbe ,  &  forent  menés  le  rayon  incident  Ec  & 
e  rayon  rompu  cF ,  èc  foient  tirés  cM y  cN ,  la  première 
perpendiculaire  fur  le  rayon  incident  EC  prolongé  tn  M  y 
&  la  féconde  fur  le  rayon»  rompu  CF.  L*angle  CcMAm  trian- 
gle CMc  reikangle  en  M  ^  eft  égal  i  l'angle  d'incidence -ECd 
ou  âfon  oppofé  au  fommet  MCDy  car  CcM  fait  un  angle 
droit  avec  cCM\  &  il/CD  fait  un  angle  droit  avec  le  même 
cCM.  L'angle  CcN  eft  aufîî  égal  à  l'angle  de  refradion  DCF  > 
puifque  dans  le  triangle  CNc  redangle  tnN ,  l'angle  CcK 
fait  un  angle  droit  avec  cCN^  avec  lequel  l'angle  de  refra-^ 
ddonDCF  fait  auffi  l'angle  droit  DCc.  D*où  fl  fuit  qu'en 

{prenant  la  particule  Ce  de  la  courbe  pour  le  rayon ,  CM  efl 
e  fînus  de  l'angle  d'incidence ,  &  CN  le  fînus  de  l'angle  de 

réfraction  j  par  confequent  £i£=J*  Ces  clwfes  fUppofeeSi 

Soient  les  droites  données  EA=say  FA^=^hy  l'augmen- 
tation finie  &  changeante  de  chaque  rayon  incident  EC  fur 
le  rayon  EA  ^  lequel  entre  parle  fommet  A  y  foitfuppofce 
=  i^,  aittd  EC^=i  a-^x^^  la  différence  finie  &  changeante 
de  chaque  rayon  rompu  CF  d'avec  lecayon  AF  y  fbit==«>^ 
cette  difftrence  u  eft  l'excès  de  FA  fur  JC^ou  de  JFCfûr  JF^> 
ainfî  CF  =ib^u.  La  diferentîelle  CM  de  EC^=^dz^^  la 
<iifferentielle  ClSf  dtCF  sseL+^du^  L'on  aura  donc,  par  Iqs 

chofes  que  l'on  vient  de  dire,  é^  s=:^^  ce  qui  donne  nd^ 

^==i^mdui  prenant  les  intégrales  on  trouve  nx=:^mu^ 
&  la  proportion  m.  n  :  :  z^.  4^  ».  qui  montre  que  l'excès  {xj 
de  chaque  rayon  incFdent  £Cfùr  EA{a ) ,  eft  à  l'excès  ( ^u)' 
de  J'^(^)  fur  le  rayon  rompu  CF  eorrefpondant  à  ECj 
comme  mdkàn.  I>'où  l'on  voit  l'invention  &  la  confiruEiion 
des  quatre  fortes  ê^ ovales  dont  parle  M.  Dcfcartes  vers  la  fin  du 
fécond  Livre  de  fa  Géométrie  y  qui  font,  du  moins  les  trois  pre- 
mières, les  courbes  propres  au  Problême  propofé  5  &  avec 
quelle  facilité  on  les  trouve  par  le  calcul  difièrentiel  &  în^ 
i«grd. 

B.bb  ii^ 
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Pour  tracer  ces  courbes ,  i  ^.  il  faut  mener  la  droite  Gj4g , 
qui  faflè  Pangle  GyiF  de  quelle  grandeur  on  voudra  j  &  pour 
avoir  tel  point  C  qu'on  voudra,  prendre  j4m  telle  qu'on 
voudra ,  & ^n  telle  que  m.  n: :  Am .  An }  mener  la  droite 
m  n ,  £cdu  centre  iaveclc rayon  Em  tracer  un  arc.  i^^.  Après 
avoir  pris  AG^asz  AF ^  tracer  un  fécond  arc  du  centre  F 
avec  le  rayon  Gn;  le  point  Cd'interfeâion  de  ces  deux  arcs 
fera  un  point  de  la  première  de  ces  courbes.  On  trouvera 
de  même  tous  les  autres  points  ^  par  exemple  pour  avoir  un 
fecond  point  c,  on  prendra  Amybc  A\x  centre  E  avec  le 
rayon  Emon  tracera  un  arc  :  on  tirera  m  n  parallèle  â  mn , 
&  du  centre  F  y  avec  le  rayon  Gn,  on  tracera  un  fécond  arc  ^ 
Tinterfeâion  c  de  ces  deux  arcs  fera  un  fecond  point  de  la 
courbe  )  &atn(î  des  autres.  Car  il  eft  évident,  par  la  con- 
ftruâion ,  qu'à  l'égard  de  chaque  point  C^  le  rayon  incident 
J?C=  £m  ou  JEi»  lurpaffe  EA^  &  que  l'excès  eft  Am  ou  Am 
sB=;^5  que  l'excès  de  FA  fur  le  rayon  rompu  PC  eft  An 
ou  An^ssuy  &  que  ces  deux  excès  Ata  ou  Am^  &  An  ou 
^»3  font  entr'eux  comme;»  eft  à  ii:ce  qui  donne  ji^s=—n»> 
à*oixVonx\Ytndx=:z  —  mdujicdx^.  — du::m.  n,  qui  eft  la 
propriété  de  la  courbe,  qu^ilfaUoit  décrire. 

Pour  tracer  la  féconde  courbe  ou  ovale,  il  faut  laiflër  les 
points  £  &  jF  ,  l'un  à  gauche ,  l'autre  à  droite  de^,  comme 
ils  font  fur  la  droite  EA  F  ^éc  changer  de  côté  le  point  G , 
le  mettant  en  g  fur  G  A  g  prolongée  du  côté  de  ^  g ,  de 
manière  que  A^as=i  AG^siAF ,  &  prendre  dans  la  con- 
ftruâion  gn  &  g»  au  lieu  de  Gn  &  G»^  pour  les  rayons  des 
féconds  arcs  qu'on  doit  tracer  du  centre  Fî  Scieurs  inter. 
feâions  avec  les  premiers  arcs,  tracés  du  centre  E  avec  les 
rayons  £m,  Em^  donneront  les  points  de  la  féconde  ovale. 

Pour  tracer  la  troi(téme  &la  quatrième  ^  il  faut  tranfpor-- 
ter  le  point  F  en  f  du  même  côté  oà  eft  le  point  JE,  &  qu'il 
foit  plus  éloigné  de  A  que  n'eft  le  point  E  s  &  pour  la  troifîéme 
il  faut  faire  ^  g  «es  Afy  prendre ,  dans  la  conftruiflion ,  le 
centre  f  &  les  rayons  gn ,  gii5  pour  décrire  les  féconds  arcs , 
dont  les  interfeâions  avec  les  premiers,  qui  ont  pour  centre  E 
&  pour  rayons  jEm,  Em^  donneront  les  points  de  la  troiHéme. 
Mais  pour  la  quatrième  il  faut  prendre  AG^=iA(^  &  dans 
la  conftruûion  prendre  f  pour  le  centre  Aqs  féconds  arcs , 
£cGd,  Gn  pour  leurs  rayons  j  leurs  interférions  avec  les 
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premiers  arcs  décries  du  centre  E  avec  les  rayons  £m ,  £m  , 
donneront  les  points  de  la  quatrième* 

R.  £  M  A  R  ou  E  s. 

On  remarquera  que  >  dans  la  première  5c  la  quatrième ,  le^ 
excès  j4n  y  j4n^  (  u  )  font  négatifs ,  &  pofitifs  dans  la  féconde 
&  la  troifîéme  ^  c'eft*â.dire  dans  ia  première  &  la  quatrième 
les  rayons  Gn  ^  Gn  des  féconds  arcs  font  moindres  que  FA 
ou  fjt4^  &  qu'ils  vont  en  diminuant  ^  mais  dans  la  féconde 
&la  troifîéme,  les  rayons  gn ,  g»  des  féconds  arcs  furpaflenc 
jFA  ou  (A^bc  vont  en  augmentant.  Comme  auflî  qu'il  eft 
évident  que,  dans  toutes  ces  ovales,  Texcès  jiva  ou  Am  [x^ 
de  chaque  rayon  incident  EC  fur  EAyt{ki  l'excès  ^n  ou 
An  («)  du  rayon  rompu  carrefpondant  JCfur  FA ^  ou  de 
FA  fur  le  rayon  rompu  FC^  comme  ir»  eft  â  n  ;  ce  qui  donne 
9Zj=i^mu^  d'où  l'on  déduit  ndxj^^mdu^  &  ds(^.  +'dM  :: 
m .  »  3  ainfî  ces  ovales  (ont  les  courbes  qu'il  falloit  conftruirer 
la  proportbn m.  n  ::  x^,.  u  donne  «  ==  ^. 

IL 
Si  Ton  Teut  avoir  l'équation  de  ces  courbes^  il  faut  tirer 
Tordonnée  CJ7  d^in  point  quelconque  C,  &  nommer  les 
données  EA {a]^ FA  (  ^ )  s  les  coupées  changeantes  A£  [x) , 
les  ordonnées  jRC{y)y  l'excès  de  EC  fur  EA  {sQ^  Texcès 
de  FA  fur  FCy  ou  de  FC  fur  FAy{u  =  ^xJ  (remarquant 
auflî  que  xj=^t^:  )  après  ces  dénominations,  il  eft  clair  que 
EB  =  4f  -h  X  ;  FS=  b  —  X  dans  la  première  &  la  féconde 
ovale  j  dans  la  troifîéme  &  la  quatrième  ovale  fJ3=±6^xy 
&  fEs=^  — aj  EC^ssa^zj  comme  auflî  jBC=4f-4-~«^ 
FCsssA —  Uy  ou  (  pour  ne  mettre  qu'une  même  changeante 
dans  l'expreflîon des  excès  5;&«,)-FC  =  ^  —  £i^, dans  la 
première  Se  la  quatrième  ovale  ^  mais  dans  la  féconde  &  la 
troifîéme  FC  ou  fCs^^h-^  ^Xc  CTela  fuppofé  ,  les  triangles 

redangles  ECS ,  FCS ou  FCB ,  donnent  EC  —  EM  =  CB^ 

s=z  FC  —  FB  5  c'eft.à-^ire  5;,^-^-  i^r;»;^— atj^ -—  lax  =^/ 
—  ""  ^^•+"^  ^ —  ^>^  -+-2^x  5  d'où  l'on  tirera  une  équation 


tn»t 


qui  n'aura  que  les  changeantes  x^&c  x  fans^,  par  le  moyea 
de  laquelle  on  trouvera  une  valeur  de  z^^  qui  étant  fubftî. 
tuée  dans  celle  que  l'on  voudra  des  deux  équations  dont  yy 
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eft  un  membre  ,  l'on  aura  une  équation  donc  les  changeant 

tes  feront  x  Scy  fans  sç^&ccc  fera  l'équation  de  la  courbe. 

IIL 

Si  Ton  fuppofe  E^  (a)  infinie ,  c'eft-a-dîre ,  fi  Ton  ftippofè 
<jue  les  rayons  incidens  £C  font  parallèles  entr'eux  &  à  E^ 
l'équation  i^î-+-  lax^ — xx  —  lax  =yy  deviendra  las^ 
—  zax=z  0,  tous  les  termes  où  n*eft  pas  a  devant  zéro 
par  raport  à  ceux  où  eft  la  grandeur  infinie  a  y  ce  qui  don^ 
liera  s;==V  Mettant  cette  valeur  de  j^dans  l'équation  ^jr 
=  |l^^^-^^ —  xx±;^iéx^  elle  deviendra ,  en  tranfpofant 
le  fécond  membre,  -h  '^'—^  xx-^^  x'^ibx  -^^yy  zss;  o, 
Z  *44o»  9^^  ^^  l'équation  de  rellîpfe*,  parceque  m  fùrpafTant  »,  le 
terme  où  eft  xx  eft  pofîtif ,  &  le  terme  y  y  Teft  auflî  j  & 
?4jf.  ^25^*  exprime  le  raport  du  paramètre  au  diamètre. 

Si  l'on  fuppofe  jiF  om  Ai{b)  infinie,  c'eflb-à-dire  fi  Ton 
fuppofe  que  ks  rayons  FC  font  les  rayons  incidens ,  &  qu'ils 
font  parallèles  ^  AF^  ^équation  ^xj^^:'^  s^  —  xx±:  xbx 
— .j^jr  =  0  deviendra  -^--^t^^xbx  =oj  d'où  Ton  tire 

^=s!:ix>  &  fubflituant  cette  valeur  de  2;_dans  l'équation  r^ 

-f.  1  ^^—  XX  —  xax  — y  y  c=  o ,  l'on  trouvera  ^»slzsi  ^  ^ 

H-  f^  x^^iax  —yy  =  0,  qui  eft  une  équation  de  l'hyper- 

»45i,  bole  par  raport  au  diamètre  j  parceque  *  x  x  &  j^^  ont  des 
»4ji,  fignes  difierens  j&  ^*"-y*  exprime  le  raport  du  paramètre 

au  diamètre.  D'où  l'on  voit  que  dans  le  cas  des  rayons  inci* 
dens  parallèles,  rellipfe  &  l'hyperbole  font  les  courbes  pro. 
près  à  diriger  par  la  réfraâîon  ces  rayons  vers  un  mêmepoint, 
c:omme  on  l'a  démontré  dans  l'art.  49  8. 

Exemple      II. 

830.  SVPPOSE*  que  la  première  furface  d'un  verre Joit  telle  que  Pon 
Vi9.  IX.     voudra^  c'efi-k-dire  qu^ elle  fait  U  furface  qui  ferait  formée  par  la 

révolution  d'une  courbe  telle  qu'^n  voudra  A  CR  autour  defon  axe 
EADV^  trouver  la  courbe  DHR  9  qui  par  fa  révolution  autour 
dumemeaxe  Y^PiG^  ^  formera  la  furface  courbe  qu'il  faut  donner 
k  P autre  chtédu  même  verre ^  afin  que  les  rayons  qui  partent  d^un 
point  donné  ^  fur  I^ axe  commun  aux  deux  furface  s  du  verre  ^après 
avoir fouffert  une  première  refraBion  en  entrant  dans  le  verre  par 
fa  première  furface  courbe  ACKy  fiient  tous  dirigéspar  la  féconde 

refra&ion  . 
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refraBim  quUls  fouffriront  tn  foffant  du  verre  dans  tair  far  la 
féconde  fur  face  D  H  R  ^  ^isr  nàme  feint  ou  foyer  F  donné  fur J^  axe 
commun  EADF. 

On  fuppofe,  i^  que  quoique  la  première  figure  du  verre 
^CR  foie  arbitraire,  elledoic  pourtant  être  telle  que  Ton 
i^acfae  mener  par  chacun  de  ces.  points  C  la  tangente  de  la 
courbe  en  ce  point  là  ^  afin  que  Ton  puifle  tirer  par  chaque 
point  C  la  perpendiculaire  à  la  courbe  ou  à  la  tangente  de 
ce  point  C  i  car  on  ne  regarde  point  ici  comme  une  partie 
de  ce  Problème ,  de  trouver  le  rayon  rompu  C//f  de  chaque 
rayon  incident  EC  fur  la  première  furface  ACR  du  verre 
que  Ton  regarde  comme  donnée ,  quoiqu'il  n'importe  quelle 
courbe  elle  puifle  être  :  ainfî  on  fuppoiê  que  Ton  fîjait  trou- 
•ver  pour  chaque  rayon  incident  £  C,  fon  rayon  rompu  CHix 
en  voici  la  manière.  On' tire  la  perpendiculaire  à  la  courbe 
PC ^  puis  ayant  fait  PC ,  prîfe  d'une  longueur  arbitraire,  le 
diamètre  d'une  demî-circonfèrence  PKIC  ,  Vjui  coupe  le 
rayon  incident  J5Cen/,  on  mené  la  droite  PI ^  &  fuppo- 
fant  que  ?  exprime  le  raport  de  la  refraâîon  (  qui  eft  deï'aîr 
dans  le  verre  |^,  )  on  prend  PK  quatrième  proportionnelle  à 
m^n^PJ y  &c  ayant  mis  une  pointe  du  compas  ouvert  de  la 
grandeur  PK  2l}x  point  P^  on  trace  avec  l'autre  un  arc  qui 
coupe  la  demî-cîrconfèrence en  ^,&  enfin  on  tire  KCHf^ 
qui  fera  le  rayon  rompu  du  rayon  incident  JEC  -,  puifque  PI 
qui  eft  le  finus  de  l'angle  d'incidence  PCE  ,  eft  par  la  cont 
crudîon  à  PK  finus  de  Tangle  PCK  de  la  refradion ,  comme 
m  e{ïin. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  fur  chaque  rayon  rompu  C/f  f 
par  la  première  furface  ACR ,  lequel  rayon  rompu  eft  donne 
de  pofition ,  comme  on  vient  de  le  voir  5  de  trouver ,  dis-je, 
fur  ce  rayon  rompu,  le  point  JFf  de  la  féconde  furface  cour* 
be  DHR  qu'il fsiut  donner  à  l'autre  côté  du  verre,  afin  que 
tous  les  rayons  ron^pus  CH  par  la  première  furface  foient  di- 
rigés au  même  point  donné  F  par  la  feconde  refraélion  qu'ils 
fouffriront  aux  points  H  en  fortant  du  verre. 

On  fuppofe,  x°,  que  l'on  prend  à  difcrétion  iiir  Taxe  BADF 
le  point  2)  pour  le  fommet  de  la  feconde  courbe  DHR 
dont  on  veut  trouver  les  points  5  ainfî  les  droites  EA ,  AD^ 
Di^,&  J'f  font  donnèest  On  remarquera  que  la  première 

Tome  II.  C  c  c 
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courbe  ACR  peut  être  telle  que  les  rayons  rompus  CUB^ 
iront  rencontrer  Taxe  à  des  points  f  qui  feront  du  côté  de  £^ 
&  non  pas  du  côté  de  J^ ,  ou  quelques-uns  du  côté  de  JE ,  fie 
d'autres  du  côté  de  F  >'&  en  tous  ces  cas  chaque  point  f  &  1^ 
ligne  fD  (ont  toujours  donnés.  Il  peut  auffi  arriver  que  ces. 
rayons  rompus  CH(y  ou  quelques-uns,  foient  parallèles  à  l'axe^ 
&  dans  ce  cas  on  prendra  lur  chaque  rayon  rompu  la  grandeuc^ 
C£  arbitraire ,  &  qui  fera  par  conféquent  donnée.. 

Ii.«,  Lix.      On  fûppofe,  30.  qu^en  prenant  comme  dans  le  premier- 
exemple  (  fig.  ^  9  )  une  partie  Ce  infinimenc  petite  de  la  courbe^ 
&  tirant  de  c  la  perpendiculaire  c  M  fur  le  rayon  incident 
£CM\^  &  la  perpendiculaire  c  N  (vu  le  rayon  rompu  CNF  ^ 
t>u,  ce  qui  revient  au  même ,  du  centre  E  avec  le  rayon  Ec 
le  petit  arc  r  ilf ,  &  du  centre  F  avec  le  rayon  Fc  \^  petit 
arc  cN  j  CM  eft  le  finus  de  Tangle  d'incidence ,  tLCN  le- 
finus  de  Tangle  de  refiraûion  ^  conime  on  Ifa  démontré  dans. 
J^exemple  précédent  ^  de  façon  qu'en  prenant  auffi  ^  pour 
rexpreifion  du  raport  de  la  refraâton  qui  fe  fait  au  palTage: 
de  rair  dans  le  verre  ^  l^on  aura  pour  tous  les  rayons  inci^ 
dcns  &  les  rompus  ccM'refpondaus  ,»•»::  CM  ..CN^.  Avt. 
contraire  au  paflàge  du  verre  dans  Tair  ^  considérant  FC dans^ 
le  verre  comme  le  rayon  incident ,  &  CE  dans,  l'air  comme 
fon  rayon  rompu ,  on  aura  n  .mi  iÇJN  .,  CM.  Or  il  eft  clair 
•que  CM  eft  la  différence  infiniment  petite  du  rayon  încîdent^^ 
&  CN  la  différence,  du  rayon  rompu  ^  ainfi  au  paftage  de  l'air 
dans  le  verre  m  eft  à  ai  comme  la  différence  du  rayon  incident- 
eft  à  la  différence  du  rayon  rompu^  &  au  contraire  dans  1&^ 
paflage  du  ver/e  dans^l'airt 

>ie.Lix.  Mais  chaque  rayon  incident  EC  cantfent  une  partfe 
&  LX.  conftante  égale  à  jB^>.&  en  tirant  du  centre  E  avec  le  rayonr. 
EA  un  arc  de  cercle  jipb  (  fig.  J  9),  AM  (fig.  60  ),  la  partie /tC^, 
MCàn  rayon  ibcident  ^  fon  autre  partie  ^  qui  eft  la  (èule: 
quantité  changeante  du  rayon  incident;  En  titrant  de  même 
(  fig.  60  )  db^  centre  f  avec  le  rayon  îA  L'^rc  A  N  yNC  fera, 

>xfuiix.  la  partie  changeante,  du  rayon  rompu  ;  ainfi  nommant  x^\^: 
partie  changeante  jctC^fic  u  la  partie  changeante  iC  dans  la< 
figure  y  9 , 6 M  fera  égale  à  dz^^  &  G^  s=::du^6c  l'on  aura  ^ . . 
»  M  ^5;^.  ^«  5  d*ôù  l'Dn  déduiiu  mdu  =  «i:/^;^;  &  prenant  les. 
intégrales  oa  trouvera  mu=nz^^  ce  qui  donne w  .ny<x^.ut 
4*t)ù;  Ton  voit  que  k^  intégrales  de  4:/ 5;,&  de  rf«  {ontfJkCXxJ^^^ 
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^C{u) ,  &  cu^ainfi  dans  la  figure  60  MC  .  NC  ::  m  .  ».      fi o.  lX; 

Par  la  même  dëmonftration  ^  en  fuppofanc  que  H  eft  le 
point  de  la  féconde  courbe  que  l'on  cherche  5  donc  le  rayon 
incident  du  verre  dans  Taîr  eft  CHf^  &  le  rompu  H  F  ^  & 
tirant  du  centre  f  Parc  Dn  ,  &  du  centre  F  l'arc  Dm  y  l'on 
^ura  n  .mil  Un .  Hm.  Ainfi  nommant  Hn  (  sQ ,  f/«i  fera  f  ;?;• 
Il  faut  bien  remarquer  ce*que  Ton  vient  de  démontrer  dans 
tout  ce  qui  précède  3  car  c'eft  de  là  qu'on  déduira  la  réfo-* 
lution« 

Resoluïion. 

On  fuppofera  que  le  point  Jf,  pris  dans  le  rayon  cpmpu  Pï^-l^Xi 
CHf  de  la  première  refradîon ,  eft  celui  de  la  feconde  courbe 
DHR  qu'il  faut  trouver  5  on  tirera  du  centre  f  qui  eft  donné 
\qs  arcs  Dn ,  Hh  y  Ce ,  AN  i  du  centre  F  ^  Tare  Dm  i  du  centre 
JE ,  Tare  A  M  i  on  mènera  du  point  donné  C  &  du  point  H  les 
<lroites  CB  ^  HG  perpendiculaires  a  Taxe  :  on  remarquera  ^ 
•qu'à  caufe  de»  rayons  égaux  deux  à  deux  iA ,  iN  iiC  ^fc^  > 
tH ,  fhjD  ,  f»,  on  aura  iV^C=;  Ac.CH^  ch.Hn^hDs 
^  2/n  ^=  AD.  On  nommera  les  données  fi^  {/)  ^  FD 
x=Fm  (e) ,  DJi(i) ,  Dc{c)y  les  inconnues  DGXx)^GH{y\ 
icHn(zJ'y  d'où  il  fuîl que -FG=ï=^ -h  x ,  FH=^Fm  -h  »»iï 

^^-H2^ifG=5/HT^H-X,fJf=^fD-H«/f=/-*-^-H^ 

Ces  chofes  fuppofées. 

Les  triangles  FGH^  (gH  ^  redangles  en  G  ^  donneront  ]fî5^ 

t  ee^  ^^^-t-  w^O  — ^*  ( — ^^ — i^^ — ^  )  —  c?/^  {yy) 

—  ^^  —  i/x  — z^x-— xatO  d'o^  !'<>*  ^^re  l'équation 


mu»  — 110 


Ht 

Les  triangles  femblables  f CJ? ,  f  ff G ,  donnent  auffi  iC  (/•+-  ^ 

H-r)  .  iB{f^€^b)xx  ÎH  {f^e^TO  AG  {f^e^  x:) 
d'où  Pon  déduit  DG  (x)  «  r^^^^><\}}f;^^^Lzj±z^ .  fubfti- 
tuant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  précédente  ^  l'on 
aura  "^^^^^-^  ^^.^  ^^^t-Tw""'-  ""  ^/=*  ^ , 

—  2^5;. 

—  i/^ 


c-t-e 


Cççîj 
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qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  donc  x^c(ï  Tinconniie^ 
&  donc  le  dernier  terme  eft  négacif  ,  à  caufe  de  c  (  De)  plqs 
jrande  que  t  {D£)  *^  ainfî  il  y  a  deux  valeurs  de  ^  aans 
:*équacîon  ,  Tune  pofitive  &  Tautre  négative.  On  trouvera 
la  lîene  droite  qui  eft  la  valeur  pofitive  de  2;.,  comme  on  Ta 
enfeigné  dans  Tarticle  194^  &  après  avorr  tracé  du  centre  f 
avec  Te  rayon  £D  l'arc  Dn  qui  rencontre  fM  au  point  n ,  oa 
pcendra  n  H  égale  à  la  Ugne  droite  qui  eft  l^a  valeur  de  ^> 
&  le  point  H^  ainfi  trouvé ,  fera  le  point  de  la  courbe  HHR^ 
qu^ il  falïoiP  trouver^ 

On  trouvera  de  ta^même  manière  les  autres  points  de  la^ 
courbe  IhHR  ^  &  après  l'avoir  tracée^ en  faifanc  faire  une 
révolution  à  la  courbe  D  HR  autour  defon  axe  D  F  ,  elle 
formera  la  féconde  furface  qu'il  faut  donner  au  verre  ,  afin 
qu'il  dirige  au  foyer  F  tous  les  rayons  qiui  partent  du  point  ^^ 
&  qui  foufFrent  une  première  retraclion  a  l'entrée  du  verre 
u4CR  j  fi  l'on  fait  faire  une  révolution  à  la  figure  ACRHIX 
autour  de  L'axe  AU  ,  elle  décrira  la  figure  lolide  que  doic 
avoir  le  morceau  de  verre^ 

R   E    AC   A    R   Q^U  E. 

Ol  les  rayons  rompus  C/f  f,  ou  les  incidens  JEC,  ou^  quel- 
ques-uns de  ces  rayons ,  fe  trouvoient  parallèles  à  l'axe  ^fup^ 
pofant,  par  exemple  poux  ces  cas  Laïque  Jf  f  eft  parallèle  à 
l'axe  ^ il  faut  alors  prendre  Cf  d'une  grandeur  arbitraire. que 
l'on  regardera  comme  donnée  ^  &  cirer  par  D  ,  au  lieu  d€L 
l'arc  Dn  ^  une  droite  Dn  perpendiculaire  aux  deux  droites 
ADF  ^CHî ^  qui  font  parallèles  dans  ces  cas  j  &  le  point» 
étant  ainû  déterminé  fur  in ,  on  trouvera  nH{%^  de  la  même 
manière  qu'on  l'a  trouvée  dans  la  réfolution  qui  précède  ^ 
en  remarquant  que  les  arcs  Hh^  Ce  y  AN ^Cont  dQs  lignes- 
droftes  perpendiculaires  aux  deux  droites  ADF  yCHiyC^^ 
ce  cas  (uppofé  parallèles. 

Seconde     Resoeutio  k*, 


Ou  autre  manière  flus  fimfle  de,  trouver  chaque  foint 

de  la  courbe  que  J^on  cherche,. 

\J  N  a  vu  dans  la  première  réfolution  que  MC.  NCt:  m  .n^ 
&  iju'ainfî  NC=^^  JVf  C^que  Hm^Hn  ::m.n  y  d'où  l'ba 
^Hn=^^Mmi<]^tAc^=^NC=^lMCxc^^Dh^=  Hm 


»JI 
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•i  Mm  i  que  J"  msssFDyic  qu'enfio  Nnsss  AU.  L'on 

—  i  Hm-^  cranfpofânr,  on  aura  ÇH'^  £  Hm = AD — ^  MC^ 
ajoucanc  au  premier  membre  ^  Fm  y  &c  au  fécond  ^  FD 
sssiFm,  l'on  trouvera  CM  •+■  £  Hm  -v-  i  Fm  =s  <«^D 

—  ^MC-i-^F  D.  Maïs  JFf  »i  -t-  i^m  =  MF  iitinCi  mettant 
Ht  dans  le  premier  membre  au  lieu  de  Hm  h-  F  m ,  il  vien- 
dra Cff -h  ^Ki^^^D— 5  AfC -*.£/?!).  L'on  a  donc  la 
grandeur  coûte  connue  AB  —  £  MC  -+•  ^  i^D  égale  a  la 
lomme  des  deux  grandeurs  CH  -h  ^  ii'jF ,  donc  chacune  eit 
particulier  eftune  inconnue  :  concevant  que  l'on  ôte  de  cha* 
cune  la  grandeur  CHy  il  doit  refter  AD  —  ^^MC-^IFIX 

Cela  donne  cette  manière  très-fîmple  de  trouver  le  point 
H.  r®.îl  faut  prendre  fur  la  ligne  C/f  f  donnée  de  poucion 
&  de  grandeur  ,  la  ligne  CL  égale  â  la  fomnie  des  grandeurs 
données  AD  -— l;MC  ^  ^FD  ^  ic  cirer  la  droice  ZF. 
lo.  Il  faut  prendre  fur  ZHC  la  ligne  Zn  égale  â  la  ligne 
donnée  n ,  &  ayanc  ouvert  le  compas  de  la  grandeur  de  la 
ligne  donnée  ^  ^  en  mectre  une  poince  au  point  a  y  &  avec 
l'autre  poînte  tracer  un  arc  qiij .  coupe  ta  droite  ZF  en  un 
point  m ,  &  tirer  la  droite  nm.  30.  H  faut  mener  par  le  point 
donné  F  la  ligne  F  H  parallèle  à  nvn ,  le  point  -fif,  où  elle  ren- 
contrera la  droite  Zff,  fera  le  point  de  la  courbe  que  l'on 
cherche  :  car  CZ  étant  y  par  la  conftruâion  ,  ég.ale  à  C>/ 
-¥'^HF^ti  retranchant  CH^  îlfaut  que  le  rcdt ZH  kit^HF. 
Or  par  la  conftrudion  mn{m).  Zn  (»)  :  :  H  F ,  ZH  j  donc  ZH 
ssz^HF  i  ainfi  le  point  JFf,  que  l'on  trouve  par  la  conftruc- 
tion ,  eft  celui  ^u'il  fallait  trauver.  On  trouvera  de  même  les 
autres  points  de  la  courbe  DHR^ 

E  y  JE  |yl  p  L  E     1 1  L 

BAC eji nnr cBahe très ^^xiéle'é* i^^^p^^^ d^^^^^^fi^^ 3<om^  ri«»LXL 
pope  p^r  exemple  ât  trè  s -petit s^  anneaux  égaux  y  ou  de  globules 
égaux  y  attachée  par  les  deux  bouts  èn'A^Qy  qui  font  dans  la 
même  horizontale  B  C  x^  il  faut  trouver  la  courbe  ^kC  formée  par 
cette  chaîne  fufpendue  librement ^^  confiruire  cette  courbe^ 

X  L  eft-évidenc ,  i  ®.qu*à  caufe  de  la  parfaite  uniformité  qu'oa 
&ppofe  dans  la.  chaîne^  elle  doit  fe  difpofer  par  fa  pefanteur 

c  c  u  j 
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&  fa  fléxîbîlîcé  ,  de  celle  forte  qu*en  menant  par  le  point  Jf , 
ou'on  fuppofe  le  plus  bas ,  la  verticale  j4D  ,  la  figure  BAC 
loît  partagée  par  la  moitié  par  AD ,  &  que  les  deux  moitiés 
de  cette  courbe  BA  &  CA  ibîenr  égales  &  uniformes  -,  de  fa- 
çon que  prenant  ^-D  pour  Taxe  ,&  ^  pour  rorîgîne  ,  les  or- 
-données  DB^BC^  à  un  même  point  i)  de  Taxe,  foîent  égales, 

1^  Que  la  partie  de  la  courbe  au  fommet  A^  qu'on  conçoit 
infiniment  petite ,  eft  parallèle  à  Thorifon  j  &  qu  ainfi  la  tan- 
gente Ag  au  fommet,  eft  horizontale, 

3°.  Que  fi  dans  la  fituatîon  où  s'eft  mîfe  la  chaîne  iufpen- 
due  en  ^  &  Cj  (  la  fuppofant  fur  un  plan  vertical ,  )  on  Tatta- 
choit  à  ce  plan  au  fommet  A ,  elle  ne  changeroîc  point  de 
figure  j  de  manière  qu'en  concevant  Tune  des  moitiés,  com- 
me AC ,  retranchée ,  celle  qui  refteroit ,  comme  BA ,  confer- 
veroit  la  même  figure  qu'elle  avoit  i  d'où  il  fuît  qu'on  peut 
concevoir  au  fommet  A  la  force  qu'on  nommera  {a)  ^  qui 
retire  chaque  mortîé  BA ^CA  de  la  fituatîon  verticale  ,  ou 
<îe  la  perpendiculaire  à  rhorizon  Bg  ou  CK  ,  où  elle  fe  dîf- 
)o(èroit  par  fà  pefanteur  ,  fi  elle  n'étoit  attachée  que  par 
'un  de  ks  bouts  J9  ou  C ,  pour  lui  faire  prendre  la  figure 
courbe  BA  ou  CA. 

40.  Que  chaque  point  de  la  chaîne  eft  tiré  verticalement 
en  bas  par  la  pefanteur, de  la  partie  de  la  chaîne  qui  eft  de- 
puis ce  point  la  jufqu'au  point  le  plus  bas  ^.  Ainfi  le  pointa 
eft  tiré  en  bas  verticalement  par  le  poids  de  la  moitié  de  la 
chaîne  BA  :  chaque  point ,  pris  entre  -B  &  ^  ,  eft  tiré  de 
même  par  le  poids  de  l*arc  <le  la  chaîne  qui  eft  depuis  ce 
point  là  jufqu'au  point  A.  On  peut  prendre,  à  caufe  de  l'uni- 
formité de  la  chaîne ,  chacun  des  arcs  de  la  chaîne  ,  qu'on 
nommera  («) ,  pour  la  pefanteur  de  ce  même  arc.  D'où  l'on 
voit  que  chaque  petite  partie  de  la  chaîne  eft  tirée  verti- 
calement par  l'effort  du  poids  («) ,  &  en  même  tems  hcJrizon- 
talement  par  la  force  {^)  du  fommet  >f  i  ce  qui  lui  fait  pren- 
dre la  .fituatîon  de  la  tangente  de  ce  point  ou  de  cette  petite 
partie  de  la  courbe.  Aînfi , 

5®.  En  concevant  par  chaque  point  de  la  chaîne^on  pren- 
dra ici  pour  exemple  le  pointa)  une  verticale  Bg  jufqu'à  la 
tangente  horizontale  -^g,du  fommet  A  ^  la  tangente  BM 
de  la  chaîne  à  ce  point  i?,  &  par  g  la  parallèle  giV'à  la  tan- 
gente ^  JW  ,  le  point  B  eft  pouflc  vertkalertient  fuîvant  la 
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dîrcaron  Bg  par  le  poids  de  la  moitié  de  la  chaîne ,  &  retiré 
en  même  tems  horixontalement  fuivant  la  direâion  hori. 
zontale  gA  y  ou  une  parallèle  à  gu4  au  point  £ ,  par  une  force 
confiante  ,  qui  eft  la  même  pour  chaque  point  ,  &  qu'on 
co^nçoît  au  (ommet  j4  tirant  luîvant  g-î^  j  ce  qui  eft  caufe 
que  la  partie  infiniment  petite  ^  b  eft  mife  par  ces  deux 
efforts  dans  la  direâion  de  la  tangente  JSbM  qui  eft  le  pro. 
longement  de  la  petite  partie  £  b.  Or  en  menant  la  verti- 
jcale  ebm  infiniment  proche  de  -ffng  ,  Ton  aura  le  petit 
triangle  J?  b  e  j  redangie  en  e ,  femblable  au  triangle  BgMy, 
reôangle  en  g  ^,&  Ton  aura ,  pour  chaque  point  comme  -B, 
cette  proportion  (en  fuppofant  que  ^g  repréfente  TefForr 
de  k  chaîne ^^(»)  fuivant  la  verticale  ^  &  g ikf  l'effort  de 
la  force  conftante  {a)  qu'on  cont^oit  au  fommet  A  )  Mg.  JBg^ 
t:  ^e  .  eb  ^:  [a)  .,BA  (a).. 

Aihfi  nommant  (x)  chaque  coupée  prffe  fur  Taxe  AD  ou- 
fijr  les  parallèles  à  Taxe  comme  Bg^  isLy  chaque  ordonnée 
BD  -,  Bc  krzdfy&L  eB  fera  dx  y  &  la  propprtion  précéden-. 
te  s'exprimera  de  cette  manière  BQ{dy) .Qb{dx)  ::  a. BA' 
(a)  }  d'où  Ton  aura  adx  =  udy , oudy  ==  ~  yp^ur  l*équatiom 
dci  la  caurbe  BA  otk  CK  formée  par  la  chaîne^. 

G   a   H    O    L   li   A    1    K   E. 

CLi  Oaî  M  B  ^#s=*  ^JP^j^TSy^  =  (  en  mettant  au  lîétf  dé  dy^  fit  ^  ^y^; 
valeur  ^  prife  de  d^  ===  i^  )  ylSSî^gi!  =  ^  y/juu  ^  aa  ^ 
qui  donne  du^  =1.^  x  HH-^raq ,  ou  bien  uudu^  =  dx^  x 
HM^aa  ^.on  aura  udus=:  dxVuu^aa  j  d'où  l'an  tire  dx 
ses  y-^^  y  ^^  prenant  les  în tégrales ,  on.  aura  x  ==  ^hh  4-  ^a^. 

&  xxs=«»-|p-  ^^,&iiri^s=xA:<-— ^^)  ou  bien  u  =; Vlv^r — ^^ ^ 
(quifaît  voir*  que  la.  longueur  d'un  arc  quelconque  1/^  de  la  *4XiO; 
4sourbe  ^ ^formée par  la  chaîne  ^. eft: égale  à  l'ordonnée 
d'une  hyperbole  équilatéxe  doj^t  a  eft.  ledemLaxe,  &x^la. 
coupée.  )  Enfin  en  mettant  cette  valeur  de»  dans  dy=^^ 
on  Q^xcz,dyxssi.ç:M^=j^pûur^f  équation  de  la  £our6c  fomUe  far  lot 

inette  qui  exprime  le  rapoxr  de  l'ordonnée jrs» Si  dj^ssz  %.. 

=;. ,  fie  de  la.  coupée  x*. 


*dx 
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39  î^  Analysé    démontre*  i;' 

Remarq^ue. 

t  N  foppofant  «  ==  o  dans  X  ===  v'ÎwhI^ 
on  trouve  >;  =s:  ^  .  cela  fait  connoîcre  que  la  coupée  x  ne 
commence  pas  au  fommet  A ,  qui  eft  l'orîgîne  des  arcs  ù  de 
la  courbe  AB  ^ia  n*eft  pas  feulement  AB  ,  maïs  qu'elle  s'é- 
tend plus  loin  jufqu'au  point  JE  où  Ton  fuppofe  AE  s=;  a  j 
ainfî  £i)  =x ,  & -^D  ==  X  — //. 

/ 

Différentes  manières  de  confiruire  U  courbe  formée 

par  U  chaîne. 

I.  Par  f  hyperbole  équiUtére. 

1 L  faut  multiplier  les  deux  membres  de  ^  =  ^'J^l^^  P^r  //, 
&  l'on  aura  ady  =  y=^=--  Or  ady  eft  rélémeni  d*un  rec- 

*<îc9.  tangle,  &^^^eftle  double  de  7^%=î/ qui  eft  l'élément 
d'un  fedeur  d'hyperbole  équilatére  y  dont  la  moitié  du  pre- 
mier axe  eft  a.  C'eft  pourquoi  fi  Ton  décrit  fur  le  premier 
axe  EAD  {x)  par  le  fommet  A^  uije  hyperbole  équilatére  A  F 
dont  le  centre  foît  £,  Se  la  moitié  du  premier  axe  EA{a)^ 
&  qu*on  tire  la  droite  JB-F,  on  aura  le  fedeur  hyperbolique 

♦^09.  -^£i^  =  *^^^%=;j&  fi  l'on  mené  -E/paralleleà  ^g,&  qu'on 
Éafle  le  reûangle  -^/ égal  au  double  du  fedeur  hyperboli- 
que A  EF  y  qu'on  regarde  comme  donné ,  le redangle  Af 
fera  ay  ou  S.  ^^=a=  S-  n===^'  Enfin  fi  l'on  prolonge  l'ordon- 
née FD  de  l*hyperbole,  &/g  du  redangle  5  le  point  de  ren- 
contre jB  fera  un  point  de  la  courbe  formée  par  la  chaîne. 
On  trouvera  de  même  les  autres  points  de  la  courbe  j  car 
^  en  concevant  le  redangle  Af  partagé  en  un  nombre  infini 
d'élémens  égaux  ,  comme /g  m  1»  ,  &  de  même  le  fedeur 
hyperbolique  AEF  partage  dans  le  même  nombre  infini 
d'élémens  ou  de  petits  feâeurs  égaux,  chaque  élément  du  rec- 
tangle fera  double  de  chacun  des  élémens  du  feâeur^Se  ^^{ày) 
de  la  courbe  BA  fera  égale  à/w  {ày)  de  l'élément  du  reâan. 
gle ,  &  e  b  (  ^/  AT  )  de  la  courbe  BA  fera  égale  à  ^i{dx)  qui  entre 
dans  rélément  du  fcûevir  hyperbolique.  Aînfî  par  la  conf- 

trudîon , 


LirRi     VIII.  5tî 

truaîon  ,  aây  =  ^-^^^ ,  &  J?e  {ây)^^  ^; ,  qui  eft  la  pro- 
priété de  la  courbe  ^^ ,  qu'il  falUti»  cmtfiruire, 

II.  Par  la  reBificMien  frppofée  de  la  farabolt. 

du'^^ssz  y/dx^^dy"-  ==  (  en  fubftîtuant  au  lieu  à^  ây^  fa  *  5  8  xV 
valeur  3^  prîfe  de  réquatîon  de  la  zomht  dy  =^—^) 
^g^.  Par  confcquent  dy-^du  =:^^^=  (  en  divîfanVîe 
numérateur  &  le  dénominateur  par  VT^rS  )  dx>/^\\  faut 
trouver  une  courbe  dont  les  coordonnées  x  hiy  ayent  la 
même  origine  E  que  les  at  &  les  /  de  la  courbe  ^^  ,  &  fe 
prennent  fur  les  mêmes  lignes  ,  qui  ait  S.  dy^^  S.  du  pour 
fz  reûîficatîon  j  &  nommant  {t)  chacun  des  arcs  dç  cette 
nouvelle  courbe  depuis  fbn  fommet ,  l'élément  de  fa  redî- 
fication_foit  dt=  djcV^^.  Pour  cela  il  faut  fuppofer  dt 
a«^x\/|±f  ^Wdx^^dy^'y  ce  qui  donnera  £fi^^*  «=  ^^^^x^  ^  ^tu 
&  ôter  rfx*  de  chaque  membre ,  &  Ton  aura  '-^^-'  l^  —  dx^ 
—  ^'''^'       ^  j  ce  qui  donne  dy  z=z  dx  \^^  ;  en  prenant  les 
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intégrales  ,  on  aura/=s  iVia  x  JUT ±=  y/%ax  x  —  m  ,  qui 
eft  réquatîon  d*une  parabole  fimple  dont  les  coupées  font 
X  —  ai  c'eft. à-dire  Torigine  des  coupées  eft  au  point  A  ,  & 
le  paramètre  =  8^. 

Ceft  pourquoi  fi  Ton  décrit  fur  Taxe  AD  la  parabole  AO 
dont  le  paramètre  foit  =  8^  ,  &  qu'on  prenne  une  droite 
égale  à  la  longueur  ^  qu'on  fuppofe  donnée  ,  de  chacun  des 
arcs  de  cette  parabole  ,  &  qu'on  applique  cette  droite  au 
point  correfpondant  de  l'hyperbole  cquîlatére  AF  y  fur  l'or- 
donnée  de  ce  point  là  •  par  exemple  fi  l'on  prend  la  droite 
égale  a  AG  ,  &  qu'on  l'applique  au  point  F  correfpondant 
à  G ,  for  FD ,  le  point  B  où  fe  terminera  cette  droite =^0^ 
fera  un  point  de  la  courbe  SA  formée  par  la  chaîne.  On 
trouvera  de  même  chacun  des  autres  points  :  car  la  longueur 
de  rarc^G=  S.^/=  S.^/x\^î^  =:  (  en  multipliant  le  nu- 
mérateur&le  dénominateur  par  \^;^qr^)  S.""'*' ^^"—  ^      "^^^ 


s.  ^^  =^S.dy-*-  S.  du  ;  d'où  ôtanc  S.  ^«  «  S.  y^ 
Terne  II,  D  d  d 
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to4  Analyse    demoktree. 

^  V^nH:!,  (  qui  eft  rîntcgrale.de  ^^  )  =  -FD  qui  eft 
rordonnce  de  Thy pcrhole  cquîlat^re  At  ^  îl  refte  S.  ày  z=^y 
5SS  S.  -=5^==.  Ceft  l'cquadon  de  la  courbe  BA  ^  fu' il  fallait 

confiruiu. 

m»  Par  la  hgarithmique. 


Mdr 


L  faut  fuppofer  la  dîfEérentîelîe  logarîthmîque^^  =^__ 

j=dy^SfC  chercher  la  lîgnç  qui  peut  avoir  .pour  logarithme 
S.  ^  :  pour  cela  îl  faut  fuppofer  5^-*  z=sx  y  ce  qui  donnerai 
x^ —  xxz^-^  aa  =ss  o  y  d'où  Ton  tirera  deux  valeuK  pofîtives 
de<,  fçavoîr  î^=3r  x  +;.  \^xx  —  a^  ,  (  la  plus  grande  valeur 
de  ^  aura  le  figoe  -+- ,  &  là  moindre  le  figne  —  ^  )  &  en  pre- 
nant h  différentielle  ,  on  aura  dz^=^  ''^'i^^g^fl' .  &  dî^ 

vîfant  le  premier  membre  par  z^^èclo  fécond  par  la  valeur 
de  ^=^x  +;  Vxx  —  a4 ,  on  trouvera  en  multipliant  les  quo- 

tiens  par  4f ,  -^  =  y^^^^Zè  •  ^^  ^^^  ^'^^^  ^^^'^  ^^^  ^^  grandeurs^ 
dont  S.  ^.  eft  le  logarithme ,.  font  ^  la  plus  grande  s^^^^z  x 
•4-  Vxx — tf w  ,  la  moindre  5;^=  x  —  Vxx—aa  j  &  les  ajoutant 
enfenfiblé ,  leur  fomme  fera  ix  ,  dont  la  moitié  eft  la  gran- 
deur X  y  c'eft-à-dilre  la  coupée  de  la  courbe -ff-4^C  formée  par 
la  chaîne.  Ce  qui  donne  cette  conftrudion. 

I®.  Il  faut  mener  par  JE  l'origine  des  x  ^  Thorizontale /EiC^ 
la  prendre  pour  Taxe  de  la  logarithmique  ,  c'éft^*dire  pour 

la  ligne  dt^  logarithmes^  =  S. ^  =  S.  ^"^I^,  &  tracer  la 

logarithmique  /^Z  qui  paffè  par  le  point  A^  où  Ton  a  AE 
=  a  ,  dont  la  foutangente  foît  par-tout  égale  à  A£{a) ,  ôc 
AE(a)  fera  prife  pour  Tunité  dont  le  logarithme  eft  zéro  ^ 
les  logarithmes  EK  (^  )  à  la  droite  de  AE  ,  feront  les  loga- 
rithmes des  grandeurs iCX qui  fiirpaflent  Tunité  {a)  ^&c  les 
logarithmes  Ef{  — y  )  à  la  gauche  de  AE  ,  feront  les  loga- 
rithmes des  grandeurs  //  moindres  que  a  ,  &  ces  logarîth- 
i!nesferont/=  S.  ^^^=r:  S.^r~=j>  &  les  grandeurs,  dont  ils 
font  les  logarithmes ,  feront KZ  {zj=^x^  ^xx~aa  \fl (O^ 

==  X  ■^—  y/ X  X  —  aa^      - 

z^.  Il  faut  prendre  de  chaque  côté  de  JE  deux  logarithmes 


égatix  JEK^Ef^  &  ajouter  enfembic  les  deux  grandeurs  KZ , 
//,  dont  ils  font  les  logarithmes  -,  ces  grandeurs  feront  iCZ 
*=^==5  X  -*-  Vxx^sa'^fl  s=a^=î:.x  —  v'xjtZTJ^  5  car 
{  à  CAuic  des  logarithmes  égaux  -BJÇ.=r  £f=azy  *=»  s.  ^ 
=»  S.  çj=s=.^)  l*un!té  ^  eft  moyenne  profwrtionnelle  entre  iCZ; 

(  O  &/^  (7)  ••  Or  il  eft  évident  que  Içur  fomme  fera  KZ  ^fl 
==i^H-^=  XX.  Il  faut  prendre  la  moitié  de  cette  fomme  ^' 
qui  fera  ^* -''  =5  a;  ^  &  faire  iCC ,  fB  chacune  égale  d  5-î:j**'/-f 
=s  51^  _3  ^  ^  g^  1^5  points  C  bL  B  feront  chacun  un  point 
<ie  la  courbé  B  AC  formée  par  la  chaînette.  On  trouvera 
de  même  les  autres  points  deux  à  deux.  Car  ,  par  la  coni^ 
trudîon  ,  en  prenant  fKhifm  chacune ^=s,dC  =^dy:sBziii 

=y^=r ,  BK  &  fon  égale  Èf  font  chacune  =/  =:  S.  ^  =3 

S.  v^=f  =  BC  =  DB ,  &  c*eft  Téquatîon  de  la  courbe.  De 
plus  les  logarithmes  égaux  MK  ^  Effont ,  par  la  conftruc^ 

tîon ,  les  logarithmes  Je  prQîxïicr  de  KZ^ss9x^smix^Vxx~aa^ 
&  le  fécond  de  /*/=  ^  =  ;c  —  \^xx~aa ,  &  la  moitié  de  la 
fomme  J^ta  ^==zKC=.fB ,  eft  égale  à  la  coupée  ED  (x)  de 
Ja  courbe  BAC  j  parceque  c*eft  la  coupée  (x)  de  la  courbe 
BAC  qui  fe  trouve  dans  Texpreffion  ^iy  =  ^  =  V^^*  ^  & 
dans  i^=  X  +;V'Arx_lf^.  Enfin  en  tirant  Ip  &  /p,  de  façon 
que  dC{dy)  foit  égale  à  /p  &  à  ^^ ,  &  la  tangente  ZS  ^&i 
nommant  ^X  (  x  -h  V^rx-^i^  )  j  Zp  fera  ^"Vl^J"^" ,  /p 

=/>iC  fera ,  par  la  conftruélion ,  ^  =  ^  =  ^^^  .  &  iC  5 
fera  =1^  j  &  Ton  aura  cette  proportion  Zp  (^^Vj^-^^tj^^j 

,  /p  (  ^  )  :  :  *ZiC  (  X  ^-  v'xxZT^  )  •  KS  {a) ,  qui  donne  Téqûa-  t 
tion  de  la  courbe  dy  =  :7===. 


Exemple    IV. 


\ 


1 

8  52,  uVPPOSANT  qu^un  corps  fefant,  étant  mu  parfafenlepefan^  Fxo.  LXIL 
3r^«r  3  ^/^/i/^  ^//^r  du  point  A  irî  /^«>/«/  K  qui  font  donnés ,  non  pas 
dans  la  même  verticale  ^  mais  dans  la  droite  A  K  qui  fait  un  angle 
aigu  KAB  avec  l* horizontale  ABD  i trouver  la  courèe  ACGK 
qui  doit  désrire  ce  corps  par  fa  feule,  pe fauteur  pour  aller  de  ^ 

Dddij 
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59^  Analyse    demontïle^e; 

enl^  U  plus  vite  qu'il  efi  fQJffihU  y  c^efi^k^ire  y  en  y  employant  le 
moins  de  tems  qu'il  cft  foj^ble^ 

V  J  U'  o  N  imagine  que  la  courbe  qu'on  cherche,  eft  ACEGKy 
il  eft  évident  qu'en  prenant  deux  parties  voîfîncs  quelcon.. 
ques  infiniment  petites  CE^EG  de  la  courbe^  le, mobile  doic 
.  employer  à  les  parcourir  le  moindre  tems  poflîble  j  car  s*iL 
employoit  plus  de  tems  à  parcourir  les  deux  particules  CE  ^ 
EG ,  que  deux  autres  CH^  HG  qu'on  pourroît  imaginer,  il 
eft  clair  que  la  courbe  qu'on  cherche  feroit  ACHGK  ^  &  non 
pas  ACEGK ,  contre  la  fuppofition. 

Pour  refoudre  le  Problême  ^  on  va  chercher  par  les  con- 
ditions données  une  propriété  commune  i  ces  deux  particu- 
les C£,£  G,  c'eft.  à- dire  qui  foit  exprimée  par  une  même 
équation,  &ce  fera  l'équation  de  la  courbe  qui  exprime  une 
propriété  qui  convient  à  chacun  de  Tes  points  ou  a  chacune 
des  parties  infînimenrpetites  dont  elle  eft  compofée. 

On  prendra  les  coupées  fur  Thorizoncale  ABD  ^ti  les 
ordonnées  feront  les  verticales  J9C,  JDjB,  jFG  ,  &c..6c  ay^nc 
pris  les  deux  parties  infiniment  petites  CE  y  EG ,  qu'oo-confî- 
derera  comme  changeantes  ,on  nommera  CE  (;0,  £G(«); 
&  comme  on  les  fuppoiè  prifès  à  une  hauteur  conn4ie ,  lesi 
^  ordonnées  £C  ^DE  feront  regardées  comme  connues  5  & 
on  nommera  ^C(^),D£(^),&  Ton  mènera  les  horizon^ 
taies  C/,  EZ  j  off  regardera  lès  points  C,  G  comme  donnés 
de  pofition  fur  le  plan  vertical ,  &  C/,  EL  auffi  données  de 
pofitîon  j  mais  les  petites  par tfes.  de  la  courbe  Cî,  JEGétanc 
regardées  comme  changeantes  ,  il  faut  qu'on  puiflTe  les  faire 
Joindre  i  un  point  E  fur  l'horizontale  ZE  donnée  de  poff- 
«ion  j  de  façon  que  le  tems  que  le  mobile  empîoyera  a  lés 
t  parcourir ,  loît  moindre  que  le  tems  qu'il  emploiroit  à  par- 
.  courir  deux  autres  petites  partîes^de  courbe  CH ,  HG  qui >fe 
}oîndroient  à  vun  point  H  difFérent  de  J5.  Cela  fuppolé,  le 
mobile  étant  defcendu  de  la  hauteur  ^C  quand  il.  parcourt 
CE  ^  &  de  la  hauteur  DE  quand  il  parcourt  EG  ^  la  vitefle 

*  308^  avec  la-quelle  il  parcourt  CE  doTt  s^'èxprîmer*  par  V'-BC(v^A), 
&  y/ DE  {y/e)  fera. la  vitefle  avec  laquelle  il  parcourt  EG  ^.& 

"*  3  o  I .  Te  tems  qu'il  employé  à  parcourir  C  JE  s'exprimera  par  *  ^~    ^ 
Cçr^}  de  mcme^^  (^)  exprimera  Je  tems  qu'il  employé  à 
parcourir  EG.   Or  il  faut  par  les  conditions xitiJ?robLême> 
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qtie  la  fomme  cfe  ces  deux  tems  ^  h-  -^,  foît  un  moindre  ^  par 
conféquent  la  différentielle  de  cette  expreflîon  doit  être  *  ëga-  *  5  J  6. 
le  â  zéro  j  ce  qui  donne  Téquation  ^  -h  ^  =  o. 

Qu'on  imagine  à  préfenc  dans  ZE  prolongée  en  H  k 
ligne  £  iï  infiniment  petite  par  raport  a  EL  ,  c'eft-à-dire, 
que  J5//eft  un  infiniment  petit  du  fécond  genre ,  puîfque  EL^ 
différentielle  de  la  coupée ,  efl  un  infiniment  petit  du  premier 
genre  :  Qu*on  tire  CH  y  GH^tc  du  centre  C  avec  le  rayon  CE 
le  petit  arc  Em  qui  rencontre  CH  ea  ;» ,  &  de  même  du  cen- 
tre G  avec  le  rayon  G£  le  petit  are  £»  5  il  efl:  évident  que  Hm 
eft  la  différences^ de  CE  (O  s  &  comme  C£  va  en  dimi- 
nuant ,  étant  plus  grande  que  CH  de  Texcès  Hm ,  Hm  eft 
une  différence  négative  ^.ainfi  Hm  =  —  dz^  De  même  Hn 
^=du\^  &  ^/«  eft  pofitîve  ^  parceque  G  M  («)  augmente  en 
devenant  GH  de  la. différentielle  Hn{du  ).  Les  angles  C^/^ 
Jf £;»  font  égaux ,  faiiant  chaoun  un  angle  droit  avec  Tan^ 
gle  CEH.  Les  angles  HEn\,  EGL  font  auffi  égaux  ^  faifànt 
eliâcun  un  angle  droit  avec  Tàngle  GEZ  -^  car  ,  à  caufc  da 
triangle  GE£  reâiangle  en  Z ,  EGL  -f-  GEL  font  un  angler 
droit  ^  &  les  trois  angks  au  point  E  fur  HZ  ^HEn-^^nEG 
-^GEZ  faifànt  deux  angles  droits ,  &  nEG  étant  droit ,  H  En 
-H  G£Z  valent  un  angte  droit.  En  prenant  -Ff£  pour  Icrayon^ 
jfm  {—dsO  eft  le  finus  de  Tangle  HEm=zCEI,  &cHn{du} 
eft  le  finus  de  H  En  =  EGZ.  D'où  l*on  voit  qu'en  donnant 
un  rayon  égal  aux  angles  CEI ,  EGZ ,  Hm  (  —  dxj  eft  à  -fiT» 
(  S«  )  comme  le  finus  de  CEI  au  finusde  EGZ. 

Si  l'on  fart  donc  Cgi=iEG^Sc  qu'on  tire  g/  parallèle  à  EI^ 
l'angle  Cg/feraégalàC£/,&les  rayons  Cg,  £G,  étant  égaux^ 
Cî  finus  de  l'angle  Cgl^  égal  à  l'angle  CEI^  fera  à  -EX  finus 
de  EGZ  y  comme  —  ds^&t  à  du^  Or  nommant  CI  {m),  ic 
EZ  {n)\on  trouvera (  à  caufe  des  bafes  parallèles  El^gl  de 
fangle  ECI  )  la  valeur  de  Cl  par  cette  proportion  CE{sQ^ 
Cgzssz  EG  (u}  :.:  CI^m\  .  Cl=^f^  On  vient  de  démontrer 
que-Ff>«(— ^^)./f»  (.^»).  riC/C^i^)  .EZ{n).  D^nc^«=t 
—  "St^.-  Il  faut  fubftitùer  cette  valeur  de  du  dans  l'équation 
^  +  f^  =  o  ,  &  elle  deviendra  ^  — ^^^^^  =  o  5  d'où  l'on 
tire  mu  xVe  =z  n^x  \^^3  &  divifaat  chaque  membre  par  ^»> 
on  aura  ''-^—^  ==  ^X-  5  c'eft-à-dire  (  en  meaant  les  lignes 
exprimées,  par  les  lettres  )  ££J^JS  =  ^^'^^'^^'  j  ce  qui  faii: 

Dddiîi 
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voir  que  c'eft  une  propriëcé  commune  à  chaque  partie  iofi- 
nimenc  petite  de  la  courbe  qu'on  cherche,  que  le  produit  de 
cette  partie  ou  de  ce  petit  arc  par  la  racine  de  fon  ordotu 
née  ,  divifc  par  la  différentielle  de  fa  coupée ,  eft ,  pour  cha- 
/  cune  j  la  même  grandeur ,  c'eft-a-dire  égal  à  une  grandeur 

confiante  ^  ainfî  nommant  chaque  coupée  ^J3  (  x  ) ,  chaque 
^  ordonnée  J?C (^ ) ,  chacun  des  arcs  de  la  courbe  (u)  i  corn-. 

.  mencer  au  point  J/ ,  &  la  grandeur  confiante  (  Va) ,  t équation 

*  5  Si.  de  la  courbe  fera  ^^=  >/ a  j  ou  bien  (  à  caufe  de  *^«  =3 

Or  on  déduit  de  ^JJ^  =  Va ,  dx  =  '-^^  5  ce  qui  don- 
ne i^AT*  =  ^*  X 1 5  &  mettant  ces  valeurs  de  dx  &  de  dx^  dans 
Vy  X  Vdx"-  -+-.  dy"^  ^ssz  dx  x  Va  ;  Ton  trouve  Vy  x  V^du^  -h  dy^ 
sssdu  X  Vy  j  qui  fe  réduit  à. a— y  x  du^  =  ady^  j  d'où  l*on 
déduit  du  s=x  dy  x  V-prj  j  prenant  les  intégrales ,  on  trouve 

«  =  —  \xa^  X  a  — y  ^  ,  oui  devient ,  en  fuppofant  a  — ^ 

*  j^^(>.  =ï;^,»= —  i\/^5;.,  qui  eft  réquatîon  delà  cycloïde/ dont 

le  cercle  PSR ,  qui  fert  à  la  former ,  a  fon  diamètre  /^i^  ^=^^ 
-P^=/,iei:^=  ^ — j^  =  ^jla  corde  ^5  =^Vax  a  — y 
=  Vax^'y  le  (îgne  négatif  fait  voir  que  ce  n'eft  pas  Tare  jiC 
de  la  cycloïde ,  mais  Tare  CR  ,  qui  eft  »  =  —  iV^^.  D'où 
l'on  voit  que  la  courbe  j4CGR  de  la  plus  prompte  defcente^ 
eft  une  cycloïde*  Ce  quHlfalloit  trouver. 

Exemple    V. 

833.  Trouver  lafiprecourh  qu'il  faut  donner  k  la  froue  d'un 
Vaiffeau ,  afin  qu'il  vogue  dans  la  mer  avec  la  plus  grande  viteffe 
foJJtble\ou  y  ce  qui  revient  au  même  ^  afin  qu'il  trouve  dans  Peau 
de  la  mer  la  moindre  rè fi  fiance  foMble. 

Fz«*  Lxra.  On  réduira  ici  la  queftion  à  trouver  quelle  eft  la  courbe 
CEG ,  qui  tournant  autour  de  fon  axe  BDF ,  doit  former  la 
furface  courbe  d'un  corps  qui  y  allant  dans  l'eau  /ùivant  la 
dîreâion  de  fon  axe  EBBAN ,  trouve ,  de  la  part  de  l'eau , 
la  moindre  réfiftance  poffible. 

11  feut  prendre ,  comme  dans  l'Exemple  précédent ,  deux 
pitiés  voifînes  ,  chacune  infiniment  petite  ,  de  la  courbe  ^ 
eamme  C£ ,  JBG ,  &  mener  les  ordonnées  BC ,  BE  y  EG  ^  & 
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les.  parallèles  i  Paxe ,  C7,  LE,  Et  comme ,  en  fuppofant  que  la 
furhtce  formée  par  la  courbe  Te  meut  dans  Teau  en  repos 
fuivanc  la  direûion  F  DBA  ^  elle  trouve  une  réfîftance  pré* 
cifémenc  égale  â  TefFort  que  feroît  l*eau  ,  qu'on  fuppofcroît 
fe mouvoir  ,  fuîvant  la  même  dîreftîon  -^-SZ),.vers  le  côté 
oppofé.,  contre  cette  même  furface  fuppofée  en  repos  j  en 
fuîvant  cette  dernière  fuppofîtion  ,  on  prendra ,  fur  7Cpro-r 
longée  y  CK  pour  la  hauteur  du  volume  d*eau  qui  viendroît 
heurter  contre  la  zone  formée  par  la  révolution  de  la  petite 
partie  CE  autour  de  Taxe  JBD.  La  même  CK  peut  auffi  mar^ 
quer  le  filet  d*eau  qui  vient  frapper  le  point  C  y  &  les  parai- 
leles  à  CK  dans  le  même  plan  y  peuvent  marquer  les  filets 
d*eau  qui  viennent  poufler  la  petite  partie  CE. 

Or  en  tirant  par  C  la  perpendiculaire  pCP  â  la  courbe ,  & 
du  point  K  yKp  perpendicularre  fur  Cp^&c  enfin  de  p  tirant 
fq  perpendiculaire  fur  CK  ,  op  trouvera  ainfi  TexprefEon  de 
Teffort  du  quadrilatère  d*eau  frappant  perpendiculairement 
OC-:^  El ^  iù  obliquement  CE.  Si  CK  exprime  TefFort  entier 
de  ce  qimdrîlatére  d*eaa  contre  OC,  on  doit  prendre /^C pour 
marquer  *  TefFort  de  ce  même  quadrilatère  contre  CE  fui-  *  3  i  g^. 
vant  la  direction /ïCP  perpendiculaire  à  CJÇ.  Et^C  exprimant 
Peflfbrt  de  Teau  contre  C£  fui  vant  la  diredion  perpendiculai- 
re CP ,  la  drofte  fC  *doit  marquer  Teffbrt  de  la  même  eau  *  j  1 8, 
contre  CE  fuîvant  la  dîreâîon  CI  parallèle  à  l'axe  JBD^ 

D'où  l*bn  voît  que  TcfFort  de  Teau  contre  CO  qu'elle  ren- 
contre perpendiculairement  fùivant  la  dîreâîon  de  l'axe , 
cft  à  TefFort  de  la  même  eau  contre  CE  fuivant  la  même 
direûion  CI  parallèle  à  Taxe  ,  comme  KC  eft  à  ^ C  ,  c^eft-à- 
dire  en  raiTon  doublée  de  KCipC ,  (  car  KC  .pC-.ipC .  qC.)' 
Or  les  triangles  redanglcs  CEI ^CKf  font  femblabies ,  £C/^i 
pCK  faifknt  enfemble  un  angle  droit  (  à  caufe  des  trois  an- 

Î;les  ICE^  ECp  ypCK  égaux  â  deux  droits  ^  &  que  ECp ^ 
uî  feul un  angle  droit  j  )  par  conféquent  KC .  qC  :: Icc^ . pc^ 
:  :  C£^.  £?*.  On  peut  donc  cxprfmer  le  raport  de  TefFort  de- 
Teau  contre  CO  ou  contre  fon  égale  El  fuivant  la  direûion     - 
de  Taxe  ,à  l*efiort  de  la  même  eau  contre  CE  fuivant  la 

^  .  CE* 

même  dfreûîon  de  Taxe ,  par  :=?  Et  comme  Ja  réfiftance 

m  ML  l 

4e  CO  ^:=^EI  y&  de  CE  contre  TcfFort  de  l'eau  quF  les  poufïè-^ 
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xoic  {uivanc  la  direâion  de  Taxe ,  eft  égale  à  la  rëfîftance  que 

doirent  trouver  CO  icCEen  pouflant  elles-mêmes  Teau  en 

repos  j  le  même  raport  =:?  exprimera  le  raport  de  ces  réfî- 

fiances. 

Pour  avoir  à  prefenc  Texpreffion  de  la'  rëfîftance  de  la 
2one  formée  par  la  révolution  de  CE  autour  de  Taxe  £D, 
il  faut  trouver  Texpreffion  de  la  furface  ou  couronne  formée 
par  OC  ou  par  fon  égale  £7 autour  de  Taxe  £D.  Pour  cela, 
en  fuppofant  que  7  exprime  le  raport  du  rayon  à  la  circon- 
férence ,  nommant  -D-(^  -^^iy  ) ,  &  JS /  ( </j^) ,  &  faifant  r 
.c  II  BE .  î~5  s—  '"^i^ài  ^  ce  quatrième  terme  exprimera 

la  circonférence  dont  DE  eft  le  rayon ,  &  \  JDEx  'JSJll  =  ^^^ 
r~  fera  Paire  de  ce  cercle.  De  même  '-^^^  =  Çi 


rX  y-t-d. 


fera  laîre  du  cercle  dont  JD/  ou  £C  (y)  eft  le  rayon  5  &  ôtanc 
le  moindre  de  ces  cercles  do  pïus  grande  le  refte^^^^*^^^**"^^^* 

=  '-^  (  à  caufe  de  dy^  infiniment  petite  par  raport  à  yiy  ) 
fera  la  furface  ou  la  couronne  formée  par  la  révolution  de  El 
autour  de  Taxe-ff-D-,  &  remettant  les  lignes  de  la*  figure  à 
la  place  des  lettres , on  aura,  pour  cette  furface ,  i2Si£2L£.'.  En 

fuppofant  la  hauteur  du  folide  d*eau  ,  que  rencontre  cette 
furface ,  égale  i  Punité ,  &  la  vîtefle  de  ce  folîde  d*eau ,  dans 
la  fuppofîtîon  qu'il  fut  en  mouvement^  aufS  égale  à  i .  £iL5£ïi.' 
fera  Texpfeffion  de  l'effort  de  ce  folîde  d*eau  en  mouvement 
contre  cette  furface  en  repos,  &  par  conféquent  de  la  réfî^ 
ftance  aue  trouve  la  furface  formée  par  la  révolution  de  El 
autour  de  Taxe  BD ,  en  fuppofant  qu'elle  fe  meut  contre  Teau 
en  repos.  Or  le  raport  ^  de  la  réfiftance  de  El  à  celle  de  C£ 

iiiîvant  la  dîredîon  de  Taxe,  eft  if.  5  faîfant  donc  cette 
proportion  cIe  .  J7*::  i2L5£2iJL'  .  t2llL^^  ^  le  quatrième 

f 

terme  - — zz:^^  fera  Texpreflion  de  la  réfiftance  que  trouve 

la  zone  formée  par  la  révolution  de  CE  autour  de  Taxe  BU , 
a  fe  mouvoir  dans  Teau  fuivantladireaiondeTaxe  J5J?-^. 
Par  les  mêmes  raifgns ,  'iSsÇ^  fera  la  ^Cftance  de  la, 

petite 
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^tite  zone  Voifîne.  formée  par  la  révolution  de  GE  autour 
du  même  axe  £D.  ^ 

Ainfi  fuppofanc  les  changeantes  C^s»^,  GE:=zu^  &  les 
confiantes,  regardées  comme  connues  par  raport  à  ces  deux 
petites  parties  delà  courbe,  C^ = ^,  2)£  =a=  ^,  EI^^f,ZG^=^g^ 
C2=sm,  EZ=ny  la  fomme  des  refiftances  des  deux  petites 
^ones  voîfînes  formées  par  la  révolution  de  CEy  EG  autour 
,  de  Taxe  JSDF,  fera  '-^^-^'é'.  ^u  bien  (  en  divifant  Tun  & 
Tautre  ternie  par  j- ,  ce  qui  n'en  change  point  la  valeur  )  f^fi 
H-  ^.  Or  cette  fomme  par  les  conditions  du  Problême,  elfc 
mmoindrcj  par  confequent  *  fa  différentielle  *§i^  4- £^=ao.  *5y^,- 

Or  en  prenant  fur  ZjB  prolongée  en  JFf,  la  droite  EH  in. 
finiment  petite  par  raport  à  LE^  tirant  les  droites  CHyGHj 
èc  du  centre  C  avec  le  rayon  C£,  le  petit  arc  Em  qui  rencon^ 
tre  CH  prolongée  en  m  y  te  du  centre  G  avec  le  rayon  GE^ 
V^rc En  qui  rencontre  Gff  en  m  on  prouvera,  comme  dans 
1«  Problême  précèdent ,  que  Tangle  mEH=:  CEIy  &  nEH 
«a  EGLi  que  Hm  eft  —  dx^,  &  Hn  eft  dui  &,  en  prenant 
les  rayons  égaux  cE=^GE^i>i  tirant >/  parallèle  à  CIi  que 
Hm{ — dx^  eft  d  Hn  {du)  ^  comme  le  fînus  ci  de  Tangle  CEI  y 
eft  au  finus  EL  de  Tangle  EGL  i  ainfi  CE{zJ.  cE=zGE{ii) 
:^'CI{m).ci:=^^y&cHm{^djO.Hn(du)::ci{^).  EZ[n)^ 
€e  qui  donne  ^»  c=s  —  ''^.  Subftituant  cette  valeur  dans 
Téquation  précédente  ,  elle  devient  ^^  —  sii-iis  s=  o 
d'où  Ton  tire  ^gs  =»  £2!jf .  c^eft-à-dîre  (  en  remettantes  droites 

de  la  figure  â la  place  des  lettres )  cbxej^^ci  _.  dexÛ^xkjl 

ce  qui  fait  voir,  que  c*eft  une  propriété  commune  â  chaque 
partie  infiniment  petite  de  la  courbe  qu'on  cherche  j  que  le 
produit  de  fon  ordonnée  par  la  trpifiéme  puîflànce  de  la 
différence  de  la  même  ordonnée ,  &  par  la  différence  de  fa 
coupée,  divîfé  par  la  quatrième  puifuince  de  cet  arc  infini- 
ment  petit  de  la  courbe ,  eft ,  pour  chacun  de  ces  petits  arcs, 
une  même  grandeur,  c'eft-à-dire,  qu'il  eft  par  tout  égal  i 
une  même  grandeur  conftante. 

Ainfi  fuppofant  chaque  coupée  JÎD^  -ff i^^  &c. = x ,  chaque 

ordonnée  £Cy  D£,  EG^  &c.  =  y,  chacun  des  arcs  finis  de  la 

courbe  depuis  l'origine  =  « ^  Se  la  conftante  a ,  l'équation  de 

U  courbe  qu'on  cherche ^  (\ox  exprime  une  propriété  commune. 

Tome  II.  Eee 


^ 
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à  chacune  des  parties  infiniment  petites  de  cette  courbe^ 

fera  2:^^"?  z=s:  a  î  ou  bien  y d^dx^^  adu^^y  ou  bien  (à  caufe 

»  5«*.  de  </«  =  *  ^dx^'-^d/)  ydy^dx  =  adx^-^-  ladx^dy^  -*-  a  dy^. 
On  fuppofera,  pour  fcparer  les  changeantes,  dx  =  ^^  ^  Sa 
fubftituant  les  valeurs  de  dx  &  de  fcs  puîflances  dans  l'cqua- 
tien.  Ton  trouvera ^=  ^  -*-  i;;^-*-^^  en  prenant  les  diffé- 
rences, on  aura  dy=  ^■^^"*"  ^^^ — ^-  Par  confequenç 
^x  =  i^  =  îii^  -H  i^  —  —  i  &  >  prenant  les  intégrales ,  on 
trouvera  ;^:  sa  ii!  -*-  ^i: —  S.:^:  d*où  Ton  voit  qu*îl  faudra. 

fc  fervir  de  la  logarîthnairjue  pour  conftruire  la  courbe  S.  ^ 

étant  le  logarithme  de  s;. 
Si  Ton  fuppofe^  =  o ,  v  =:^  ii-4-  2^-4-  ff  donnera  Tcqua- 

tîon  ^*-*-i£^^H-^*=o,  où  Ton  trouvera  ^^=a.  — ^^^^ 
&  -^=:  v^  —  ^^  ;  cette  valeur  imaginaire  de  ;^  qui- vient  de 
Ja  fuppofition  ;r  =  o ,  fait  voir  quejr  ne  peut  pas  être  zero^ 
&  que  la  courbe  GEC  ne  rencontre  pas  Ion  axe  SD.  Pour 
trouver  la  moindre  y  ^  il  faut  fuppofer  ^==05  ce  qui  don-. 
ncra dy^ssii^dl-^  idz^ — :Lil^=o,  qui  fe  réduit  i^-^^aax^ 

—  y  ^*=  G ,  d*où  Ton  tire  x^rzszay/\  à  Torigine  des^  &  dts  x  ; 
&  lubftîtuant  cette  valeur  de  y  dans  y-  =  LÎH- 2;r-*-ii,  oai 

trouvera  que  la  moindre  y  ^.i  l'origine  de  la  courbe  &  des  x^ 

Si  Ton  fuppofe  Ar  =  o^  &en  même  temps  le  logarithme? 

—  S.  iiS.=s  o-,  l'équation  x  =»  llV  1^—  S.  ^==  o,  devien-* 

dra  il!  -Hiiss  0  j  &  comme  au  point  de  l'axe ^  oii;x.=  o^ 

l'on  a  trouvé  ^-s^r^ V  jj  en  mettant  cette  valeur  de  5;^ dans 
la  dernière  équation,  Ton  trouve  la  quantité  confiante -+*/^iî^  ; 
.  ce  qui  fait  voir*  qu'il  faut  ajouter,  a  Tintegrale  qui  contient 
la  valeur  de  x^la  quantité  confiante  —  ^  ^  avec  le  fîgne — ^ 
pour  avoir  l'intégrale  complète  x  =^  i^-i-^'—  ^a  —  S.  ^. 

Ces  chofes  fuppofées  ^  voici  la.  manière  de  conûruire  la., 
courbe. 

ConfiruBion  de  la  Courbe. 

1^.  Il  faut  tracer  la  droite  ^^Di^  qu'on  prendra  pour  Taxe  ^ 
de  la  courbe  :  on  en  fuppofera  l'origine  au  point  jB  ^hL  les 


»i8, 


.     L  I  y  8.  E    V  I  I  L  405. 

coupées  X  feront  BB ^  BF  ytcc.  on  élèvera  à  Tongine  B^  la 
.perpendiculaire  BCT  indéterminée  des  deux  côtés  j  & 
4iyant  pris  BM ^  de  la  longueur  qu'on  voudra,  pour  la  con- 
stante ^t=  BM^  on  fera  ^C,  qm  eft  X^pwindre y^rs::^^a 
V|,  &  le  point  C  fera  le  premier  point  de  la  courbe ,  oa 
Je  point  qui  répond  à  Porigine  à^s  coupées  x  &  des  ordon- 
nées j^. 

x^.  Pour  avoir  chacun  des  autres  points  de  la  courbe , 
^omme  le  point  G,  on  prolongera  BA  vers  N  tant  qu'on 
voudra,  on  prendra  les  ;^fur  cette  droite  &  fur  les  parallèles 
â  cette  droite  ^  &  elles  iront  de  Torigine  B  vers  A  &  vers  N  j 
^  ayant  trouvé  à  Porigîne  B  que  iç  =  ^v^  1,  on  fera  BA 
8=5  ^V'f ,  &  l'on  tracera  par  le  point  A  une  logarithmique 
RAS  5  dont  Taxe  ou  la  lignées  logarithmes  fera  BT  pour 

Us  pofitifs  S.  îiS  &  BJT  pçKfr  les  négatifs  —  S.  iS,  &  dont  la 

foutangente,  qui  fe  doit  trouver  fur  Taxe  TBJT^  doit  par- 
tout être  égale  à  la  confiante  ^=:5Af.  Et  comme  c'eft  une 
chofè  arbitraire  de  prendre-  telle  ordonnée  qu'on  voudra 
pour  celle  qui  doit  être  à  Torîgine  des  logarithmes,  on  pren- 
dra, pour  cette  conftrudîon,  BA  «=x^  v^ypour  l'ordonnée 
de  la  logarithmique  à  l'origine  By  dont  le  logarithme  cft 
^ero.  Il  eft  évident  que  tous  les  logarithmes  au-delTus  de  ^^ 
comme  ^7*  ou  une  parallèle  à  BT^  comme  NRj  font  ex- 
primés par-f-  S.  ^  *s=/.  x>  &  que  ceux  qui  font  au-deflbus 

de  ^3  comme  hr,  font  exprimés  par  —  S.—  = — 1.^. 

3^  Il  ne  faut  plus,  pour  trouver  chaque  point  G  de  la 
courbe  ,  que  prendre  B  -AT  d'une  longueur  arbitraire  & 
connue,  &  la  nommer  z^i  élever  par  le  point  7/  la  perpen- 
diculaire 2VR  qui  fera  égale  au  logarithme  de  B2/{car  on 
peut  imaginer  BNan  point  R  menée  de  R  jufqu'à  l'axe  BT 
de  la  logarithmique  )  &  2^R  fera  =4-  S.  -s^^ou  il.s^  Il  faut 

enfuite  prendre BJF  (a:)=  iî^^ -h  ^ —  -^^  —  2/R^  &  pren- 
dre BT  (j')=s^-t-i^-*-r 5  &  ^ûfi"^  tirer i?G  parallèle  â  BT^ 
&  TG  parallèle  à  ADF  ;  &  il  eft  évident  que  le  point  G^  où 
ces  deux  lignes  fe  rencontreront,  fera  un  point  delà  courbe. 
Ce  qu  il  fallait  trouver.  On  trouvera  les  autres  points  delà 
courbe  de  la  même  manière. 

• 

Eee  ij 


404  Analyse  demoîïtrb*i. 

r  e  m  a  b.  q^u  e  ç. 

I. 

m 

s  I  l*on  tire  par  M  la  droite  MN^  elle  fera  parallèle  i  Ix 
tangente  de  la  courbe  au  point  G  ^  qu'on  a  trouvé  par  le 
moyen  de  SN  (  zj  5  car,  par  la  conftrudion,  rf;c  =aE=  ^ .  d*où 
Ton  tire  GZ  {dy).  ZE{dx)  ::  BM{a).  J?i\r (O-- ainfi  les: 
angles  droits  GZJB,  MBNy  ayant  leurs  côtés  proportionnels^ 
les  angles  G  6c  M  font  égaux,  comme  auflî  £  &  iSTj  &  par 
confequent  Thy potenufe  MN  prolongée  eft  paralleleà  Pûy. 
porenufe  GE  qui  eft  une  petite  partie  de  la  tangente  de  la 
courbe  au  point  G.  D*oùil  fuit  que  M^  eft  parallèle  à  la 
'  tangente  au  premier  point  C  de  la  courbe  qui  répond  à 

Torîgine  S.  D'où  Ton  voit  aulTî  que  les  foutangentes  des 
points  de  la  courbe  augmentent  du  côté  de  iV  à  mefure  que 
,  ces  points  s'éloignent  de  l'origine,  &  la  courbe  (e  trouvant 
entre  les  tangentes  &  Taxe  ^  tourne  fa  concavité  du  côté  de' 
Taxe  BD. 

IL 

Quand  on  prend  5^(;Q  plus  grande  que  SA ,  on  décrie 
ta  courbe  CJ50  5  mais  en  prenant  Bn  moindre  que  JBj4  ^  on 
décrit  une  autre  branche  de  la  courbe  CP^j  &il  y  a  un  point 
de  rebrouflement  au  point  C.  Les  logarithmes  n  r  négatifs 
sas  —  S.  ^  =  — /.  3^,  le  prennent  poficivenaent  pour  trouver 
^  les  coupées  BF  {x)'^  parceque  le  figne  du  logarithme  étant 

négatif  dans  la  valeur  de  x  =  |^,  -h  ^  —  -^^a  —  S.^,  cela 

,   marque  qu'il  faut  ôter  le  logarithme  n-r  ^  &  pour  ôter  ua 
logarithme  négatif,  il  faut  l'ajouter.  Cette  féconde  branche 
j  C^  de  la  courbe  qui  fatisfait  au  Problême  comme  la  pre- 

i  miere  CG  ^  a  ùl  convexité  tournée  du  côte  de  l'axe  BD»- 

puifque  Ces  tangentes  étant  parallèles  aux  Mn  qui  leur  ré- 
pondent, elles  fe  trouvent  entre  cette  branche  &  l'axe  £D. 

m. 

Si  l'on  fait  tourner  laquelle  on  voudra  des  deux  branches 
de  cette  courbe  autour  de  Taxe  £D^  elle  formera  par  fa 
révolution  la  figure  qu'il  faut  donner  à  la  furface  de  la  par- 
tie de  la  proue  d'un  vaiflèau  qui  doit  être  dans  l'eau ,  &  le 
va'fïèau  avec  cette  figure  trouvera  dans  l'eau  la  mvindrc 
jefîftance  poflible.  Si  l'on  vouloit  rendre  la  proue  pointue^ 
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on  poTirroîc  y  ajouter  li  figure  conique  que  formeroit  la 
tangente  au  point  C  parallèle  à  JVf  ^  ,  par  fa  révolution 
autour  de  Taxe  ABB. 

ExempleVL 

^54-  Trouver  fur  un  plan  vertical  la  courbe  REF  M,  far  laquelle  FhkIXIV. 
un  corps  M ,  defcendantpar  le  feul  mouvement  que  lui  donne  fa 
fefanteur  ,  la  ffejfe  dans  chacun  de  fes  points  M  avec  une  force 
confiante  toujours  égale  au  poids  dé  ce  corps  >  c^efi^à-dire  y  quUl 
frejfe  chaque  point  de  cette  courbe  avec  la  même  force  quUl  preffe- 
voit  le  point  d'un  plan  horitgntal  fur  lequel  ce  corps pefant  feroit 
en  repos  y' ou  y  ce  qui  revient  au  ntime  ^  en  fùppQfant  que  la  courbe 
CHG  efi  la  développée  de  la  courbe  BEFM  qu^on  cherche ,  il  faut  ' 

que  le  poids  M  fufpendu  k  l'extrémité  M  d'un  fil  QlA  quienve^ 
lope  CHG ,  en  defcendant  librement  le  long  de  la  courbe  BEFM, 
tire  y  à  chaque  point  M  de  cette  courbe  y  le  fil  C  M  avec  une  force 
confiante  toujours  égale  à  la  force  avec  laquelle  il  tirtroit  le  même 
fil  par  fa  feule  pefanteur  fi  ce  corps  étoit  en  repos^. 

PR^EPAKATIONS     POUH     LA     RESOLUT  lOK. 

855.  JLEs  Ledeurs  yoyent  bien  q\ie  chacune  des  lignes  înfinu 
ment  petites  dont  on  conçoit  que  la  courbe  Jff'JSi^JVTeft 
compofé  y  étant  un  plan  incliné ,  le  corps  pefant  en  décri- 
vant cette  petite  ligne  ,  ne  peut  pas  k  pretfer  avec  toute  fa 
pefanteur,  mais  feulement  avec  une  partie  de  cette  pfefan- 
teur  qu*il  faut  déterminer  5  &  qA.i*il  eft  néccffaire  par  confé- 
quent  que  le  corps  ,  en  décrivant  chaque  petite  ligne  de  la 
courbe ,  ait ,  outre  fa  pefanteur ,  u«e  autre' force  (  qu'on  doit 
auilî  déterminer  )  qui  lui  vienne  pourtant  de  fa  feule  chute 
ou«  defcente  caufée  par  fa  pefanteur  5  laquelle  force  étant 
unie  à  la  partie  de  la  pefanteur  du  corps  qui  preflè  cette 
même  petite  partie  de  la  courbe  ,  il  fe  forrne,  de  ces  deux 
^  forces ,  un  effort  tou|oars  égal  â  Teffbrt  de  la  pefanteur  en- 
tière dexe  corps. 

%l6.  Pour  déterminer  la  partie  de  la  pefanteur  du  corps  M 
avec  laquelle  il  preflè  chaque  petite  ligtie  M  de  la  courbe 
que  Ton  cherche ,  on  fuppofera  que  cette  courbe  cfkBEFM  y 
que  l'horizontale  A  P ^n  eft  Taxe  ^  que  l'origine  des  cou. 
pées  AP  eft  au  point  fixe  A  5  que  les  ordonnées  font  P  M 
&  fes  parallèles ,  toutes  perpendiculaires  à  Taxe  Ap  j  que  la 

ec  uj 
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dcvelopce  de  cette  courbe  eft  CHG ,  que  le  fil,  dontrexrrd* 

mité  M  forme  la  courbe  en  fe  dcvelopant,  eft  CAf  j^ainfi  CM 

*  SOI.  cft  le  rayon  de  la  developée ,  &  par  conféquenc  *  perpendi- 

culaire à  la  courbe  BEF M  ^m  point  iVf  ^  &  la  tangente  de 
la  developée  au  point  C  :  &  l'on  peut  concevoir  la  petite 
partie  de  la  courbe  ao  point  Mj  .comifie  un. arc  infiniment 
petit  décrit  du  cewre  Cavec  le  rayon  CM:  Ces  çhofes  fup- 
pofées ,  oi».prendrà  fur  l'ordonnée  P  M  qui  reprcfènce  toute 
autre  ordonnée,  la  droite  MR  d'une  longueur  arbitraire ^ 
qu'on  nomn^era  {a) ,  mais  toujours  de  la  même  grandeur 
fur  chaque  ordonnée,  pour  marquer  TefForc  entier  de  Ix 
p.efanteur  du  corps  M  ;  on  tirera  RS  perpendiculaire  fur  CM. 

?  5i«-  Il  eft  évident  *  que  M  S  exprimera  la  partie  de  TefFort  de  la 
pefantçur  avec  laquelle  le  corps  M  preftè  ce  point  M  de  Ja 
courbe  £EF M. 

jgjy.  Pour  déterminer  la  féconde  force  caufée  par  la  defcente 
du  corps  pefant  M  depuis  ThorizQntale  AP ^  qui  doit  fe 
joindre  avec  la  partie ,  de  l'efibrt  de  la  feule  pefanteur ,  expri^ 
mée  par  MS  ^  afin  que  les  deux  enfemble  faflènt  une  force 
égale  â  Teffort  de  la  pefanteur  entière  exprimée  par  M  Ri 
il  faut  faire  attention  à  la  force  où  a  la  vitefle ,  (  on  ne  re-* 
gardera  ici  le  corps  M  que  comme  un  point ,  pour  ne  pas 
augmenter  les  difficultés,  ainfi  fa  force  &  fa  vitefle  font  la 
même  chofe  3  )  que  le  corps  M  en  defcendant  le  long  de  la 
courbe  BEF M  depuis  Thorizontale  AP ^  acquiert  par  fa 
chute  de  la  hauteur  PM  \  bc qu*avec  cette  viteflè  acquife  il 
décrit  dans  un  inftant  la  partie  Mm  infiniment  petite  de  la 
courbe.  Or  cette  vitefle  fuivant  la  petite  droite  Mm^  doit 
fe  partager  en  deux  parties.  Pour  \qs  bien  diftinguer,  il  faut 
prendre  deux  parties  égaies  infiniment  petites  de  la  courbe 
des  deux  côtés  du  point  M ,  fçavoir  tiM  &c  Mm  -,  mener  la 
tangente  Mn^u  point  ilf;  faire  Mn=:izM=^Mm'y  tirer 
du  centre  M  avec  le  rayon  Mm  le  petit  arc  mn  y  qu'on  peut 
prendre  pour  une  droite  infiniment  petite  perpendiculaire 
lur  Mn^  &  par  confèquent  parallèle  au  rayon  MC  de  la 
developée ,  &  tirer  mL  parallèle  i  Mn.^bi  par  confèquent 
perpendiculaire  au  rayon. Cilf  au  point  i;  6c  alors  on  verra 

*  5r7.  clairement  que  la  force  fuivante  M  m*  k  doit  partager  en 

deux ,  Tune  fuivant  la  tangente  Mn  ou  fuivant  fa  parallèle  Zm^ 
laquelle  ne  preflè  ou  ne  pouffe  point  la  courbe ,  U  ne  tire 
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«omt  le  fil  Cilf  luivânt  la  direûîon  CM ,  éifant  perpetrdfcit- 
laire  â  ce  fii  \  l'autre  fuivanc  la  dîreâîon  mn  ou  (^  parallèle 
Z  M  :  de  manier©  qu*en  fuppofant  que  jiém  marque  la  vïcefle 
ou  la  force  entière  fuivanc  Mm  avec  laquelle  le  corps  M 
décric  cette  partie  infiniment  petite  ilfwji  la  petite  droite  mn 
où  fon  égale  Z  M  marquera  la  pfartie  de  cette  force  ou  vîteffè 
<]ui  agit  fuivant  la  dïrcAioti  mn  ou  ZM  ^u  fil.  &  qui  tire 
k  fil  du  centrée fuîyant. la  dirèftîon  CM.  Ôeft  par  cette 
fcconde  force  fiiivant  mtr  o\i  ZM  (  qu'on  nomme  la  forcé 
ientrifuge  )  que  le  corps  M  pf  efïè  ou  pouflela  coutbe  au  pofric 
M  y  ou  tire  le  fil  CM  5  &  cette  féconde  force  fuivant  mn  efl: 
jrecifcment  la  partie  de  la  fprce' acquife  par  k  chute  du 
aorps-ilf  de  la  hauteur  /^  Jli  ,  qui  étant  jolotô  avec  la  partie 
MS  àt  Péfifort  defafeulcpefaiiteurcônndéréeàpaftj.foririe 
^effort  cntièr'avco  lequel  le  corps  M  preflè  le'  point  M  de 
la  courbe,  lequel  effort  entîeJr  doit  à  tous  les  points  de  la 
courbe  être  égîil  à.  Il  pefanteur  abfolue  de  ce  corps  ,  mar- 
quée par  M R  {a). 

t'i%^  D'où  Ton.  voit  »qUe  pbdî^  réfoudre  le  Problème ,  il  faut^. 
i^.  trouver  l*e3^preffion  analytique  de  l'effort  marqué  par  »i»- 
qui  convienne  à  tous  les  points  de  la  courbje  qu*on  cherche. 
tS".  Trouver  de?  même  Pexpréffion  de  la'  partie  de  la  pefan- 
tteur  marquée  par  MS.  5°..Suppofer  l.a  fomrtie  d^ce^  dci(^  ..  .. 
cxpreffiôns  égale  à' la  pefanteur  abfolue  du  corps  M  mari  '\  \ 
quée  par  ilf  jR  {*à  )./Vbici  là  maniere.de  trouver  Vexpreffion 
de  TefïbKt  marquée  par  w«. 

y}j-  '  CM  étant  le  rayon  de  la  developée  perpendiculaire  à  la' 
courbe  au  point  M  y  on  peut  concevoir  que  Parc  infiniment' 
petit  Mmdt  la;  courbe  ,.cft  auffi  Tare  d'un  cercle  décrit  dîi. 
dentreCpar  te  r^yon'CJ»^'^  (  car  le  fil  CM  en  fe  deyelopanc  - 
de  manière  qu*il  ne  forme  que  Pangle  infiniment  petit  MCm'y  ^ 
décrit  l*arc  de  cercle  Af;»,  )  & ,  à  caufe  de  la  petitefle  infinie ' 
^  cle  cet  arc  Mm^  on  peut  prendre  ce  petit  arc  pour  (k  corde. 
Or  le  quarré  de  la  corde  Jl^m* eft égalauproduîtdùdramè-  * t%u 
tre  entier ,  c*eft-à-dîre ,  de  zCiti"  par  le  Jmusv^fe  de  ctiift^' 

corde  quîeftlfciZJVf  =s=«i».'On  aura  donc Mw^  =iiCJif  xi" 

tn^i  d*où  Ton  déduira 7»»  ===  — ^.  Mais;M,«!etàBic  la  Id»-^/ 

gneuf  que  décrit  la  vicefle  qii*a  le  cox^sM  au'  p,ôirit: .  ji/  feit- 
4ant  uia  inftaat,  en  nommaût  c^te/vîcèllb  «>  <)î^  ^^^Ùt'^pVeii*  ' 
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drc  cette  longueur  M  m  pour  exprimer  cette  vîteflè  ^  en  ne 
la  comparant  avec  une  autre  viteflè  que  par  le  moyen  de 
la  longueur  que  cette  autre  fait  décrire  en  un  inftant.  £q 
nommant  aufli  (r)  le  rayon  Cil/,  on  aura  cette  expreflîon  de 

Teffort  m  n ,  fçavoîr  w  »  =  i^  =  —^ .  Cette  expreflîon  de 

la  force  centrifuge  mn  convient  a  la  force  centrifuge  de  tout 
arc  infiniment  petit  d'un  cercle  quelconque  ,  &  aufli  à  la 
force  centrifuge,  de  toute  partie  infiniment  petite  d'une 
courbe  par  raport  au  rayon  de  la  developée  qui  convient  i 
cette  petite  partie  de  courbe.  Il  faut  à  preiènt  la  détermû 
ner  à  exprimer  la  force  centrifuge  de  la  coi^rbe  de  notre 
Problême,  en  y  faifant  entrer  la  pefanteur  MR  {a)  &  lahau<» 
teur  FM.  Pour  le  faire  d'une  manière  qui  ne  laifle  aucune 
obfcurité  aux  Leâeurs  qui  commencent,  on  va  démontrer 
Içs  principes  (oivins  que  cela  fuppofe. 


Propofitions  démontrées  fur  les  chutes  des  corps 
pe/ans^  en  fuppofoMt  le  milieu  fins  réfiflance. 

Pkemieb.    Principe. 

g  -        Ç  VPPOSE'  qu^on  marque  le  temfs  entier  de  la  chute  libre  d*un 

P       *  *   ^  Cùrfi  fefant  far  la  droite  KYi^iont  l'origine  foit  en  k\  que  k& 

marque  une  partie  finie  ^  far  exemfle  la  moitié  de  ce  temfs  de  fuis 

le  commencement  de  la  chute ,  ^  qu^on  nomme  cette  fartie  de 

temfs  (t)  ;  AD  double  de  Ah  marquera  it.  Que  Nn  conçoive 

cette  droite  fartagée  enfarties  égales  infiniment fetites  Ah ,  hk , 

km  ,  &c.  ces  farties  feront  les  d  t  j  que  l^on  tire  far  chaque  divi^ 

fion  les  droites  faralleles  hi,  kl,  mn  ,  &c,  ^qu'elles  ayent 

enti elles  les  mêmes  raforts  que  les  vitejfes  quefroduit  la  fefan^^ 

teur  de  fuis  P  origine  jufqu*k  Nnfiant  que  termine  chacune  de  ces 

faralleles  ;  cejk^k^dire  que  h  i  marque  la  vitejfe  que  froduit  la 

fe fauteur  dans  le  f  rentier  infiant  marqué  far  A  h  5  k  1  /<^  viteffe 

qfC elle  froduit  dans  les  deux  f  rentiers  infians  A  k  j  m  n  ^^  vitejfe 

qu^elle  froduie  dans  les  trois  fremiers  infians  A  m  5  ^  ainfi  de 

fuite.  Or  la  fèfanteur  étant  regardée  comme  uthe  caufe  qui  demeure 

toujours  confi4tnte  ou  la  même ,  étfuffofant  le  milieu  fans  ré  fi  fiance^ 

elle  doitfroduire  i  chaque  infiant  une  viteffe  égale  à  celle  qu^elle  a 

produite  d^n^  le  premier  infiant ,  é*  aucune  de  ces  viteffe  s  ne  fe 

•  perdant^ 
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^i  fiant  ^  ceSe  qu^eiïe  a  produite  dans  les  premiers  infians  demeure 
entière  dans  les  infians  fuivan^ ^  pendant  chacun  defquels  ^  outre 
cette  qui  demeure  ^  ette  en  produit  toujours  une  égale  à  cette  du 
frémi  er  infiant.  A  in  fi  chaque  ordonnée  exprime  la  fomme  de  toutes 
les  viteffe s  produites  depuis  le  commencement  }ufau*k  Nn fiant  que 
termine  cette  ordonnée  y  par  exemple  mn  exprime- la  fomme  des 
wtejfes  produites  pendant  les  treis  premiers  infians ,  marqués  pat 
Am.  Les  ordonnées  h  i  ^  k  i ,  m  n  ^  fie.  font  donc  entr^ettes  comme 
leurs  coupées  Ah ,  Ak ,  Am ,  &c.  la  ligne  ACE  qui pajfe parlée 
extrémités  des  ordonnées  efi  donc  une  ligne  droite.     .  ' 

•  Or  à  <anfe  de  la  petiteffe  infinie  de  chacun  des  infiaHs ,  qu'où 
fuppofe  égaux  y  on  peut  confidererle  mouvement  Ju  corps  qui  def^ 
eend  comme  uniforme  pendant  utirtfiant^  ainfiles  longueurs  par^ 
courues  par  la  vitejfe  de  chacun  des  infians  y  font  entr*  elles  comme 
les  viteffe  s  de  ces  infians ,  car  *  L .  l  :  :  Vdt  •  udt  ;  ainfi  les  lon^  *  îo** 
gueurs  parcourues  pendant  chaque  infiant  y  peuvent  être  repréfen* 
tées  par  les  vitejfe  s  de  £es  infians  .^  c^efi-k-direypardes  mêmes  or^ 
^données ,  qui  repréf entent  les  vite ff es  y  multipliées  y  fi  l'on  veut  y 
chacune  par  le  tems  de.  Par  exemple  la  longueur  parcourue  au 
premier  infiant  fera  hî  x  dt  5  cette  du  fécond  fera  ki  x  de ,  &<:• 
Z>W  il  fuit  qii  en  prenant  un  tems  fini  (  t)  marqué  par  AB  y  la 
fomme  de  toutes  les  ordonnées  i  AB ,  c^efi-à-dire ,  l^aire  du  trian^ 
gle  ABC  marquera  la  longueur  que  la  pefanteur  a  fait  parcou^ 
tir  a  un  corps  pefant  depuis  le  commencement  pendant  le  tems  fini 
marqué  par  AB  (c).  De  même  l^aire  ADE  marquera  la  longueur 
parcourue  pendant  AD  (  it  ). 

Par  confequent  les  longueurs  X,  /,  que  la  pefantcur  faîc 
parcourir  par  un  mouvement  accéléré  â  un  corps  pefanc 

Iïendant  deux  tems  finis  T ^t  depuis  le  commencement  de 
à  chute  y  font  entr'cUes  comme  les  quarrés  dés  tems  T^^  t^y  ' 
employés  à  1«  parcourir  5  &  encore  comme  lès  quarrés  des 
vîceflcs  ^*,ii*,  produites  par  la  pefànteur  pendant  ces  deux 
tems  -  là.  Ce  qui  convient  évidemment  k  toutes  les  longueurs 
parcourues  de  mime  pendant  les  tems  finis  qu'on  voudra. 

Second     P  r  i  n  c  i  p  b. 

^i,     0 1  le  mime  corps  étoit  mu  £un  mouvement  uniforme  pendant 

^  le  premier  tems  fini  KB  (t) ,  avec  la  viteffe  acquife  a  la  fin  de 

ce  tems  fini  y  repréfentée  par  B  C  (  «  )  ^  qui  demeurkt  toujoufs  con* 

fiante  fans  accélération  i  il  efi  ivident  que  tontes  les  ordonnées 
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î  AB:«  c^eft^k^dire^  toutes  les  parallèles  k  BC  qui  marquerûienà 
les  vitejfes  de  chaque  infiant  ^  é*  qui  reprefenteroient  auj/zlcs  Ion* 
gueurs  parcourues  k  chaque  infiant  avec  cette  même  viteffe  con^ 
fiante^  feraient  toutes  égales  y  ^  leur  fomme  fcroit  iaire  du  par  4L 
lelogramme  B  P  daubU  du  triangle  ABC.  Far  confequent  Ç\  ua^ 
corps  ëtoit  md  d'iia  mouvement  uniforme  avec  la^vitefle  con^ 
ftance  qu'il  auroîc  acquîfe  en  defcendant  par  le  (eul  mou^ 
vement  de  la  peianceur  pendant  tel  tems  qu'on  voudra ,  il 
parcoureroit  une  longueur  double  de  celle  qu^îl  auroit  par^. 
courue  en  defcendant  depuis  le  repos  d'un  mouvement  acé 
celeré.:Cefi''Àrdirr^ /il parcourt  l  pendant  le  tems  t  d'un  mou^~ 
vement  accéléré  ^  iLpareourera  zh pendant  le  même*  tsmstd'utt 
mouvement  uniforme ,  avec  la  vitejfe  acquife.  a  la  fin  du  tems  t>. 

* 4 1>  //  faut  étendre  les  deux  mimes  principes  aux  longueurs  qu'ému 
pèche  de  parcourir-  la  perte  de  la  vitcffe  eau  fée  par  l*àfiion  delà 
pe fauteur  y  lorfque  lc€  corps  font  jettes  en.haut^  et  q^  Itur  mou^ 
vement  efi  retardé  à  chaque  irifiant^, 

T  R.  O  I   s  I   E  M  E       P  Jfc  I  N   C  I  P  F. 

^4:3  •    f^  ^vitjtfie  que  produit  la  pefanteur  dans  le  premier  infiantr^, 
^^'^  peut  aufii -être  confiderée  en  deux  états  ;  i?.  comme  s^ acquérant- 
dans  le  premier  infiaiu  >  a°.  comme  toute  acquife  à- la  fin  Je  ce 
premier  infiant.  Dans  U  premier  état  ^  ^àire  du  petit  triangle  Ahî 
repré fente  (  par  le  premier  principe  )  la  langueur  qu'elle  fait  par^ 
courir  en  s^àcquierant  pendant  la  durée  du  premier  infiant.  Dans  < 
le  fécond  état JL* aire  du  petitparaUelogramm^  Ahîq  repré  fente  {par 
le  fécond  principe  )  la  longueur  qu^èile  ferait  parcourir  toute  ac^ 
quifsy  en  perfeverant;  airifi  confiante  y[pendMt  la  durée  du  pre^^ 
mier  infiant.  Or  de  la  rmme  manière  qu^àn  regarde  les  arcs  infi^ 
niment  petits  des  courhes  corrtme  des  lignes  draites  ^  dr  quàn  les 
compare  avec  des  lignes  droites  y  infiniment  petites  î  on  peut  aujfiy . 
à  caufe  de  la  petit effé  infiitieiun  infiant  y  comparer  la  viteffe  qui 
s'acquiert^pendant  cetinfi/tnt  avec  celle  qui  efi  acquife  à  la  fin^ 
du  même  infiant ^^  les  regarder  l^une^  Vautre  comme  uniforme  s  î 
par  confequent  la  viteffe  qui  s"" acquiert  pendant  lé  premier  infiant 
par  haïtien:  de  pefanteur  ;^  efl^  k  cèOt  qui  efi- acquife  à  la  fin  de  ce 
premier  infiant\  comme  la  longueur  que  faitfarcourir  la  premie* 
te  y  eft,  à  la  longuewrque  ferait  parcourir  la  féconde  y  en  demeurant 
confiante  ^  uniforme  y  pendant  Untémir^^ant:.c*^fi^à^dire  y  quC;.- 
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la  Vlteflê  que  produit  la  pefanteur  pendant  le  premier  înftanr, 
^  qui  s'acquiert  dans  la  durée  de  cet  inftant,  eft  à  h  vîteflfe 
toute  acquifeàlafift  de  cet  înftatit ,  comme  i  à  i .  Ennommdnt 
4a première  de  ces  vitejfes  h  pefanteur  (p),  parce^u*e/le  eft  ieprc^ 
muer  tffet  de  la  fefanteur  ,  la  féconde  de  ces  vitejfes  fera  =i=  2  p. 

Q^U  ATRIEME       PriKCIPE, 

^4*  T\OV  l'an  voit  ^ue  la  f  réméré  ordonnée  hi  marque  la  vittjfei^ 
^t^  acquife  à  la  fin  du  ftemier  inftant  î  la  féconde  kl  marque  la 
ivitejfe  ip  acquife  k  la  fin  du  premier  inftant^  qui  fè  conferve  dans 
^  40US  les  inftans  fuivans  î  elle  marque  encore  de  plus  la  viteffe  1  p 
'jqui  eft  acquife  k  la  fin  dufecûnd  inftant  :  la  troifiéme  ordonnée  mn  * 
marque  la  viteffe  acquife  à  la  fin  des  trois  premiers  inftans  y  qui 
^ft  ip-H  ip-H2p=ï  3  X  ip,  ^  ainfi  de  fuite  5  ^eft-k^dire  ^  que 
chaque  ordonnée  repré fente  ip  multipliée  par  le  nombre  dksinftani 
depuis  le  commencement.  Par  confequent  la  vîteflè  (it)  acquife 
«iepi^îs  le  repos  dans  un  tems  fini  (  /  )j  eft  égale  â  \p  x  /; 

C  I  N  Q^u  IEME     Principe. 

845^  Jl/f^-^S  u=*~-,^i5/f  confequent— ts=ipt^  ce  qui  donne  ^  U^ 
•^f-^  1  =  pt  t  j  c'eft-à^dircy  la  longueur  parcourue  par  la  chu- 
te d'un  corps  qui  ne  reçoit  de  mouvement  que.de  la  pefan- 
teur qui  produit  la  même  vîteflè  à  chaque  inftant  de  la  chu- 
te ,  peut  s'exprimer  par  le  produit  de  la  pefanteur  p  àcdn 
^uarr^  tt  du  tems  employé  à  la  parcourir.  , 

Avertissement. 

L  E  s  principes  qu*on  vient  de  démontrer  fur  les  chutes  des 
corps  pelans  par  les  lignes  verticales,  conviennent  auffi  aux 
chutes  des  mêmes  corps  par  des  lignes  inclinées  fur  l'hori* 
ïon ,  &  aux  defcentes  des  mêmes  moblleis  par  des  lignes 
courbes  :  on  va  le  démontrer  îci^  afin  que  les  Commençafis 
n'ayent  pas  befoin  de  le  chercher  ailleurs. 

Sixième     Principe^ 

54e,  T     ^  pefanteur  entière  d*un  corps  A  ^  avec  laquelle  il  tire^  Fiô.txVk 

I    /  roit  un  fil  vertical  s* il  étoit  attaché  k  fon  extrémité  ^  (qui 

e fi  la  pefanteur  qui  produit  la  chute  verticale^  ^  eft  à  la  pefan-» 

N  teur  du  même  corps ,  fupporté  par  un  plan  incliné  AE,  (qui 

tft  la  pefanteur  qui  produit  la  chute  fur  le  plan  incliné  AEj  )  com* 

F  f  f  ij 
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me  la  longueur  AE  du  plan  incliné  eft  à  fa  hauteur  AB,  ter-- 

minées  Tune  &  Tautre  par  Thorizontale  BE. 

Car  en  tirant  de  quel  f  oint  on  voudra  e  pris  dans  la  v^rticah- 
AB ,  la  perpendiculaire  eb  i  la  lig^e  inclinées  KE  y  &faifant  la 
reHangle  A  d  e  b  ;  //  $  fi  évident  qu*  en  prenant  kt  ^pourmarquer 
)^  î  17*    />^  pefanteur  abfolue ,  *  ou  l* effort  entier  de  la  pejanteur  fuivant 
Ae ,  cet  effort  efi  con^u  compofè  des  deux  efforts ,  l*un  fuivant: 
be,  lequel  efl  entièrement  foutenu par  le  plan  incliné  auquel^ cet 
effort  efi  perpendiculaifie  y  C autre  fuivant  Kh^y,  é^  c'efi  ce  feull 
effort  qui  demeure  au  corps,  pefant  Kpour  de fcendre  fuivant  lak- 
direïiicn  A^  du  plan  incline.  Za  pefanteur  abfolue  du  corps  A 
efl  donc  k  la  pefanteur  qui  refie  au  nùme  corps  fur  le  plan  inclink' 
A  E  :,  comme  Ae  efi  ^.  Ab.  Or  les  deux. triangle  s  re^angles  ABE> 
Abe  font  femhlahles ,  ayant  F.angle  aigu  A  commun  >  ainfi  Ae  i. 
Ab  :  :  AÇ .  AB  j  parconfe^uent  La  pefanteur  abfolue  du  corps  Al 
eft  k  fa  pefanteur^  fur  Itflan  incliné  AE  y  comme  AE  eft  à  AB,   . 

Ainfi  nommant  p  Ut  pefanteur  abfolue  3  \^la  longueur  de  là., 
ligne  vertical  A  Bj  î ,  /^  longueur  AEdu  plan  incliné  ;  (enfup^ 
fofant  ces  deux  longueurs  entre  lés  mêmes  horizontales )  ^  fera^. 
^        kexprejfion.  de  la  partie  de  Ui  pefanteur  du.  mobile  qui  lui  reftcj 

fm  U  plan  inçlinh. 

Corollaire     E 

*47  •  CY^  ^  IQV*I  Z  ne  refte  k  un  corps  A  fur  un  plan  incliné  Aff 
^>^qu*une  partie^  de.  fa  pefanteur  abfolue ^  iljiefi  pas  moins  évi* 
dent  que  cette  partie  agiffant  fur  le  corps  à  tous  les.infians  delà 
dé  (cent e  par  le- plan  incliné ,  les  principes  qu^on  a  démontrés  A 
dégard  des,  chutes  verticales  ^  doivent  auffî  convertir  aux  chiites 
inclinées  :  f^avoir^  que  les  longueurs  inclinées  parcourues  parla 
defcente  libre  du  mobile  ,  frifes  depuis,  le  commencent  :  de)  la  chu^ 
te ,  feront  entre  -  elle  s.  comme  les  quarrés  des  tems  employés  à  ces 
.defcentn.^  &  cpmme,  les  quarrés  des  viteffes.  acquifes.  k.  la  fin 
de  chacune  de  ces  de fç  ente  S  x  ainfi,  nommant  tes  lonpneurs  incli-t 
nées  (i)^  les  vitefies  par  ces  longueurs  (u),  le  tems  employé  k- 
parcourir  ces  lenteurs  ("t  )  ^  on  aura  î.  li  :  :  u*- .  4u*  :  :  tt .  4Ct. 
Que  fi,  le  même  corps  étoit}  mû  par  un  mouvement  uniforme,  avec 
la  viteffe  acquife  pendant  la  chute  inclinée-par  le  mouvement  - 
accéléré^  il  parcoureroit.  dans  le  même  tems  une  longueur /doubU 
de  celles  qu'il  auroie  parcourue  par  la  chute  accélérée ,  ^  ainfii 
4e  s,  autre  s  f  Von  aura  donc.  u;sari3^,x=  v'^î^tl* 


•  ^ 
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O    IL  O    L    L    A   I    R   E      IL 

t4.9\.  Jf/f^^S  fi  Pon  veut  comparer  les  chupes  verticales  avec  les 
^^  chutes  inclinées  y  il  faut  fe  fervir  du  fixiéme  principe  5  pan 
exemple  pour  trouver  les  longueurs  inclinées  (^  verticales  par^ 
cmrues  dans  le  même  tems  ^enfpppofant  les  verticales  marquée t 
par  l'indéterminée  (m)  é'  les  inclinées  par  t indéterminée  (n).j^ 
//  faut- faire  cttte  proportion  ,.  p.  -^  :  :  m  ^  =»  n  î  /^  quatrième 
terme  ^  ^=:^vc  marquera  la  longueur  n  qu^l  faut  prendre  fur  le 
flan  incliné  depuis  le  a^mmencemenr  de  la  chute,  ^infi  Ji  ton 
veut  déterminer  la  longueur  inclinée  AC  (  n  )  qurfcra  parcourue 
fur  le  plan  incliné^  A  E  (  î)  dans  It  tems  de  la  chute  verticale 
par  AB  (  1  ),:,  il  «y  a>  qpTà  mettre  I  (  AB  )  i  la  place  de  m  dans 
~-y  é-  l^on  aura  -7-  ==  «^f^^  pour  la  longueur  AC  5  ce  qui  fait 
voir  qu\en  tirant/^Q  perpendiculaire  à  AEx  ^U^  déterminera  la 
longueur  AC ,  puifque  A C  =  -l^^Lîi. 

f^^ . .  Si  ton  veuikf(^avjoir  la  viteffe  qu'aura  acquife  le  corps  pefknt 
A  lorfqu'ilféra  arrivé  k  t horizontale  E  B,  après  avoir  defcen^ 
du  librement  par  le  plan  incliné  AE  (  i  \^  on^  nommera  cette  vi^ 
feffe  (u)  j  le  temps  employé  à  de f cendre  {1)1  on  nommera  auj/î  v 
ia  viteffe-  parla  verticale  AB  (1)  >  le  tems.  de  la  chute  par 
A^(T)\&on  remarquera  que ,  fuivant le  feC4md  Corollaire ^  le 
temps  T\  par  AB{\)ep  le  même  que  le  tems  par  AC  (-y-).  Onfera< 
énfuite  cette  proportion*  AC  (-f)-  AE  (î)  ::TT.tt }  maisf  *  «*7; 
t==  Tr>  t  T  =  -T--  Mettant  ces  valeurs  det&deT  dans  les  ^i^L 
deux  derniers  termes  de  laproportion^  elle  deviendra  ^.  î  :  :  4^.  -^  j 
d'oà  ton  tire^sa^^j  &par  confequent  y^sezm  ce  qui  donne 
U  feptiéme  principe.. 


fjo. 


Septième     Principe. 

LA  viteflle  acquife  par  un  corps  pefanr  qui  eft  defcenda 
librement  fur^un^plan  incliné^  efl égaie  â  la  vkefle  qu'i( 
auroit  acquife  par  ]a  chute  perpendiculaire  ou  vertfcale  d'u*. 
ne  même  hauteur,  ^/»y?/^  viteffe  acquife  par  la  chute  verti^ 
cale  fe  pouvant  exprimer  par  la  racine  de  la  hauteur-^  c'efi^  à^ 
dire^  v=v<l ,  la  viteffe  par  un  plan  incliné  de  la  même  hau^ 
teur.fe  pourra  auj/t.  exprimer  par  u=5=?i/J» 

EfXiijf; 
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On  pourrait  déduire  immédiatement  le  même  principe  dujtxie^ 

*  *44.     me  y  de  cette  fa^on  :  v=*  ipT.  En  mettant  pour  la  chute  incli^ 

née-^'  au  lieu  de  p,  u  au  lieu  dev  ^  dt^au  lieu  de  T  ^  ton  aura 

!  84U     u=:H^\  Par  confequent  v.u::apT.^25..T.4.  Mais  *  T 

-   as=  —y  ^  t = -^.  Mettant  ces  valeurs  dans  Les  deux  derniers  ter^ 

mes  ^  on  aura  v.  u  ::  ~*—m  t- «  >  ce  qui  donne  y  v  ^=:  mm  ^  ^ 

far  confequent  v  3=  u. 

Voici  Tapplication  aux  chutes  par  les  courbes  de  ce  qu^on 

vient  de  démontrer  des  chutes  par  un  pian  incliné. 

85 1  •       Quand  un  plan  incliné  ÂE  ne  fait  qu'un  angle  infiniment  pe^ 

1 1  «  o  »  «  tit  EAF  avec  un  autr^  plan  incliné  AF ,  P excès  y  dont  P effort , 

^  •    de  la  pefanteur  qu^a  un  corps  A  fur  le  premier  AE ,  f^rpajfe  tef^ 

fort  de  la  pefanteur  du  même  corps  fur  le  fécond  A  F ,  n'eft  quune 

différentielle  du  fécond  ^nre  par  raport  à  l'effort  de  la  pefanr^ 

/teur  du  corps  A  fur  le  premier  A  E. 

Car  ayant  pris  AG  pour  marquer  Peffhrt  de  la  pefanteur  du 

corps  A  fur  le  plan  incliné  AE ,  éf  ^i^é  GH  perpendiculaire  fur 

*  jiT*     ÀF  y  il  efi  certain  *  que  AH  repré fente  t  effort  àe  la  pefanteur 

qui  refte  au  corps  K  fur  le  fécond  plan  incliné  AF.  Or  en  tirant 

Ju  centre  A  avec  le  rayon  AH  le  petit  arc  H  K  qui  rencontre 

AG  en  K ,  YS^  fera  t  excès  dont  t  effort  de  la  pefanteur  du  corps 

A  fur  hSjfurpaffe  l'effort  de  la  pefanteur  du  même  corps  A  fur 

A  F.  Il  refit  donc  k  prouver  que  KG  efi  une  différentielle  du 

fécond  genrt  par  raport  k  AG.  Pour  le  vpir  clairement  y  ilrCy 

a  qu*k  confiderer  que  l^ angle  H  AG  étant  infiniment  petit  y  tare 

HK  qui  en  efi  la  mefure  y  efi  infiniment  petit  par  raport  au 

rayon  AH  ou  AK  3  car  sUl  avoit  un  raport  fini  avec  ce  rayon  ^ 

l angle  ne  feroit  pas  infiniment  petit.  On  peut  donc  prendre  le 

petit  arc  HK  pour  une  perpendiculaire  dufommet  H  de  t  angle 

droit  AHG  fur  fort  hypotenufe  AG  ;  ce  qui  donne  cette  prapor^ 

tion  AK .  KH  :  :  KH .  KG.  On  vient  de  voir  que  KH  efi  une 

quantité  infiniment  petite  du  premier  genre  par  raport  i  AK  5 

par  confequent  KG  efi  une  différentielle  du  fécond  genre  par 

raport  a  AK  (^  à  KG  qui  repréfeme  t  effort  de  la  pefanteur  du 

corps  A  fur  A  E. 

85  t.       Si  un  corps  pefant  defcend  par  le  feul  mouvement  de  fa  pe-^ 

f  I G  u  »  s  fan  teur  fur  un  plan  incliné  FG ,  //  aura  au  point  G  la  viteffe 

IXYUI.    ^^»^i  a^f^i^  acquife  en  tombant  verticalement  éHurte  éyile  hau^ 

teur  ^  &  il  continueroit  enfuite  de  Je  mouvoir  fur  le  même  plan 


853- 
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me  Une  en  confervant  la  vitejfe  acquife  y(^fa  pefameur  lui  en  />- 
toit  encore  acquérir  à  chaque  infiant  :  Or  fupfofè  qu*il  rencon^ 
tre  au  point  G  un  nouveau  plan  incline  GE  tel  quilfajfe  avec 
le  premier  ^ angle  aigu  KGE  infiniment  petit  y  l* excès  ^  dont  la 
vitejfe ,  avec  îatfueJle  il  continueroit  de  defcendre  fur  le  premier 
plan  FGK  y  furpaffe  celle  qu^il  aura  en  continuant  fa  defcente 
par  le  fécond  Qi^ ,  efl  une  différentielle  du  fécond  genre  par  ra^ 
part  à  la  viteffe  qtiil  auroit  en  continuant  fon  chemin  fur  h 
premier  plan  F  G*. 

Car  fi  Ton  fuppoft  que  GH  reprc fente  la  viteffe  qu*il  auroir 
en  continuant  fon  chemin  fur  le  premier  plan  FGH ,  éf*  déplus 
ceUe  qu^il  recevroit  de  fa  pefanteur  y  ^  qu'en  tire  IrlE  perpen-- 
diculairefur  le  fécond  plan  GE  j  il  efl  évident  que  GE  repréfen^. 
tera  la  viteffe  quHlaura  en  même  tems  fur  le  fécond  plan  5  ^  que' 
le  raport.de  GH  k  GEefi  égal  au  raportde  la  viteffe  y  quUl' 
auroit  en  continuant  fin  chemin  fur  le  premier  plan  GH,  avec 
la  viteffe  qu^ il  aura  dans  le  même  tems  fur  le  fecond'plan  GE: 
Qtêon  tire  à.prefentdu  centre  G  avec  le  rayon  GE  le  petit  are 
EK  ,  qu^on  peut  regarder  comme  une  petite  droite  tirée  ferpen-^ 
diculairement.du  formnet  E  de  l'angle  droit  GEH  y«r  GH  5  d* 
K  H  fera  l'excès  y  dont  la  viteffe  du  corps  qui  defcendroit  par  G  H , 
frrpaffe-  la  viteffe  du^meme  corps  qui  deféend  par  GE.   Mais 
G  K .  K  E  :  :  KE  •  K  H  >  e^  K  E  *  ^/  une  ddfferentieSe  du  premier    *  i^  u 
genre  par  raport  k.  GK  ^i  GH  ^  par  confequent  KW  efi  une, 
différentielle  du  fécond  genre  par  raport  k  GK  é^  k  GH. 

Or  les  courbes  peuvent  être  regardées  comme  des  poligones  d'u- 
ne infinité  de  cktés  qui  font  deux  à  deux  des  angles  aigui  infi^ 
niment  petits.  Ainfiun  corps  pefant  y  qui  de fcend  fur  une  courbe  y, 
peut  être  regardé  comme  defcendant  par  une  infinité  de  plans  - 
inclinés^ dont  les  angles  aiyts  font  infiniment  petits.  Ce  qui  doua- 
ne le  huitième  principe. 

H"U  I  T:  I  E  ME        P  R  I  N  C  I  P  £. 

LEs  vîtefles  d^un  corps,  qm  defcend  fur  une  courbe  par 
le  fèul  mouvement  de  la  pefanteur ,  prîfes  à  chaque: 
point  de  cette  courbe ,  peuvent  être  exprimées  par  les  ra- 
cines de  hauteurs  dèpuis*l'horîzonrale  ,  qui  pafle  par  le* 
commencement  dé  la  chute;  jufqu'à  ces  points  là,  Ainfi fi' 
l*ji>n  repre  fente  les  hauteurs  changeantes  de  ces  point s-par  { U>  d*  • 
ks  viteffe  s  par  u  j  ^»  aura  us^Vl  pour  Hexpreffion  de  la  vitef-- 
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p  3  qu*a  le  corps  qui  defcend ^  à  chaque  point  de  la  courhn'. 

Car  ^  4  il  defcendoit  par  un  mime  plan  incline  y  les  vitejfes^ 
q^il  auroit  k  chaque  point  ^feroient^  par  le  feptiéme  principe  ^ 
u =\/L  Or  en  defcendant  par  la  courbe ,  //  aura ,  k  tous  les  points 
qui  font  à  la  même  hauteur  que  les  points  correfpondans  du  plan 
incliné  que  fer  oit  la  tangente  de  la  courbe  au  point  oà  comment 
ce  la  defcente ,  la  même  viteffe  qu*il  auroit  k  tous  ces  points  cor- 
refpondans  du  plan  incline  y  puifque  les  différentielles ,  qui  fe^ 
roient  l^excès  des  vitefies  aux  points  du  flan  incline  fur  les  w- 
teffes  aux  points  correfpondans  de  la  courbe ,  font  du  fécond  gen^ 
Te  y  dont  un  nowhre  infini ,  igal  au  nombre  des  angles  des  petits - 
sbtès  de  la  courbe^  ne  fait  qu'une  difftreruieUè  du  premier  genre  ^ 
ainfi  elle  ne  peut  avoir  de  raport  fini  avec  /</  viteffes  ,  ^  elk 
ne  peut  ^mpicher  qu'elles  ne  foient  égales^ 


«i4- 
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TTVOV  l'on  voit  que  les  £xpreJJîons  des  viteffes  des  chutes  ver-- 
^^  tic  aie  s  d'un  corps  pefant ,  conviennent  aux  viteffes  des  def 
tentes  du  même  corps  fur  des  cùurhes ,  en  prenant  les  unes  ^  les 
autres  la  même  hauteur.  ' 

855.  Il  fuit  de  tous  ces  principes  f(^de  l*  article  839,  quen-nommant 
la  force  centrifuge  mn  (c)^  &{x)  le  rayon  CM  de  Parc  circu* 
laire  infiniment  petit  dont  mn  ^/  U  force  centrifuge  y  on  aura  tou^ 
tes  ces  exprcfftons^  ca=-^,  u»=2pt,p==-^,  ts=-|î-,ur=^, 
1  s=  p  1 1 3  j&c.  Cestx  qui  veulent  s'appliquer  aux  Problèmes  oà 
entrent  les  forces  centrifuges ,  (^  k  ceux  oà  entre  la  pefanteur  , 
doivent  fe  rendre  très  ^familières  ces  exprcffioru  ^  leurs  démon^ 
firations. 

%^6.  -^'^^  ^^  déduit  cette  expreffton  de  la  force  centrifuge  oà  entre  la 
pefanteur  \  la  fûrxe  centrifuge vc^n  {c)^!=^  —  '=:s[k€aufe  de  u  =  ipt) 
^  =  (^  caufe  de  l=:ptt) ^  î  ce  qui  donne  auffi  le  raport  de 
la  force  centrifuge  (c)  k  la  pefanteur  (  p  )  3  c .  p  ;  :  il  .r .  Ces  chofes 
fuppopes ,  voici  l* expreffton  analytique  de  î effort  centrifuge  mn 
par  raport  k  notre  Problème ,  c*efi^k-dire  par  raport  k  tous  lès 
points  de  la  courbe  B  E  F  M  que  Hon  cherche. 

857.  Nommant  les  coupées  AP  (x)  ,  les  ordonnées  PM(y)^ 
les  arcs  finis  SEFM  (u)  y  la  pefanteur  abfolue  reprefentée 
par  MR  (a)  5  prenant  la  petite  partie  Mm  de  la  courbe  qui 
fera  (duj ,  &  menant  rordonoce  infiniment  proche  mp^  & 
fîrant  MK  perpendiculaire  fur  mp^  l'on  aura  MK;;:^dxy 

Km^sidyî 
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Km  =  dyi  le  rayon  de  la  dévelopce  MC  fera,  en  fuppoiant 
du  confiante^  *  ^ ,  (  car  on  retient  ici  du  au  lieu  de  fa  valeur  *;7o* 
Vdx^  -f- ^*3  qui  eft  dans  la  féconde  formule  de  Tart.  570,)  8c  il 
eft  évident  que  les  lettres  de  la  formule  de  la  force  centrifuge 
.jw  0  (c)^=st:^ ,  où  entrent  la  pefàntcur  &  le  rayon  de  la  déve- 
lopce, repréfenteront,  /  la  hauteur /'Jldr(^)  5  /^>  la  pefanceur 
marquée  par  MR  (a)  3  r,  le  rayon  de  la  dé  velopée  CM  (d^)  j 
&  mettant  ces  valeurs  au  lieu  dQs  lettres  de  la  formule^ 
Ton  trouvera  mn=^  ^pmxm%  _^  v^mx  p^m-  l'expreffion  de  la 

force .  centrifuge  mn  qui  convient  à  tous  les  points  de  la 
courbe  que  Ton  cherche. 
%ité  Voici  à  prefent  la  manière  de  trouver  Texpreflion  analy- 
tique de  là  partie  de  la  pefànteiir  reprcfentée  par  M  S.  Les 
deux  triangles  MSR ,  M  Km ,  redangles  en  5  &  en  2C ,  font 
femblables|^carles  angles  -Ril/iS^iwJwriC,  faifant  chacun  un 
angle  droit  avecrahgîe  CM  K^  font  égaux  j  ce  qui  donne 
cette  proportion  Mm  {du)  :  MK  {dx)  :  :  MR  {a) .  M  S  =  ^ . 

5^9*  Or  par  les  conditions  du  Problême .  »««  ==  ii:£L>L2£î  (isz^  ) 
'^MS  {^)  =zMR  {a)  J  aînfi  Téquation,  qui  doit  donner  la 
réfolution  du  Problême ,  eft  2^  4-  -î^»  a, 

•  ■  •  • 

R   E   s   O    L  W  t   X   Ô   N. 

« 
-  . 

^^0.  JL/'E  q^J  A  T 1  o  H  précédente  donnç  .lyddx  •*-  âydx^s=z  dudy^ 
Multipliant  chaque  terme  par  \y^^  ^  il  vient jf*^  àdK 

^\y'^^ dydx^==i\y'^'^ du  dy.    Prenant  les  intégrales  de 

chaque  membre,  en  fuppbfant  t/«  conftantç ,  on  trouve  par 

I  1 

k féconde prôpofîtion fondamentale*,^ "^ dx^=^y  *  du.  (Car  ^^i^ 

en  regardant  y  '^  x  dx  comme  le  produit  dès  deux  changean- 

1  i. 

tes  j^  *  &  dxy  fa  différentielle  en  eft  le  premier  membre  jf  ^  ddx 

-^iy^^  dv  ^  dxiiiC.i  caufede  du  confiante ,  k  diffèrent 

tielle  à^ y*^ du'tïk  le  fécond  membre f y""  ^  ij^  k  du.).  Mais 

cette  équation,  étant  divifééparj^^  donne  dx  =^dui  ce  qui 
ne  peut  pas  être ,  puifque  dans  le  triangle  redangle  MKm, 

idmi^du)  qui.en  eft  l'hypotenufc,  doit  furpaflèr  MK[.dx\ 

^^    ttme  II,    ,'       ••••••':•  ••  -  ''O'g'g  '•  }^"^- 
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qui  eft  l'un  des  côtés.  Cela  faîc  voir  que  Tincegrale  y  QM^ott 

vient  de  trouver^  ^  dx=i)f  *  duy  n*eft  pas  complète  j  aînfî 
pour  la  rendre  complète,  il  faut  retrancher  une  grandeur 
confiante  du  fécond  membre  pour  le  rendre  égal  au  premier.. 

On  prendra  pour  cette  grandeur  conftante  a^  du^Sc  l*cqua- 

I  £  X  f 

tionkrzy^dx^ssy^du — a'^du.  Car  on  en  déduit  dxs^du: 

^^a'^y^'^dui  &  prenant  les  différences  ^  en fuppofant  <& 

i.      ' 
conftante,  on  trouve  ddx=i{a  ^y"'^ dudy=szii^l^..  Met- 
tant cette  valeur  de^^x  dans  JVfC=5'';^,  Ton  a  AfC=îJ^\ 
&  fubftîtuant  ces  valeurs  de  dx^  de  ddx^  &  de  Jlf  Cdans*'  ' 
l'équation  ^f^^^^-n  Jlf  5=  MR ,  qui  eft  ^^  +  ^  =  ^^ 

elle  devient^  —  ^  +.  4L=a^  j  c*eft.à;-dire ,^  fe  premier' 
membre  devient  précifément  égal,  au  fecood.  Ce  qui  fait 

voir  que  Téquation^  ^  dxp=^y  ^  du  — aj  du,,  efl;  celle  quL 
exprime  la  propriété  de  la  courbe  que  Ton  chercBêu  Or  ea 

mettant  au  lieu  de  du  fa  valeur  y/dx^-^dy"-  ,^  elle  devientj?  ^  dx. 


y  ^  -^a  xVdx'-'f'dy^  i   en   éFevant   chaque  membre  aui 
irré,  Ton  a,  après  avoir  abrégé  8c  tranfpofé,  dx^x  ly/ay- — a 

ây^  -Ky-^a^^-^xy/ayV  d*oà  IW  tire  dx  ViV^  —  ^  =  Jty  - 
^y^a — xy/ay  :  maisjAr—-^  eft  la  racine  qiîarrée  dé  j^h-^ï 
—  iVayi  ainfi  dxViVay^ — a  =sidy  k  \fy  —  Va  j  d'oùl'on? 

déd.uitVx«=.^^-,  Cclt  l'équaticn  difièrentièUé  de 

la  courbe  que  Ton  cbeiiçhe^  qui  ne  contient  pas  d'autres* 
changeantes  que  celles  des  coupées  &  des  ordonnées,. 

J^é^u    P  our  trou  ver  les  intégrales  y  on  fuppo/èra  '^  5;^=  y/.xV^y-^ai> 

ce*qui  doijnera  7^^^^jiV)a.y^^aj  Vay=^y^  x^p^  ^  ^ 

y^^'idy^^^x  s:Ji^.UVy-^,^.  On  fubftirue^ 
xa  ces  valeurs  de^  &  de  dy  dans  l'équation,  &.dle  devicn- 

dra d'abord dx^^^  xx^dx^^V^y  ^^^x^Ky qui  fe  réduira,. 
aprè&  avûir  divifé  le  nuinbrateùr  &.  le  dénominateur  p^r  z^ 
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&  fait  le'  calcul ,  à  dxr=^  f*^\  +  ^'j  4-  0^  j  d'où  l'on 


<léduit  1^^  X  dx'sstx^dz^ — a^Axj  prenant  les  intégrales, 
on  trouve  réquation  îaxy/a^=^':^  —  a\^  dans  laquelle 

fubftîtuanc  la  valeur  de  5;.  en  ^  ,  il  vient  4  ;  —  4^y^y -f- ^*  ^ 

^/iVay  —  a  ^^^aayfvJay  —  a  rss^  xaxVa ^  qui fe  réduit  en 
multipliant  par  j  &  divifant  par  la^  à  ry — ly/ay — ta  x 
yfxy/ay — a  t=^yxv^^.  Multipliant  chaque  membre  par  ^a^ 
on  aura  enfin  zy  —  x\/ay —  xa  x  ^xay/ay  ^ —  aa  =  ^ax, 
four  t  équation  de  la  courbe  B  E  F  M .  C<  qu'il  falloir  trouver.  . 
Cette  équation  )  qui  n'a  plus  de  diiFerences,  &  qui  exprime 
le  raport  de  tous  les  points  de  la  courbe  par  des  coordon^ 
nées  qui  font  des  lignes  droites  ,  fait  voir  que  la  courbe  eft 
jeometrique  j  il  n*y  a  qu'à  ôter  les  incommenfurables,  & 
•on  verra  de  quel  genre  elle  eft  :  on  peut  la  décrire  par  la 
méthode  générale  de  Tarticle  424^ 

Remaicq^ues. 

\j  A  N  s  les  Problêmes ,  où  l'on  cherche  la  nature  des  courir» 
bes,  quand  on  a  trouvé  les  équations  qui  les  expriment^  on 
peu£  enfui  te  découvrir  par  le  moyen  de  ces  équations  les 
propriétés  de  ces  courbes.  On  va  découvrir  par  l'équation 
de  la  courbe  de  ce  fixiéme  Exemple  quelques-unes  de  fes 

{)roprîetés,  pour  apprendre  aux  Ledeurs  qui  commencent 
a  manière  de  le  faire  dans  les  autres  Exemples  qu'ils  pour- 
ront rencontrer, 

i^  Si  Ton  fuppofe  dans  Téquation  de  la  courbe  x  =  o  , 
Tautre  membre  deviendra  auffi  égal  à  zéro  5  ce  fécond  mem- 
bre eft  compofé  des  deux  éauations  Vxa>/ay  —  aa  =  0, 
xy  —  x^ay  -SL  24  =s  o ,  multipliées  Tune  par  l'autre.  Or  la 
première ,  en  ôtant  les  incommenfufablés ,  donne  ^  =  i  a^ 
ce  qui  fait  connoître  que  l'ordonnée  AB  \y)  a  une  valeur  à 
l'origine  des  x^  laquelle  eft  égale  i^a^  ôrant  les  încommen^ 
furables  de  la  féconde,  on  trouve  l'équation  j^  —  lay-^a^ 
=  0,  dont  la  plus  grande  racine  eft  j  =  i  ^ -4- {  ^v^j^quî 
fait  voir  que  l'ordonnée >!/^JF ,  à  l'origine-^,  rencontre  en- 

Ggg  Jj 
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core  U  courbe  en  un  point  F  y  de  manière  que  AV  ^ss^héi 
^-~^v^5  ^  &  ne  fe  trouvant  aucune  valeur  de^,  à  Torîgine^ 
des  X  qui  foit  égale  a  zéro  j  cela  fait  voir  que  la  courbe  ne 
rencontre  pas  l'axe  AP. 

2®.  Si  Ton  veut  trouver  la  moindre  ^^  on  féparera ,  dans 
l'équation  différentielle  de  la  courbe,  dy  des  autres,  quan- 
tités qu'on  mettra  dans  le  fécond  membre  ,  &  cette  équa- 
tion âx  «=  iùLlrJ^  deviendra  dy.^ix  x  JC^Î^ZI.    On 

*n^.  fuppofera  ^  =  o  *,  &  Ton  trouvera,  en  faifant  le  calcul, 
^  s=  ~  ^.  On  mettra  cette*  valeur  de  y  dans  l'équation  de  la 

courbe  xy  —  v^ay  —  la  x  Viay/ay  — -"^  =:  ^ax  5  &  comme 

le  multiplicateur  y/iay/ay  — ^^  devient  zéro  par  cette  fub- 
ftitutîon  ,  le  premier  membre  eil  égal  à  zéro,  &  par  confe- 
quent  le  fécond  3  ce  qui  donne  x  =  o  :  d'où  Ton  voit  que  la 
moindre  ordonnée  AB(y)dïz=s^a  à  l'origine  desx,  &que 
la  courbe  ne  commence  qu'au  point  £  ;  aînfîle  corps  M  y  en 
commençant  à  décrire  la  courbe  BEFM  au  point  B  ^  doit 
déjà  avoir  la  vitefle  acquifc  par  la  chute  AB=^\a. 

3°.  Si  Ton  fuppofe  ^x  =  o  dans  l'équation  diflferentielle 
de  la  courbe  àx  p=  jyWj-^jy/*  (  ce  qui  arrive  au  point  de  la 

courbe,  oùj^  eftunc  tangente  de  la  courbe,  &  où  fe  trouve 
î;5^*  la  plus  grande  jc*)  on  aurav^ — v'-^  s=so,. ce  qui  donne  j^=s<^. 
D*où  Ton  voit,  qu'en  prenant  à  l'origine  j^^  A D=idy  & 
menant  par  D  la  droite  ED  ( x)  parallèle  à  l'axe  APyC^ttc 
droite  ED  fera  la  plus  grande  des  x  pour  tous  les  points  de 
l'arc  BEF.  En  mettant \^  au  lieu  de  j^  dans  l'équation  de  la 

courbe  ly  — -  x\/ay  —  la  x  ^ia>/ay  —  aa  =  ^ax  ^  on  trouve 
—  xaa=:i^ax  i  d'où  l'on  tire  x=  —  ja.  Cela  fait  voir  que 
De  (A:)aupointD,  oviAD'[y)=^ay  eftégaléà — j^,& 
le  figne  négatif  montre  que  JDJ5  (x:)  =  — y  4,  doit  être 
prife  vers  la  gauche  de  AD  y  &  qu'afnfi  le  pômt  E  eft  celui 
de  tous  les  points  de  l'arc  BEF  qui  eft  le  plus  éloigne  de 
ADF  {y).     . 

4P.  L^équarion  différentielle  de  la  courbe  donne  ^  = 

y  7^X±-j  multipliant  l'un  &  l'autre  membre  par  y  Ton  aura  la 
*;jo.  foutangentc  de  chaque  point  de  la  courbe*  2^=  ^^*^^\ 
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j^  Sî  Ton  met ,  dans  ^  œs  V^-v^  ^  la  valeur  de  AB  {y) 

qui  eft  1 4^ ,  le  dénominateur  deviendra  v^^  -^  ^  c:;^  o.  Cela 
fait  voir  qu'au  point  -5,  où  commence  la  courbe ,  dx  eft  in- 
finie par  raportâi/j&  y  &  par  confequent  que  *  la  tangente  au  *^^\^ 
point  B  devient  parallèle  à  la  foutarigente ,  c'eft-à-dire  aux  x 
pu  à  Vzxc  AP:  ainfî  la  tangente  au  point  B  eft  perpendi- 
culaire â^^  ^  &  la  partie  infiniment  pente  de  la  courbe  au 
point  B  étant  une  partie  de  la  tangente  au  point  B ,  cette 
petite  partie ,  &  par  confequent  la  courbe ,  rencontre  per- 
pendiculairement AB  au  point  B. 

6^.  Si  Ton  fuppofçv  infinie  dans  Téquatîon  de  la  courbe 

v=jyjy:z:!fXr^ayay^        çllQ  deviendra  ^E^S^J^Ï^^ 

sa  ^  sa 

?=  X,  les  grandeurs  —  xabL  — aa  étant  zéro  par  raport 
aux  autres  où  fe  trouve^  ^  6i  par  la  même  raifon.Ie  numera^ 
teur  du  premier  membre  eft  infini  par  raport  à  fou  déno- 
minateur j  ainfi  X  eft  auffi  infime.  Cela  fait  voir  que  la  courbe 
ne  va  pas  en  s'approçbant  de  ibnaxe ,  mais  qu'dle  s'en  écarte 
â  l'infini. 

7^.  On  a  trouvé  dans  la  rcfolutîon  du  Problème ,  le  rayon 
de  la  dé  velopée  MC  =  ^S^  =  ^  ;  ce  qui  donne  ^AB  i^a) 
.y/ P  M  {y/y)  iiiPM  {ty).  JlfC(^^).  Subftituant  dans  cette 
valeur  de  MÇ  celle  de  AB  {y  )  au  point  A  qui  eft  ^  a,  l'on 
trouve  MC=i  \^\<^^  q^^  apprend  que  le  rayon  de  la  deve- 
lopée  iVfC  devient  GB  =s  i  ^  au  commencement  de  la  courbe 
où  ^  5=  AB  ==  -j  ^ ,  &  que  le  fil  CM ,  qui  envelope  la  de velo- 
ée  CHG  ^  &  dont  l'extrémité  décrit ,  par  le  de vclopement , 
a  courbe  BEFM^  doit  furpaflèr  la  longueur  de  cette  deve- 
lopée  de  la  droite  GBtsst^a. 

Si  l'on  fubftitue,  dans  iVfC==  uXi^  la  valeur  a  dcAJO  (y) 

l'on  trouvera  iVfC  s?  2^  ;  ce  qui  fait  connoître  que  le  rayon 
delà  dçvelopée  HDEy  qui  pafle  par  l'extrémité  JÛ  de  AD  (y) 
vss  i  a,y  eft  égal  à  la.  Ce  rayon  de  la  deyelopée  HDB  coupe 
perpendiculairement  AD  j  car  Ton  a  vu  (  nofnjbre  y)  que  dx 
eft  zéro  au  point  E  par  raport  â  dy  5  par  confequent*  la  tan-  *y^4, 
gente  de  la  courbe  au  point  E  eft  parallèle  zxxxy ,  c'eft-à-dire 
ii  AD.  Mais  le  rayon  de  la  dévelopée  JF/D  £  eft  perpendi- 
culaire à  la  tangente  au  point  E  yHDE  eft  donc  auffi  per- 
pendiculaire à  AD. 

Gggiij 


î 


411  Analyse    dimontre^i: 

8*.  Si  Ton  veut  chercher  la  redification  de  tel  arc  qu'on 

^  fît.  voudra  de  la  courbe  £EFM^  on  iè  fervira  de  la  formule*  ef« 

=  Vdx^^  dy\  qui  donnera  du^  «=  dx^  -^  ^''  ^  on  prendra 

la  valeur  de  dx^  dans  Téquation  dijflfèrentielle  de  la  courbe 

BEFM^  dx  =fe  ^;V^-W>  ^  &  l'on  aura  ^x'^cs  ^^'^  x  ViJtzJ^^ 

on  fubftituera  cette  valeur  de  rfx**  dans  du^^ss^dx^  -i-  ^^*  ^ 
&  Ton  trouvera  </»*'  s^s  _rizL-  j  d*où  Ton  tirera  du  =     ^y^y 

11  faut  d  prefent  trouver  Tintegrale  du  fécond  membre*  Oa 
?<4i.  fuppofera  pour  cela  *  ^ssrV'ivWy  —  a  i  ce  qui  donnera  s^ 

On  fubftituera  les  valeurs  de  y  &  de  dy  dans  du  =  -é^^ 

&  l'on  trouvera^  après  avoir  fait  le  calcul,  <!/»5=s'«l^i±^2^Jt^\ 
On  prendra  les  intégrales ,  &  Ton  aura  u  =  j^^ç^  -*-  7^ 
-4-  1^-  On  mettra  dans  cette  équation  les  valeurs  de  ^î^ 
%^  ^  z^^  g"  >^  i  &  en  faifant  le  calcul  ,  on  trouvera  ii  -=a 
éy  H-  4%/^  -H  4^  X  v^v^j-éL  }  &  multipliant  le  numérateur 

&  le  dénominateur  du  fécond  membre  parV^  ,  on  aura 


enfin  Tare  SEFM{u)  ==  ^^"^^^^J^^  ^  y/xa^ay^aa. 
Et  comme  jf  eft  égale  â  (^)  au  point  E ,  fi  Ton  met  (  ^  )  à  la 
place  de^ ,  on  trouvera  Tare  B  E^s^j^  a. 

9^.  Si  l'on  veut  fçavoir  la  quadrature  de  Tefpace  BEVMCHGB 
compris  entre  un  arc  quelconque  BEE  M  de  la  courbe  BEFM^ 
la  dcvelopéc  J?Gif  C  &  le  rayon  CM  de  la  dévelopée ,  lequel 
rayon  termine  Tare  BEE  M  delà  courbe ,  &  la  partie  BGHC 
de  la  dévelopée  qui  a  fervi  â  former  Tare  BEE  M  j  on  remar- 
quera que  cet  efpace  peut  être  conçu  comme  compofé  de 
petits  triangles  tels  que  M  Cm ,  formés  chacun  par  deux 
rayons  de  la  dévelopée  infiniment  proches  Tun  de  Tautre^ 
&  dont  la  bafe  eft  un  arc  infiniment  petit ,  comme  Mm ,  de 
ia  courbe,  Ainfi  tout  ce  qu'il  y  a  à  foire  eft  ,  i^.  de  trouver 
Texprefiion  qiji  confient  â  chacun  de  ces  petits  triangles, 
&  ce  fera  l'élément  de  Taire  que  Ton  cherche,  i*.  Il  faut 
enfuîte  trouver  Tintegrale  de  cet  élément ,  &  elle  exprimera 
la  quadrature  que  Ton  cherche. 

Or  le  petit  triangle  MCmssfs^CM  x  j;  Mm  5  &  comme  on  a 
trouvé,  dans  la  réfolutîon,  CM^ss^^^^dLc^^Mmt^du^ 


"     L  f  T  R  E     Vllf.  4t5 

-Ton  aura  CM  x  \  Mm  =  î^  x  i  </»  «  rf«  x  i^'.  Mais 
réquation  *  dx>/y  s=  àw^y  —  </«v<rf ,  donne  du  =  ^^i^^  j      Hi*i 
en  mettant  cette  valeiur  dans  d»x^ ,  il  vient  ^^ ,  où 

iùbftîmant  an  lieu  de  dx  fa  valeur  prife  de  dx  =  'ir0^Efy 
•n  trouve,  après  avcâr  fait  le  calcul,  --r^.  ■■^■-- ïs=  Cilf  x 

j;Mm.  C'eft  l'élément  de  Taire  que  Ton  cherche» 
Pour  avoir  Tintegrale  de  cet  élément  ,  on  fuppofera*  ^««ij 


y/xarfay — aa i  ce  qui  donnera  *-~^ tss^  y/ay^  »*-»-«» 


^  =  î!±f2L±.  On  fubftitucra  lea  valeurs  de  y  le  de  <^ 
en  1^  dans  l'élément  de  Taire ,  &  après  avoir  fait  le  calcul , 

on  trouvera  ^   ^^^      «  ^^'^  ^^  «  ^'^r  ■+■ , .yjr 
♦+-io<*«»rfz  -♦-  ioaVrf2-+-  y4'«*d[z.H-«'°^»-  Qp  prendra  les  intégrales. 


n* 


2 .  fZ»  1^2 


CCI  onauraa;.x.i,xz<<i'  "^^jôSS?  "*■  fxûï''  "*" fXïîS "*"  ^xtîa  "**  îi'  *if^ 
On  fiibftitucra  les  valeurs  de  xjinyy  fuivantlesfuppôfîtion* 

~  ■    _    f 

qu*on  a  faites ,  &  Ton  trouvera  Vx^n/^y — ^^  x-  ^^^^  •— <»«  j» 
; 1 11 X  !<«' 


jXt^4)>— <«  _^  ioXi4y«y---<»     ioXt4V4y~«i  ;^  txsîî'srirs^    -. 

c'-eft  Tii^tegraîe  qui  exprime  Taire  que  Ton  cherche.  Si  To» 
veut  fe  donner  la  peine  de  former  toutes  les  puiflànces  de 
i^^^^aa  qui  font  marquées  dans  l'intégrale  y.  Its.  ordon-^ 
nant  de  feçbn  que  toutes  les  grandeurs  correfpondaotes  qur 
«fY^J^^eonenc  ^  «n  n>ême  ternie  foicnt  les  unes  fous  les- 
autres  ,  &  réduifant  à  un  même  dénominateur  toutes  le* 
grandeurs  de  chaque  terme  ,  on  trouvera  Viay/ay-^aa  i* 

"*"  ïix^XTxfe  >«   a-^y/dy  pour  Texpreffion  de  L'aire 
MEMMCHGB.^  ^u'ilfaU«it  trouver. 


/ 
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Additions  qui  regardent  U  pratiqm  des  horloges. 
Pkemi£K£     Addition. 

Ajomez  à  lëfm  Je  Tatùdt  fii  »  fagt  lyo,  ce  qm  fiâa 

LE  temps  de  la  defcente  du  centre  de  pelàqteur  ou dtf 
centre  d'ofcillation^du  pendule  fimple  ou  compofé  SA 
(fig.  41.)  qui  eft  entre  les  cycloïdes^K,  Sk^  par  chacun  des 
arcs  de  cycloïde  GAy  PAy  &c.&parlademî.cycloïde2)^, 
eft  toujours  le  nvême  ^  par  l'art.  499.  Nommant  D  le  diâme^ 
tre  ^  JBdu  cercle  générateur  de  la  cycloïde  JiA\\sL  vitelTe 
acquife  par  la  chute  D^^  eft,  comme  on  l'a  vu  dans  le 
même  article  499,  VAE{^D)  :  &  le  temps  (T)  de  cette 
defcente  par  la  demi-cycloïde  DA^  eft  i£j^.  Ainfi  ,  par 
l/'article  5 1  o  ^  D  ^  étant  égale  à  xAE ,  l'expreflion  du  tempsL 
de  chaque  defcente  du  centre  de  pefànteur  ou  d'ofcillation 
par  tel  arc  qu'on  voudra  GAy  PAj  DA  de  la  dénû- cycloïde 
JDA,  fera i^=r  î^=^c=^  ^^VD^ 

Si  on  prend  tel  autre  pendule  qu'on  voudra  entre  dêuk* 
autres  cycloïdes  qui  lui  conviennent  ;  en  fè  fêrvant  des 
mêmes  lettres ,  mais  italioues  pour  marquer  la  difièrence  ^ 
on  aura ,  pour  l'expreffion  du  temps  de  chacune  de  fes  vibra« 
tîons,  t^=^yJi. 

Comparant  le  temps  T  de  chaque  vibration  du  premier 
peirdule  avec  le  temps  /  de  chaque  vibration  du  fécond, 
on  aura r.  /  :;4v^D.  j^^ân^B.  v^^.-.ViD.  %^i^:^'eft-à. 
dire ,  le  temps  T  de  la  première  eft  au  temps  t  de  la  féconde, 
Comtne  la  racine  de  la  longueur  du  premier  pendule  V'zD^: 
eft  a  laTacine  de  la  longueur  du  fécond  pendule  ^lâ-^  la 
longueur  du  premier  étant  iD ,  &  celle  du  fécond  étant  xâ^ 
parTirticle  511. 

Mais  en  fuppofântque  le  premier  pendule  eft  le  plus  long, 
êe  que  chacuQ^  de  ki  vibrations  a  plus  de  durée  que  chacune 
des  vibrations  du  fecopd  ^  êc  que  le  raport  de  I  eft  marqué 
par  j  ;  il  eft  évident ,  en  nommait  a  une  vibration  du  fécond 
pendule,  que  le  nombre  des  vibration5  du.fêcond  pendule, 
faites  dans  le  temps  T^-^s^  nt  d'une  vibration  du  premier 
pendule,  eUnaj  & qu'ainfi  le  temps  T  d'une  vibration  du 

premier 


Additions,  &é.  41  y 

|>rcmier  pendule ,  efl:  au  cems  t  d'une  vibration  du  fécond ,  ré« 
"ciproquement  comme  le  nombre  des  vibrations  du  fécond 
pendule  faites  dans  le  tems  2^a=snr,ou  dans  tel  cems  qu'on 
voudra ,  eft  au  nombre  des  vibrations  du  premier  pendule 
faites  dans  le  même  tems  yT=^nt  .t  ima  .  ta. 

Par  conséquent  nommante  le  nombre  des  vibrations  du 
premier  pendule  pendant  tel  tems  qu'on  voudra ,  comme 
pendant  u;ie  heure  3  &  n  celui  des  vibrations  du  fécond  pen^ 
<iant  le  même  tems ,  on  aura  cette  proportion  T  .t  wn.  N 
î:  VxD  .  v^i^/j  prenant  les  quarrés,  on  aura  m .  NN  ::  iD* 
id^  qui  donne 2^  =s ^N-^^^^ ^  ou  bien  ,  en  nommant  xD{Z) 

C'eft  la  formule  pour  trouver  par  le  moyen  de  la  longueur 
connue  du  pendule  à  fécondes ,  qui  eft  de  trois  pieds  huit 
lignes  &  demie  ,  quelle  doit  être  la  longueur  du  pendule 
<]ui  fera  pendant  une  heure  tel  nombre  de  vibrations  qu*on 
voudra.  Par  exemple  (î  l'on  veut  fçavôîr  la  longueur  du 
pendule  dont  les  vioratîons  feroîent  d'une  demie  feconde , 
^n  fuppofera  cette  longueur  inconnue  égale  il  :  on  mettra 
dans  la  formule ,  à  la  place  de  Z ,  le  nombre  3  ?*•  8  ^*«-  f  5  à  la 
place  de  NN ,  lequarré  du  nombre  des  fécondes  quecontîenc 
une  heure  $  &  au  lieu  dcnn^  lequarré  du  nombre  des  demi* 
fécondes  que  contient  une  heure  j  &  l'on  aura  la  longueur 
(  /)  que  l'on  cherchoît. 

Cette  même  formule  peut  s'étendre  aux  pendules  fimples^ 
comme  57^,  5Z  (  fig,  i  3  &  14)  qui  ne  font  point  entre  dçs 
cycloïdes ,  pourvu  qu'on  leur  fafle  décrire  des  arcs  (êmbla- 
bîes  TC^  ZP.  Car  nommant  {j4)  Tare  que  décrira  le  pendu- 
le 5Z ,  &  (^)  celui  que  décrira  le  pendule  ST  ;  nommant  (  S  ) 
le  finus  verfe  du  premier, &  {s)  celui  du  fécond-,  &  enfin 
nommant  (  Z  )  la  longueur  du  pendule  5JJ ,  &  (  /)  la  longueur. 
ST  du  fécond ,  Texpreffion  du  tems  T  de  chaque  vibration  du 
premier ,  (èra  7"  »s  ^  .  l'expreflion  du  tems  de  chaque  vibra*- 

tîon  du  fécond  fera  f  =  ^. 

Mais ,  à  caufe des  arcs femblables, lA.iawS .sixL .L 
Aînfî  l'on  peut  mettre ,  quand  on  compare  enfèmble  ces  deux 
exprefTions ,  Z  à  la  place  de  -^  &  de  4S  î  &  /  à  la  place  de  a 
&dej,&  l'on  aura  T  .t::^^.^/.:  ^  .9^/ :;  ^lv^Z  .  ly/l  :: 

VL.y/l.  Nommant  (  ^  )  le  nombre  des  vibrations  du  pen- 
Tome  II.  H  h  h 


i 
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dule  SZ  ^  &  («)  le  nombre  des  vibrations  du  pcndute  452^ 
(  qu'on  fuppofè  le  plus  court)  faîtes  dans  le  même  tems  j  oa 
aura ,  comme  dans  les  pendules  entre  les  cycloïdes  ^T  .t::, 
n  .  N  ::  yJL  .yJl:  &  prenant  les  quarrcs  ,  on  aura  nn \  N J>f 
:  :  Z  .  /  j  ce  qui  donne  la  jformule  /  = 


nnxl 


^^f 


■*»• 


Seconds     Addit^ion;. 

'A)outexJ»  la  fa^e  i  Sq  ,  avant,  les  Remarques ,  ce  qui  fuir:-. 

ON  peut  trouver ,  par  le  moyeti.dé  lamiême  formule,  quel- 
eft  le  point  du  pendule  compofé  de  deux  poids  5Z(fig  J4v) 
où  il  faut,  mettre  la.  lentille  A.  „ai]n  que  \ts  vibrations  da 
pendule  5  i;  foleAt  les  plus  fromptes  qp'il  foit.  poflible.  Car 
étant  démontré  dans  l'article.  3  44 ,  que  la  diftance  du  cea- 
tre  d'ofcillation  de.  ce  pendule  compolé  t{iSC{z^  =  ^J,ZÇry- 
ou  bien,,  en  nommant  x.  la.  diftance  &-A  pour  mieux  repré- 
fenter  qu'elle  eft  changeante ,  SC  (x.)  =%î^'  i  la  qweftion 
feré.duit  à  trouver  la;»ï^/W«5C(jO-  Pour  la  découvrir.,,  i?.  il 
faut  prendre  les  différences  ,  &  l'on,  aura  fe-^-^'^fT^ig* 

lo.  Il  faut  fuppofer  di^=  Q  j  ce  quidonnera  xx.-i-  ^ x  —  ^ 
.ssso..  D'où  l'on  tirera  x.=a  —  ^ -i-^Vll^al.^o,  H  faut 
fubftituer  cette  valeur  dejf  dans  l'équation ,  8c  l'on  trouvera, 
après  avoir  fait  le  calcul  ,x~  '—  ^'  -*-  ^  v'//-»-  al^ 

Ce  qui  fait  voir  que.,  quand  la  diltaxice  du  centre  d'ofcilla- 
ttonnSC  (  O  eft  Isumoiindre.  qu'elle  puiflè  être ,  (  ce  qui  rend  les 
>ibrations.-du  pendule  compofé  les  plus  promptes  qu'il  foie, 
poffible ,  )  alors  la  diftance  5^  (  x  )  de  la  lentille  A  eft  égale. 

;  à  -^  ^.  ■+■  ^  ^^^  -^  al->  qui  eft  la.  moitié  de  la.  moindre  diftance  • 
du  centre  d'ofcillation.. 

D'où  l'on  voit  que ,  foitqu'ôn  hauflè  là  lentille^ au-- deflus 
du  point  du  pendule  qu'on  vient  de  déterminer  >  foit  qu'on 
l'àbaiflèau-deflbus ,  on  retardera  l'horloge:  Et  que  quand  la 
lentille  eft  au-deflus  de  ce  point ,  (1  on  l'abaiffe ,  &  quand  elle. 
çft.aa..deflbus,  fi  on  la  hauflè,,  onfera  avancer  l'iioxloge.. 

S.    I.    iV. 
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T  K  0  I  s  I  B*  M  E     Addition. 

EN  cherchant  dans  la.page  142  qtielleefl  la  courbe  DG^ 
(fig.  41 .)  aue  doit  décrire  le  centre  d'ofcillatîon  d'un  pea- 
dulc,  afin  que  les  defcentcs  par  chacun  de  fts  arcs  D^ ,  P^y, 
G  A  fefaffenten  des  cents  égaux  y  on  a.ftfpporé  dans  la  réfolo- 
tion  (  en  nommant  s  chacun  de. ces  arcs,  &  x  leurs  hauteurs 
correfpondantes  AE ,  AB  ^AM)  que  ^^ou  fon  multiple 
^,  étoît  un  raport  confiant  égal  au  tems  de  chaque  defccn^ 
te  quîeft  fuppofé  le  même.  Voici  la.  démonftration  de  cette* 
fiippofitîon.. 

Qu'on  prenne  deux  arcs  quelconques  'DA  \  G  A  de  là  coujp- 
bejDG-^,  qu'on  fiippore  être  celle  aue  l'on  cherche  j  qu'on 
conçoive  chacun  de  ces  arcs  partage  dans  le  même  nombre 
de  parties  infiniment  petites, en  forte  que  \ti  parties  du  pre- 
mier  foient  toutes  gaffes  entr'elles,  &.que  \^s  petites  parties^ 
du  fécond' foient  aufli  égales  entr'elles  j  ôc  qu'on  nomme  far^ 
tics  correfpondantes  la  première  partie  de  l'un  &  la  première 
partie  de  l'autre ,  la  féconde  partie  de  l'un  &.  k  féconde  par- 
tie  de  l'autre,  &  ainfi  dé  fuite  5  il  eft  évident  que fe  raport  du. 
premier  arc  au  fécond  eft  égal  au  raport  de  deux  parties  cor- 
riefpondantes.  Qu'on  fuppofe  que  deux  parties  correfpondan- 
tes font  parcourues  en  deux  inftans  égaux  j  il  eft  évident  qu'en? 
tonfîdérarit  dans  ces  inftans  îhdéfinirnenr  petits  les  mouve- 
mens  comfne  uniformes  ^  lé  raport  de  deux  petites*  parties, 
correfpondantes  eft  égal  au  raport  des  vîtefles  avec  tefqucU 
les  ces  parties  font  parcourues.  Ainfi  le  raport  de  deux  par- 
ties correfpondantes  étant  le  même  pour  toutes  ,  le  raport 
des  viteffes  avec.lèfquellès  elles  font  parcourues  (  qui  lui  eft 
cgal  )eftauffitemême.  Le  raçott  dès  arcs  T>  A  ^GAtÇi  àonc 
auffi  le  même  que  celui  des  vîtefles  avec  lefquelfes  ils  fijnt  par- 
courus. Il  fûit  de  là  que  Pê  raport  de  l'arc  BA  à  favîtcfte  eft 
égal  au  raport  de  Tare  G>^à  fa  vîteflTe:  D'où  l'on  voit  que 
dans  la  courbe  que  Ton  cherche, lé  raport  dç  chacun  de  {q% 
arcs  à  la  vitefle  avec  laquelle  il  eft  parcoura  ^  qui  eft  y^^  eft 
un  raport  conftant  égal  au  tjems  employé  à  le  parcourir ,  quK 
eft  auffi  fuppofé  conftant;  Ce  qu*ll  fitlloit  démontrer. 

Aihfien  luppofanty^égalea  une  conftante homogène  2 v'/r,- 
on  aura  s  ==  ly/ax  pour  Pcquation  delà  courbe  que  l^on  cher- 
che ,  qui  eft  la  cycbïde.  '• 

On  remarquera  que  ce  n'eft  que  dans  là  conipararfon  àt% 
tems  des  defcentcs  par  différentes  cycloïdcs ,.  que  Ton  peut- 


4i8  A  b  6  I  T  t  o  N  s^iLc 

exprimer  le  tems  de  la  defcente  par  chacun  des  arcs  de  !i 
cycloïde  DG^  (  fîg.  41 .  )  par  ^^  ,  ou  par  fon  multiple  ^^j 

&  que  ce  n'eft  qu*eD  ce  fèns  qu'on  l'a  fuppofé  dans  la  pre* 
niiere  addition. 

Mais  dans  la  comparaifondes  tems  des  defcentes  par  deux 
arcs  femblables  de  cercle  que  Ton  a  faite  à  la  fin  de  la  premier 
re  addition  ,11  faut  confidërer  ces  arcs  comme  des  polygones 
femblables,  &  les  raporter  à  deux  plans  inclinés  compofôs 
chacun  de  plafieurs  petits  plans  inclinés  qui  font  deux  à  deux 
des  angles  égaux  îndéfînimenc  petits  3  &  dont  les  hauteurs 
ont  le  même  raport  que  les  longueurs  de  ces  plans  inclinés. 
Âin(î  nommant  leurs  longueurs  ^  &c  a  ^  Se  leurs  hauteurs 
correfpondantes  5  &  /,  &  les  tems  correfpondans  Ttct^  Toa 

aurar,*::^^.^^. 

On  peut  encore  remarquer  qu'en  nommant  /  chaque  corde 
u4H ,  I^-F  (  fig.  41 .  )  du  cercle  j4HE  ;  x ,  chaque  fînus  vcrfe 
correspondant  ÀM^  AB  j&  4^  le  diamètre  AE  ^  Ton  trouve 
que  chaoue  corde  AH  (s)  =  v^4^x ,  qui  eft  la  même  équa* 
tion.  Cela  vient  de  ce  que  le  tems  de  la  defcente  par  chaque 
corde  AH  (s)  qui  peut  s'exprimer  par  ^ ,  eft  auffi  conftant, 
ou  le  même  :  ainfî  en  fuppo(ânt  ce  raport  conftant ,  on  trou« 
ve  Téquation  du  cercle  par  raport  à  ks  cordes. 

La  même  équation /s=:v^4irx convient  aux  ordonnées  BC^ 
^^>(%*  ^  9 Ode  la  parabole  ACc^  en  nommant  /  ch^ue  ordon* 
née  BCix^  chaque  coupée  AB  s  &  4^  ,  le  paramétre  A  P. 
Cela  vient  de  ce  que  le  raport  rrj  de  chaque  ordonnée  de  la 
parabole  à  la  racine  de  (a  coupée  eft  conftant.  Ainfî  en  cher, 
chant  une  courbe  qui  (ait  telle  3  qu'un  corps  pelant  defcen- 
dant  de  la  hauteur  de  (t%  coupées ,  il  décnve  dans  un  tems 
égal  par  un  mouvement  uniforme  avec  la  viteilë  acquife  de 
cette  nauteur ,  qui  fera  \/x ,  chaque  ordonnée  correfpondan- 
te  j  de  cette  courbe  j  Ton  trouvera  que  l'équation  fera  celle 
de  laparabole^  Texpreffion  du  tems  par  cliaque  ordonnée/^ 
qui  eu  ^  ou  j^^  étant  un  raport  conftant. 

D'où  l'on  tire  aîfément  (  les  ordonnées  ayant  le  même  ra* 
port  que  les  vîteflès  )  que  le  mobile  décrira  dans  un  tems  égal 
par  un  mouvement  uniforme ,  avec  la  vîteffe  acquife  par  la 
nauteur  de  chaque  coupée  x ,  chaque  circonférence  c  que  for- 
meroît  Textrêmîté  de  chaque  ordonnée  correfpondante  s  de 
la  parabole  par  Ùl  révolution  autour  de  l'axe.  Car  f ,  qui  eft  le 
raport  de  la  circonfércftce  au  rayon ,  fera l'cxpreflîon  du  tems. 

REMARQUES 
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REMARQUES 

DE    MONSIEUR     VARIGNON 

SUR  L'ANALYSE   DEMONTREE 

DU  R.  P.  REYNEAU. 

VO I  c  I ,  mon  Rcvcrend  Perc ,  le  Manufcrîc  que  vous 
ixi*avez  mis  entre  les  jnaîns  :  je  n'ai  pu  que  le  parcourir 
&  par  reprifès,  en  ayant  été  inceiJamment  diftrait  non-fèu- 
lement  par  mes  devoirs  de  ClafTe  &  d'Académie  ^  mais  en« 
core  par  des  chofes  â  examiner  tant  par  Ton  ordre  que  par 
celui  de  Moniëigneur  le  Garde  à^s  Sceaux ,  outre  des  cor- 
redîons  d'épreuves  de  chofes  qui  me  regardent  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  :  Cependant  quelque  rapidement 
que  j'aye  parcouru  ce  Manufcrit,  je  n'ai  pas  laifTé  d'y  voir 
beaucoup  d'ordre  &  de  netteté,  avec  des  Observations  eu- 
rieufes  fur  la  nature  des  racines  àc^  équations  cubiques  done 
le  fécond  terme  eft  évanoui.  Quant  aux  valeurs  de  ces  ra- 
cines ,  la  plus  grande  partie  de  ce  Manufcrit  eft  employée 
â  faire  voir  que  le  ouotient  du  dernier  terme  de  chacune  àt 
ces  équations  divife  fans  refte  par  la  diâS^rence  de  la  gran-^ 
deur  du  troisième  terme  à  un  quarré  parfiajt  qui  auroit  ce 
quotient  pour  racine ,  en  eft  une  de  l'équation  proppfée  r 
cela  efl  vrai,  &  Téquation  x'  x  4I /xnh 4^==  o ,  générale  y 
combinant  de  toutes  les  manières  chacun  des  fignes  du  troi-. 
lîéme  avec  chacun  de  ceux  du  dernier,  le  fait  voir  tout  d'ui^ 


coup  en  donnant  tout  d'un  coup  x  «:  — =-j.  Mais  pour 

»voir  ce  quarré  parfait  xx ,  il  faudroic  «n  avoir  la  racine  x, 
&c.  c*eft  ce  qu'on  cherche  :  aufli  l'Auteur  abandonne-t-il 
enfin  cette  méthode  ,  &  a  recours  aux  formules  ordinaire» 
des  racines  de  ces  équations ,  defquelles  formules  on  pou- 
yoit  abréger  le  calcul  de  la  moitié ,  ainfi  que  je  Taî  fait  voir 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  Tome  L  de  1 699.  p.  141. 
&c.  où  j'ai  trouvé  ces  jaciaes  cubiques  fur  la  même  naéthodcç 
que  le  quarré. 


•• 


Remarq;UBS  di.,M.  Varicnon 
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LIVRE     V. 

SECTION       IL 

R   £    M   A   K   Q^U    E    S 

Sur  les  équations  cubiques.  Voyez  les  Mémoires  de 
V Académie  de  i6^^»pag.  141.  Tome  I.  de  ces  Mémoires. 
Voyez  auiîî  le  Tome  II.  Liv.  IX.  des  Elemens  de 
Mathématique  du  P.  Prestet.  Voyez  auffi  VAnalyfi 
démontrée  du  P.  Reyneau  ,  Tome  I.pag.  i^%.feU.  x., 
Voy .  zM^it  Arithmétique  uni'verfeUe  de  M.  Newton^ 
pag.  tyu 

De  la  nature  des  kacines  des  Equations  cuBiqjiEf 

DONT  LE   SECOND  TEflLME   EST    EVANOUI, 

I.  D  Ans  x5  X  ^px  H^  ^  a»  o ,  dont  le  troîfiéme  terme  pjc 
efl  pofitif ,  il  y  a  une  racine  réelle  avec  deux  imaginairesu 
Car  fi  elles  étoient  toutes  trois  réelles,  l'évanouiflement  du 
fécond  terme  de  cette  équation ,  marquant  qu'une  d'elles 
feroit  pofitive  égale  a  la  Tomme  des  autres  négatives,  ou  une 
négative  égale  à  la  fomme  des  deux  autres  pofitives  ;  lafonu 
me  des  trois  produits  de  ces  trois  racines  multipliées  Tune 
par  Tautre  deux  â  deux,  fèroit  négative,  Se  conféquemment 
auffi  p  qui  exprime  cette  fomme  de  produits. 

1 1.  On  jugera  de  même  des  racines  des  autres  formules  de 
Êes  fortes  d'équations?  Par  exemple  dans  x^  x  — jpx4^^==o^ 
qui  a  p  négatif,  fi  JU  ^5  =;  i^^ ,  cette  équation  aura  trois 
racines  réelles  dont  les  deux  moindres  feront  égales  entre 
elles ,  Çc  leur  fomme  égale  à  la  plus  grande  j  car  fi  Toa 

Î)rend  H:: r  pour  la  plus  grande  de  ces  trois  racines,  &  con^ 
cquemment  ^^r  pour  chacune  des  deux  moindres ,  la 
fomme  ^  des  trois  produits  de  ces  trois  racines  niultipliées 
Pune  par  l*autre  deux  à  deux ,  fera  — p  c=  ^  rr — {  rr —  i  rr 
ê=irr-^rr=---irr,  ou /==«irr 5  ce  qui  donnej/>===ifr, 
&  ^^  =s ^ y^.  D'un  autre  côté  le  produit  q  de  ces  trois 
mêmes  racines  fera  H^^  =5 "|rxxrxrstti;j^,iBc+-|^=|rJï 


fx  qui  donne  ^  ^f  =?  y?  ^^  Donc  ^fg^i^ifp  Ce  fuUlfàhit 
démmtrer. 


svn  l'Analyse  DiMONxikE'Br  fij 

tll.  Si,  le  troîfiéme , ëcanc encore  négatif,  Téquatian  à 
TyP^  >  ^^q,  elle  a  une  racine  réelle  avec  deux  imaginaires. 
^Car  (i  elles  étoient  toutes  trois  réelles  dont  les  deux  moinr 
dres  fuflent  égales  entr^elles,  cette  équation  âuroit  (  Art,  2.) 
TyP^^i^i  &  fi  ^cs  deux* moindres  racines  étoient  inégales^ 
la  même  équation  auroit  i/î  <  ^qq  j  parceque  cette  iné- 
galité feroit  croître ^j  &  décroître/*  Donc  Tif^^^i^^^ 
îorfque^  eft  négatif,  marque  une  racine  réelle  avec  deux 
imaginaires. 

I V.  Si  p  eft  négatif,  rjp^<^  if 4^  >  l'équation  a  trois  racî- 
.nes  réelles ,  dont  les  deux  moindres  font  inégales ,  puifquç 
(  Art.  1.)  fi  elles  étoient  égales  elles  rendroient  TjP^'=\^^y 
èc  leur  inégalité  faiiànt  croître  -^p^^  &c  décroître  ^  ^^3  fans 
ix>rnes,  il  ne  peut  y  avoir  d'inégalité  entre  -^p^ëi^qq,  ni 
conféquemment  entre  le$  deux  moindres  racmes.  Il  faudra 
examiner  cecL 

V.  Dans  ce  dernier  cas  Texpreffion  générale  des  racines  , 
telle  qu'elle  eft  dans  les  Mem.  de  1 7o6,ne  peut  fignifîer  aucune 
quantité  réelle  (  dit  M.  Newton,  )  parceque  la  racine  eft  ici 
multipliée,  &  cette  quantité  eft  fimple  (i  examinera)  elle  ex- 
prime cependaat  une  de  ces  valeurs  dont  les  autres  font  iHV 
poflîbles. 

PROBLÈME    A     METTRE 

Après  les  égalité'^  de  Id  page  Juivame.  Il  faudra  ^votr 
s'il  ne  doit  point  être  nuffi  après  ies  Oh/èrvations  qui 
la/uivent  ^  ^  a^vant  les  Théorèmes  s  ft)  de  plus^ 
ces  Ohjervations  ne  doivent  point  être  mifes  par  pro^ 
pofitions  détachées. 

Fkobleme. 

• 

Tr  OTJ  T^MK  auxquelles  des^  formes  précédentes  tes  eyiUte%^  A  ^ 
B,  C,  D,  E ,  F  ,yî?  rèduifent félon  que  f  ^  g  y  font  égales  oùf 
inégales ,  avec  les  valeurs  de  2^<\ ,  qui  en  réfuhent  à  ceji 
égalitex^ 

S  O  L  u  T.  I.  QueFque  foît  le  raport  de/à  g^  il  eft  manifefte 
que  régaliré  A  eft  de  la  première  forme  G ,  &  qiue  B  eflt 
^e  la  féconde  /fi  &  qu'elles  auront  également  j^«»^>  fit 


î\r  R.EMAKQ,««i'  DE  M,   Vari^nok 

IL  Dans  le  cas  dc/sœg, 

1°.  Les  égalitcz  C ,  D,  deviendront  d«  fécond  degré  qui 
n*a  aucune  difEculcé ,  ce  cas  faiianc  évanouir  leur  quatrième 
terme. 

i«>.  L'égalité  E  fera  de  la  cinquième  forme  X,  &  l'égalité 
JP  delà  fixiémc  ilf  ;  ce  qui  donnera  0==:^  dans  toutes  deux^ 
2/'-*.  1^:3=^  dans  Tégalité  £,  &  z/»^-  é/^j  a»  ^  dans 
légalité  F. 

IlL  Dans  le  cas  de/vg, 

ï°.  L'égalité  Cfera  de  la  première  forme  G,  &  Tégalité  B 
de  la  féconde  ff i  ce  qui  leur  donnera  également  i/f^gg^^f^ 

1».  L*égalîcé  E  fera  delà  première  forme  G,  &  Pégalîté 
JF  fera  de  la  féconde  ff  ;  ce  qui  leur  donnera  également 

IV.  Dans  le  cas  de/<.g, 

i<^.  L'égalité  C  fera  de  lafeconde  forme  //,  &  Tégalité  B 
de  la  première  G  ;  ce  qui  donnera  également  lff^^^=^t^ 
avecx/gg~i/»«^. 

z<^.  L'égalité  E  fera  de  la  troifîéme  forme  7^  &  i^  de  Ja 
i]uatriéme  K  \  ce  qui  leur  donnera  également  }gg  ~.  iffzae&f^ 

Au  lUu  de  te  CoroUaire  il  en  faudra  nn  fins  e^rreB, 

FORMVZBS      GENERALES 
^Equations  du  troifiéme  degré  dont  le  fécond  terme  efi  èvanoSi  ^ 

iîf*  les  racines  données. 

A.  xî  X  — %  }ffx  —  !/•  5;=:  0  /  dont  les  trois  radnes 
font  X ^-/=as o ,  Ar^/sKso,  &x— ^i/=a:o,  dont  deux  font 
égales  entre  elles,  &  négatives  avec  la  troifîéme  pofitive 

égale  à  leur  fomme,  &  toutes  trois  réelles. 

B.  }c^H-^  iff^^  3l/*5==  o  1  dont  les  deux  premières 
ïbnt  encore  égales  entre  elles ,  mais  pofitives  avec  la  trot- 
fiérae  négative,  &  toutes  trois  réelles. 

C.  ^  ATî  X  —  }Jfx — i/*=5î=  o,  dont  les  trois  racines  font 

ir-4-/4-g;=Bno,  x*.H/^^g=«o,  & jîT -^ 2/ «aco ,  toutes  trois 
f  ëelles  &  inégales ,  defquelles  la  troifîéme  égale  encore  4 
4A'fQmine  des  deux  autres  efl:  pofitive j  &  elles  négatives^ 
lorfque/eft  plus  grande  que  ^j  ou  la  première  (Tçntrç  elles 
négative^  de  la  féconde  poiîtive  ft  g  >^ 


;   SUE    L'AWAtYSB    DEMOHTI.&'£f  'p 

D.  ^'    X  —  iffx  -t-  j/'  5SS  o ,  dont  \qs  trois  racines  font 

—  gg^— Vis 

X— / — g==o,  X — /*^-g==50,  &x-|.i/=îO,  toutes  trois 
réelles  &  inégales,  &  dont  la  troifiéme  égale  à  la  fomme 
des  deux  autres,  eft  négative  j  ficelles  pontives,  lorfque/ 
eft  plus  grande  que  g  ;  ou  la  première  d'entre  elles  pofitive, 
&  la  féconde  négative  fi  g  ^/! 
J?.       xi    .     —  ^ffx  —  i/*  =s  o ,  dont  les  trois  racines  font 

x4./-^\/— 3^=0,  x-h/— •— 3gg«o,  &x  — 1/=<>; 
defquelles  racines  la  troifiéme  égalea  la  (bmme  des  deux 
autres,  eft  réelle  &  pofitivej  la  troifiénie  égale,  &  elles 
imaginaires  négatives ,  quelle  que  fbit  g  par  raport  d  /, 
plus  grande  ou  plus  petite ,  il  n'importe. 

F.       x^    ^   —  iffx  ^  i/*  =  o ,  dont  les  trois  racines  font 

X— /— v'— 3gÇ  =0,  i;— /^v'— 5gg  «o,  &  X^lf^O^ 
defquelles  les  deux  premières  font  encore  imaginaires  fi^ 
Inégales,  mais  pofîtives j  &  dont  la  troifiéme  égale  à  leur 
fbmme  eft  réelle  négative ,  quelle  que  foît  encore  g  par 
raport  à  /,  plus  grande  ou  plus  petite ,  il  n'importe., 

FORM'VZES     GENERAJÇ^ES 

de  toutes  les  ègalite^^  du  ttoifienu  dep-i  j  Ufquelles  n'ont  foitû 

dt  fécond  terme ^  ^  dont  le  dernier  <\  (^  le  co'éficient  p 

dM  fécond ,  font  connus. 

C  x^     .     — px  — jfsao. 


xi     . 

— /x 

xi     . 

— /x 

Xi     . 

-^fx 

X»      . 

-^fx 

^     . 

•      • 

X»       . 

.        . 

4-  f  =  0. 
!•  X^      .       -«-  ^X  —  ^  sas  O. 

X.  ^      •  .    .      —  ^œbO« 

JW.  x5      .  ,     .      -H  f  =  O. 

Pour  trouver  les  racines  cherchées  de  ces  fix  dernîcref 
égalitez  générales ,  il  faut  les  comparer  de  la  manière  fuL- 
Tante  avec  les  fîx  précedentçi  dç  racioçs  données ,  chacune 
#vec  ia  fembUblç. 


M         Remarques 'i>E  M.  Varigwom 

Comparaison 

Des  fix  premières  égalitex^  A,D,C,D^E^F,rf^  racines 
données  ^  avec  les  fix  autres  G,H,I,K^L,M, 

de  racines  cherchées. 

L  II  eft  manîfefte  que  les  cgalitez  C,  £,  font  de  même 
forme  qne^^  lorque  /eft  plus  grande  que  gî  &  que  l'éga. 
lice  JD  eft  auflî  de  la  même  forme ,  lorfque  g  eft  au  con- 
traire plus  grande  que  f.  De  forte  que  A  étant  toujours 
de  même  forme  que  G,  les  égalîtez  C^  £,  -D,  font  auffi  de 
la  même  forme  que  G  dans  ces  fuppofîcions  de />  g  pour 
Cy  £,  &  de  /<Kg  pour  D.  D*où  il  fuit  que  dans  ces  conditions 
pour  C,  £,  jD,  &  abfolument  pour  A^  ces  quatre  cgalitez 
font  de  même  forme  G  î  &  qu'ainû  dans  ces  fuppofîtions  les 
cinq  égàlitez  A ^  C,  E^  Hy  Gj  renferment  deux  racines 
négatives^  &  une  racine  pofîcive  plus  grande  que  chacune 
déciles ,  maïs  égale  à  leur  fomme  par  la  conftrudiôa. 

Co  ROL.  Cet  Article  premier  fait  voir  que  les  égalîtez  de 
la  première  formule  x? .  — px  —  ^  ==  o  ,  ont  toujours  deux 
racines  négatives  ^  &  une  pofitive  plus  grande  que  chacune 
d^^elles,  maïs  égales  à  leur  fomme,. 

1 1.  Il  eft  pareillement  manifefte  que  les  égalîtez  D,  E^^ 
font  de  même  forme  que  JBy  lorfque  /eft  plus  grande  que 
g;  &  que  Fégalîté  C eft  auflî  de  la  même  forme,  lorfque  g 
eft  au  contraire  plus  grande  que/.  De  forte  que  £  étant 
toujours  de  même  forme  que  /f ,  les  égalicez  D ,  JE ,  C> 
font  auflî  de  la  même  forme  que  JFf  dans  ces  ruppofîtions 
de/v  g  pour  D,  E^  &  de  /<.g  pour  C.  D*où  il  fuit  quedans 
ces  conditions  pour  JD,  £,  C,&  abfolument  pour  JBî  &  qu'ainft 
dans  ces  fuppofirions  Tes  cinq  égalitez  D^  EyC^S:^  H^  ren:- 
ferment  toujours  deux  racines  pofitives,&  une  négative  plus 
grande  que  chacune  de  celle-là,  mais  égale  à  leur  ibmme*. 

CoROL.  H  fuît  de  cet  Art.  i.  queJes  égaiite^ide  la  fecondc* 
formule  xî  .  — px  -♦-  ^ = o,  renferment  toujours  deux  racines 
*o(îtïves,  &  une  négative  plus  grande  que  chacune  de;  ces 
^'eux  là,  mais  égale  d  leur  fbmme. 

III.  II  eft  encore  manifefte  que  lor/que/eft  plus  petiot 
ique  g 4  Tégalké  jE  eik  de  même  forme  li  amfi  régauté.  J 
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dans  cette  fûppofition  renfermant  toujours  deux  racines 
négatives  imaginaires  inégales,  &une  racine  réelle  pofîtive 
égale  i  leur  fomme  par  la  conftruâion  y  donc  Tégalité  / 
renferme  auflî  trois  pareilles  racines, 

CoROL.  Il  fuît  de  cet  Art.  3.  que  les  égalitez  de  la  troi- 
fîéme  formule  x^ .  -^px  -^q  ==  o ,  renferment  toujours  deux 
racines  négatives  imaginaires  entre  elles,  &  une  réelle  po« 
fitive  égale  â  leur  fomme. 

IV.  Lorfque/eft  plus  petite  que  g,  Pégalîté  JF  fe  trouvant 
de  même  forme  que  Kl  &  par  cette  fûppofition  renfermant 
toujours  deux  racines  pofitives  imaginaires  &  inégales  avec 
une  racine  réelle  négative  égale  à  leur  fomme  par  la  con- 
ftrudion  j  Tégalité  K  doit  renfermer  auflî  trois  pareilles 


racmes. 


CoROL.  Il  fuit  de  cet  Art.  4.  que  les  égalitez  de  la  qua- 
trième formule  jcî  .  -h^x-4-  ^=0,  renferment  toujours  deux 
racines  pofitives  imaginaires  &  inégales ,  avec  une  réelle 
négative  égale  â  leur  fomme. 

V.  Lorfque  /==g,  Tégalîté  B  fe  trouvant  de  même 
Forme  queTégalîté  L\  &  par  cette  fûppofition  renfermant 
toujours  deux  racines  négatives  imaginaires  inégaies,  avec 
une  racine  réelle  pofitive  égale  à  leur  fomme  par  la  con- 
ftrudion  j  Tégalité  Z  doit  aufli  renfermer  trois  pareilles 


racmes. 


CoRot.  Il  fuit  de  cet  Art.  5.  que  les  égalitez  de  la  ctn^^ 
<]uiéme  formule  a:  •  •  — *  ^  =33  o,  renferment  toujours  deux  ra« 
cines  négatives  imaginaires  &  inégales ,  avec  une  réelle  po-^ 
fitive  égale  à  leur  fomme. 

VL  Lorfque /"=r=  g ,  l'égalité  T  fe  trouvant  de  même 
forme  que  l'égalité  A/;  &  par  cette  fûppofition  renfermant 
toujours  alors  deux  racines  pofitives  imaginaires  &  inéga- 
les, avec  une  racine  réelle  négative  égale  à  leur  fomme  par 
la  conftruftion  j  Tégalitc  M  doit  auffi  toujours  renfermer 
trois  pareilles  racines^ 

CoROL.  Il  fuît  de  cet  Art.  (5.  que  les  égalitez  de  la  fîxîémè 
formule  x . .  h-  ^=  o,  renferment  toujours  deux  racines  po- 
fitives imaginaires  iné|;ales^  &  uiie  réelle  négative  égale  i 
I^urfo^m? 


d 


fiïj         HemAuq^bs  de  m.  Vahignom 

Théorème.  I. 

2)<«ï/  Mftts  Us  igalittx^  du  treifiéme  degri  refréfenths  ^mit 
manière  générale  par  les  égalitet^  A ,  B  j  ^  cube  du  tiers  de  U 
grandeur  connue  de  leur  troifème  terme ,  efi  toujours  égal  au 
qudrrê  de  lalneitié  du  dernier  y  ou  ^ou jour  s  ■rfp^^=^  f  f  • 

.  Demonst.  Car  la  grandeur  connue  du  troifiéme  terme 
des  égalitçz  ^,  ^,  eft  }//==/,  le  tiers  eft^=i/>,  de  qui 
le  cube  eft/*  =  ^^î.  Or  la  grandeur  du  dernier  terme  des 
mêmes  égaiitez  eft  3/^  =  ^,  donc  la  moitié  eftjPsasxf, 
de  qui  le  quarré  eft/*=^iff.  Donc  rf/'=s=^^^.  Ce  qu'il 
faloit  démontrer.  » 

Th.  8.  TheokemeII. 

Dans  toutes  les  égalitexjlu  troifiéme  degré  repréfentées  £une  ma" 
niere  générale  parles  égalitex^C^HyVon  a  toujours  •^p^'^  ~qq, 

Demonst.  La  grandeur  connue  du  troifiéme  terme  des 
égaiitez  C,  D,  eft  iff-k-^  «=/,  dont  le  tiers  eft^-i-  |gg — jf , 

de  qui  le  cube  eikf''*-pgg  -^|^> îVS*  =rf/'-  Oi  1* 
grandeur  du  dernier  terme  de  ces  égaiitez  C,  D»  eft  H^  ip 

Hh  VggBs:^,  dont  la  moitié  eft  '±_P'^fgg ^=kq>^^  4*»»  1« 

quarré  eft  /* — xf*  gg  -i-^ffg*  =  ^  f f  • 

Donc  ayant  f*^Pgg^\  ffg^^  ^  ^^^f ,  & 

/* —  i/*gg -i-/jrg* «si ^^  ;-dans les  égaiitez  C, Z>,  fi  l*on  re. 

tranche  la  féconde  de  la  première  de  ces  Valeurs  de  -j^  ^,  ^  f  f  J 

il  en  reftera  3/*gg— f  J^«  +  ryg**=rr^'— 7^f  >  ***^^"*  ^^ 
premier  membre  eft  pofitif ,  étant  le  tiers  du  quarré  9/*gg 
— tffg'-^  j^  certainement  pofitif,  puifque  fa  racine  ^fg — ^gj 
n'eft  point  imaginaire,  donc  rf/'— ^fff  eft  pareillement  ici 
pofitif3Ôcconfequemment^/3>  Lqq,  Ce  qu'il faloit  démontrer, 

• 

A 

Th.  9.  Theouemi    II  L 

Toutes  les  égalités^  du  troifiéme  degré  généralement  exprimées 

par  E  ',  F ,  ont  toujours  ^7  f^<^^  f  f  • 

Ceci  ne  fatîsfaît  qu'au  cas  de/<.  ^,&  non  à  celui  de/<gr 
pour  fatîsfaîre  aux  deux  à  la  fois, il  ^audroît  -4^  3;$^^  5^  ^^py 
àînfî  qu^'ls  le  donnent  enfemble  dans  les  cgalicez  E,  F ,  ce 
^uî  donne  j5^ — gS=  it  j/^>  ^^^^  ^^  fuperieur  du  double 
ugneneft  pour  le  premîeFde  ces  deux  cas ,  &  Tinferieur  pour 


suK.  l*âwaltse  i>smontr.ï'e;  iat 

le  fécond  :  &  en  procédant  comme  ici ,  Ton  crcuveroic 

5/^gg  -»-  ^ffi""^^  =  I W  ^^  17  )^^  ^^"^  le^ipe  fuperiear 
'<lonneroît  ce  que  porte  ce  Théorème  3 .  mais  non  pas  l'in» 
ferieur  qui  ne  dit  rien  de  ce  qu'on  veut  ici  fçavoir  :  car  on 
trouvera  9/»gg ^  6ff^^^±=^ \qq^  ^/. 

DfiMONST.  La  grandeur  du  croifîéme  terme  de  ces  éga« 
lîtez  E  3  F ,  eft  3^—  3gg  =/,  dont  le  tiers  cft >f  —  gg==f /, 
de  qui  le  cube  eft/^— j/^gg-i^ji^ — g^s=s=«^^^  La  gran- 
deur du  dernier  terme  des  mêmes  égalîtez  eft  1/* -t-  6fgg=:q^ 
dont  la  moitié  eft/^  -*-  3>^==Tf  ^  ^^  ^^^  ^^  quarré  eft 
/^•*-  é;/*gg-4-  9)^=1  ffj  auquel  retranchant  le  cube  pré- 
cèdent,  il  refte  5>/*ggH-6;^H-g^  =  i^^~^/>'s  ce  qui 
létant pofitif^  l'on  aura^f^  >  rf /'*  ou  ry/'  <.  ^ ff .  Cr  ^i^V/ 
falloit  démontrer. 

Th.  10.  T  H  E  o   R  E  M  1     I V.  ' 

■iDans  toutes  ces  ègalitex^du  troifiéme  degré  ^  dont  le  fécond  terme 
efi  évanoui ,  l'inconnue  a  toujours  trois  racines  réelles ,  dont 
les  deux  moindres  font  égales  entre  ettes  ^^la  troifiéme  égale 
k  leur  femme ,  lorfque  jjf^sss^qq.  '      - 

Demonst.  Les  Th,  1,1,3,  font  voir  que  le  cube  da 
tiers  de  la  grandeur  connue  du  troifiéme  terme  des  égalîtez 
j^3  ^  j  eft  toujours  éeal  au  quarré  de  la  moitié  de  la  gran* 
deur  connue  du  dernier  terme ,  &  toujours  plus  grand  oa 
plus  petit  dans  les  autres  égalitez  C,  2>,  JE^  -Frc'eft-à-dirc 
toujours  ^fsss^qq  dans  ^  3  J?  s  &  au  contraire  toujours 

TfJ^ ^4^^y  ^^  -èfP^^Ï^^  4^^  ^" antres  égalitez C,  JD^ 
E^  F.  Or  l'inconnue  a  toujours  trois  racines  réelles  dans  les 
égalitez  A  yS^  defquelles  racines  deux  foni:  égales  entre 
elles,  &  la  troifiéme  égale  à  leur  fomme.  Donc  lorfque  ^.^5 
<^\qq  dans  une  éganté  quelconque  du  troifiéme  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui ,  cette  égalité  aura  tou*  n 

purs  trois  racines  réelles  dont  deux  font  égales  entre  elles,      ^ 
&  une  troifiéme  égale  à  leur  fomme.  Ce  qu'il  falloit  dé^, 
montrer*  ^  . 


Tme  XI' 
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Th.  II.  TheokemeV» 

JDans  tnnes  Us  égalé texjdB  trâijiéme  degré ,  Jûnt  le  ficpnâ  terne 

efiévaneUij  Pincênnne  a  tomjùmrs  trois  racines  réelles 

é*  inégales  entre  elles  ,  Urfque  ^jp^  ^  i  ^f  • 

Demonst.  Les  Th.  i,  i,  3,  font  voir  auflî  que  les  égaliJ 
,tez  C^  Z),  ont  toujours  rf^  ">  i  f ^  '  ^  4^^  ^^^  quatre  autrœ 
ji^  B^  Ej  F  y  ont  toujours  ^p\xs:^^qq^  ou  yfp  <^^qq.  Of 

Tinconnue  a  toujours  trois  racines  réelles  &  inégales  dansle$ 
^galitez  C^Z)^  par  leur  conftruâion.Donc  lorfque^^^v  jqq, 
dans  une  égalité  quelconque  du  troifléme  degré 3  dont  le 
fécond  terme  eft  évanoui  -,  cette  égalité  a  toujours  trois  ra- 
cines  réelles  &  inégales  entre  elles.  Ce  qu'ilfaUeit  démontrer. 

A 

Th.  II.  Théorème    VI. 

Dans  toutes  les  égalite%Jiu  troifiétne  degré  ^  dojit  le  fécond  terme 
efi  évanoui  ^  fituonnue  a  toujours  deux  racines  imaginaires 
inégales  entre  elles ^  ^  une. réelle  égale  à  leur  fomme ^  lorfque 

Demonst.  Les  Th.  i,  x,  3,  font  pareillement  voir  que 
les  égalitez  E,  F,  ont  toujours  ^f<^\qqy  &  que  les  quatre 
autres  A  y  B^  C,  D,  ont  toujours  ^p^=,lqq ,  ou  ^f^  >  {  qq. 
Or  i^inconnue  a  toujours  deux  racines  imaginaires  inégales^ 
&  une  réelle  égale  à  leur  fomme  dans  les  égalitez  E^  F  y  par 
leur  conftrudîon.  Donc  lorfque  ^/>5  5^  i^^  dans  une  égalité 
ouelconque  du  troifîémç  degré ,  dont  le  fécond  terme  eft 
évanoui  j  cette  égalité  a  toujours  deux  racines  imaginaires, 
inégales  entre  elles ,  &  une  réelle  égale  à  leur  fomme.  Ct 

quUlfaBoit  démontrer. 

Th.  ij.  Theoiieme    vil 

jy^ns  toutes  les  égalitetjiu  troifiétne  degré  de  la  première  forme 
sfi  •  '^^px^'^qwmo^  ^inconnue  a  toujours  deux  racines  réelles 
négatives  égales  entre  elles  j  ^  une  racine  pofitive  réeSe  égala 
À  leur  fomme  ^  lorfque  r7^^  ^^^  4  f  f  • 

Demonst.  Par  la  comparaifon  art.  i.  on  a  vu  aue  dans 
toutes  les  égalitez  du  trolfiéme  degré  de  la  première  formule, 
les  deux  moindres  racines  font  toojouts  réelles  négatives , 

§c  Iji  plus  i^raodç  r^çllç  poiîtiye  j  9c  p«:  iç  TkÇQtimç^  <}U9 
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clans  toutes  les  égaliteï  du  troifiéme  degré ,  dont  le  fécond 
terme  eft  cvanoûi ,  les  trois  racines  font  toujours  réelles , 
^deux  égales  entre  elles ,  &  la  troifiéme  toujours  plus  grande 
qu^elIes,  &  cgale  à  leur  ibmme,  lorfque-j^/*s:±:^^^.  Donc 
dans  toutes  les  égalitex  du  troifiéme  degré  de  la  première 
formule^  Tincoanue  a  toujours  deux  racines  réelles  négatives 
égales  entre  elles,  &  une  réelle  pofitive  plus  grande  que  cha. 
tune  d'elles ,  maïs  égale  â  leur  tomme ,  pnîfque  ^jf  =  i  ^q. 

A 

Th.  14.  Thboremz     VII  L* 

Dans  toutes  les  égalitexjiu  troifiéme  degré  de  la  première  formule 
x^.—  ^x  —  ^  =  0,  1^ inconnue  x  a  toujours  deux  racines 

'  réelles  négatives  inégales  y  £^  une  réelle  pofitive  plus  grande  que 
chacune  et  elles  ^mais  égale  à  leur fomme^lorfque  -^p^^  ^fq^ 

Demonst.  On  a^ûpar  la  comparaifbn  première,  que 
toutes  les  égalitezdu  troifiéme  degré  de  la  première  formule, 
ont  leur  deux  moindres  racines  toujours  négatives,  &  leur 
plus  grande  toujours  pofitive  &  égale  à  la  fomme  de  ces 
deux- là.  Le  Théorème  5.  fait  voir  auflt  que  dans  toutes  tes 
égalitez  du  troifiéme  degré ,  dont  le  fécond  terme  eft  éva^ 
noiii ,  les  trois  racines  font  toujours  réelles  6c  inégales ,.  lorfl 

3ue  ^^3  >  ^  qq.  Donc  dans  toutes  les  égalitex  du  troifiéme 
egré  de  la  première  forme ,  Pinconnue  a  toujours  deux  va.* 
leurs  réelles  négatives  inégales  entre  elles,  &  une  réelle  pow 
iîtive  plus  grande  que  chacune  de  ces  deux-là,  mais  égale  à 
leur  fomme ,  lorfque  -èrP^^qi-  Ce  qu'il faSoit  démontrer. 

A 

Th.  15.  T  H  £  O  &  £  M  s     IX. 

Dans  toutes  les  égalites^du  troifiéme  deffé  de  la  première  forme 
x^ .  —  ^x  —  ^  =  o ,.  V inconnue  a  toujours  deux  valeurs  ni^ 
qatives  imaginaires  inégales  ,  df  une  réette  pofitive  égale  i 
leur  fomme  y  lorfque  ^jp^  <^  i  qq. 

Démo  ns  t  .  La  comparaîfon  première  fait  voir  que  toutes 
les  égâlitet^  du  troifiéme  degré  de  la  première  ^rnte ,  ont 
leurs  deux  moindres  racines  toujours  négatives ,  &  la  plus 
grande  toujours  pofitive*  Le  Théorème  6.  fait  auffi  voir 
que  dans  toutes  les  égalitez  du  troifiéme  degré ,  dont  le  fe* 
cond  terme  efl  évanoui,  llnconnùe  a  toujoursdeux  racrae^ 
imaginaires  inégales  cnœ'elles,  &  une  réeîle  Pofitîvéphr* 
grande  que  dacunexPelles ,  msdnr  égale  à  leur  iomme ,  K>r£ 

kij  - 


3tîj  Remauqjjbs  de  M.^ARïGHOII 

que  -pfp^K.  \qq.  Donc  dans  coûtes  les  égalicez  du  troifîéme 

degré  de  la  première  forme,  l'inconnue  a  toujours  deux 

valeurs  négatives  imaginaires  inégales.  Se  une  réelle  po(î^ 

tive  égale  à  leur  fomme,  lorfque-;îy/3  <^i^^.  Ce  qu'ilfaUoit 

démontrer. 


A 


\ 


Th.  l6.  THEOREME       X.* 

> 

Dans  toutes  les  égalité  x^iu  troijiéme  degré  de  la  féconde  formé 
xy  —  ^x  -4-  f  =  o ,  r inconnue  a  toujourf  deux  valeurs  rêeOes 
fofitives  égales  entre  elles  y  (^  une  réelle  négative  flus  grande 
que  chacune  d^ elles  ^   inais  égale  k  leur  fomme  ,  Torfque 

Demonst.  La  comparaifon  i.  fait  voir  que  dans  toutes 
les  égalicez  du  troifîéme  degré  de  la  féconde  forme ,  les 
deux  moindres  racines  font  toujours  pofîrives ,  &  la  plus 
grande  toujours  négative.  Le  Théorème  4.  fait  voir  de  plus 
que  dans  toutes  les  égalitez  du  troifîéme  degré,  dont  le  fe. 
cond  terme  efl:  éyanoiii,  les  trois  racines  font  toujours  réel- 
les, que  les  deux  moindres  font  toujours  égales  entre  elles ^ 
&  la  plus  grande,  toujours  égale  à  leur  tomme ,  lorfque 
jf^  =  ^qq*  Donc  dans  toutes  égalitez  du  troifîéme  de*-; 

Î^ré  de  la  féconde  forme ,  l'inconnue  a  toujours  deux  va« 
eurs  réelles  pofîtives  égales  entre  elles,  &  une  réelle  né« 
gative  plus  grande  que  chacune  d'elles ,  mais  égale  à  leur 
tomme ,  lorlque  jîy.  ^J = i  qq. 

Th.  17.  T    H   E    O    K  E   M    E       XL 

J)ans  toutes  les  égalite^du  troipérke  degré  de  la  féconde  forme 
.  xKry^pX'^q7==^o^  l'inconnue  a  toujourr deux  valeurs  réelles 

jfofitives  inégales  entre  elle  s  y  O"  «»^  réelle  négative  flus  grande 
'  que  chacune  (Pelles  ,  mafs  égale  à  leur  fomn$e  9  Urfque 

jjf^^^qq- 

.  Demonst.  La  comparaifon  i.  fait  voir  que  dans  toutes 
les  égalitez  du  troiâéme  degré  de  la  féconde  forme ,  les 
<leux  moindres  racines  font  toujours  pofîtives ,  &c  la  plus^ 
grande  toujours  négative.  Le  Theorêmç  9,  fait  auffi  voip 
que  dans  toutes  les  çgalitez  du  troifîéme  degré ,  dont  le  fçr 
çond  terme  cfk  évanoili,  les  trois  racines  font  toujours  réel^ 
(es  inégales  entre  elles,  lorfque  ry/^Vy  ff-  Donc  dans 
f p^tp$  le?  çg^Utez  ^^  proifiémp  degré  dç  h  iççQ^  (oxme^ 
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rinccnnue  a  toujours  deux  racines  réelles  pofitives  inégaiei? 
.encre  elles,  &  une  réelle  négative  plus  grande  que  chacune 
d'elles ,  mais  égales  à  leur  iomme,  lorfque  ^jfh^^  qq.  Ce 
qu^il  falloit  démontrer. 

Th.  l8.  T  H   E    O    R   E    M   E      X  I  I. 

Dans  tontes  les  igalitex^  du  troifiéme  degré  de  la  féconde  f/^rme 
l'inconnue  a  toujours  deux  valeurs  pofitives  imaginaires  &  iné- 
gAles  3  ^  une  réelle  négative  f  lus  grande  que  chacune-  d'effes^ 
mais  égale  k  leur  fomme^  lorfque  ry^^  <.  ^  ff • 

Demonst.  La  comparaifon  2.  fait  voir  que  dans  toutes 
les  égalitez  du  troifiéme  degré  de  la  féconde  forme,  les 
deux  moindres  racines  font  toujours  pofitives ,  £c  la  plus 
grande  toujours  négative.  Or  le  Théorème  6.  fait  auffi  voir 
que  dans  toutes  les  égalitez  du  troifiéme  degré,  dont  le  fe« 
cond  terme  efl  évanotii,  l'inconnue  a  toujours  deux  valeurs 
imaginaires  inégales  entre  elles,  &  une  réelle  plus  grande 
que  chacune  d'elles  ,  mais  ^gale  à  leur  fomme  ^  lorfque 
-pfp^  <^\q4*  Donc  dans  toutes  les  égalitez  du  troifiéme  de^ 
gré  de  la  féconde  forme,  Tinconnûe  a  toujours  deux  valeurs 
pofitives  imaginaires  inégales ,  &  une  réelle  négative  plus^ 
grande  que  chacune  d'elles ,  mais  égale  à  leur  fomme ,  lorf^ 
quep^/J<^i^^.  Ce  qu* il  falloit  démontrer. 

Th.  19.  Théorème    XIH.         "" 

Dans  toutes  les,  égalitex^du  troifiéme  degré  de  la  première  d?! 
féconde  forme  y  chacune  des  deux  moindres  racines  efi  toujours 
la  racine  quarrée  du  tiers  de  la  grandeur  copme  de  leur  tw^ 
fiéme  terme  y  ou  la  racine  cube  de  la  moitié  du  dernier  (ces 
deux  termes  confiderèi^  fans  raport  aux  fignes  qui  leur  con^ 
viennent  dans  les  égalitex^qui  les  renferment  h)  é*  ^^  troifiéme 

.  racine  ou  la  plus  grande  des  trois ,  toujours  le  double  de  ces 
mêmes  racines  quand  -f^p  ==* i^  9  ^*  ^Itn,  chacune  des  deux 
moindres  racines  efi  toujours  ^jpy  ou  ^iq>  &  la  plus  grande 
des  trois  toujours  i ^  jp^  ou  1  ^\qy  ou  quand -pfp^  ==» \ qq* 

Demonst.  On fçaît  que  les  fîx  égalitez  >/,J?3C,D,J?j -F,' 
repréfentent  d'une  manière  générale  toutes  les  égalitçî^  pofl 
fibles  du  troifiéme  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanotii. 

On  a  vu  dans  les  détoonftrations  des  Théorèmes  i,  1,  5^ 
que  ^fpi^j^qq  dans  leség^litw  ^^  -?i  fif  que.  dans^.  léf 
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On  fçaic  que  chacune  des  deux  moindres  racines  des  égi« 
licez  A  y  3^  eft=:/;  &  que  la  plus  grande  des  trois  cft  i/, 
par  leur  conftruâion. 

On  fçait  encore  qoe  ^ff  grandeur  connue  de  leur  croiiié« 
fXke  terme  dlss^^  &  que  la  connue  du  quatrième  eft  x/'sa  ^; 
ce  qui  donne  jf=:f^,&/*=:if,  d'oà  rcfulte /«  V^^, 

.  Or  jf=:y/\f  eft  la.  racine  quarrée  du  tiers  de  }ff^ssp, 
iif^ssL^^q  la  racine  cubique  de  kt  moitié  de  x/'?ss  ^ ;  & 
que  2/ss  ly/^f  ssB  2^7 f  eft  le  double  de  cbacuoe  de  ces 
mêmes  racines. 

Donc  dans  toutes  les  égalitez  du  croiiSLéme  degré  de  \x 
première  &  de  lafecondeforme^  chacune  des  deux  moindres 
racines  eft  toujours  ^\p9  ou  ^^qi  &  la  plus  grande  tou^ 
purs  7y/\fy  ou  2^^^ ^  quand  ^f»=ss^fq.  a  qnfilfaBêii 
dimantrer. 

Th.  zo.  Corol.  Puifqu'on  a  vdff^sss  \p^  tcp^s^iq^  Toa 
y  aura  aufC  /(^)  =»  ^  pour  la  valeur  de  chacune  des  deux 
moindres  racines ,  &  i/ss  ^  pour  la  f  aleur  de  la  plus  grande 
égale  à  leur  fomme. 

•       A 

Th.  II.  Thbo&bmeXIY. 

Zorfqne  -1^  /^  =s  1  ^^  àéms  Us  ipilitex^  de  troifieme  iep'i  ^# 
la  fremiere  ^  de  la  fieande  frnm  ^  la  fims  gramU  de  leurs 
trois  racines  ^  la-fûfifive  dans  une  égalité  de  la  fre^ 
miere  ferme  y  é^  la  négative  dam  une  égalité  de  la  féconde 
ferme  ^  efi  toujours  if^s=^  JFhj  »  ^^fi-k^ire^  eft  toujours  la  ra^ 
cine  xf  £un  quarré  parfait  ^  plus  ytand  que  la  grandeur 
connue  p  de  leur  troifiéme  terme ^  é*  fui  diminué  de  cette  gran^ 
deur  p  divife  le  dernier  terme  q  fans  refte  ^  é^  donne  cette 
racine  ifpour  quotient  de  cette  divifion  ^  fous  le  figue  qui  lui 
souvient  dans  Pépslité  linéaire  qui  la  renferme  avli  bien  que 
F  inconnue  dont  eue  eft  la  valeur^  f^avoir  fous  lefiyie  —  pour 
t égalité  de  la  première  forme  ^  é'fous  lefig^e  ^pour  celle  de 
la  féconde^ 

Demonst.  Les  Theorêoies  r,  t,  $,  fontrotr  queleséga^ 
Ikez  ^  de  la  première fonne,  Ht  J9  de  lafecoade^  ont  tott.^ 


\ 
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jours  Tff'==^  X  f  f  >  ^  4^^  '^^  quatre  autres  égalitez  C,  D,  JB,  JF, 
ont  toujours  Tjf^x^^^  ^"  TîP^^kl^*  Or  les  çgaiitez 
ui^B^  comparées  aux  égalitez  6^  idf^  de  leurs  formes,  ont 

&  en  confequence  ^jyt7-=5^=  i/>  qui  eft  la  plus  grande 
racine  de  chacune  des  égalitez  A  y  JBy  par  leur  conftruâioo^ 
lefquelles  font  de  la  première  &  féconde  formes ,  &  ont  feule« 
(Th.  1,1,  3>)iT/'  =  iffi  donc,  &c. 

Th.  II.  Théorème     XV. 

Zorfqm  ^/J  s==  i  ^^  dans  les  ègalitex^du  troifiéme  digrê  de  U 
fremiere ^  delà  fecêndi  fermé ^  chacune  de  leurs  deux  mein^ 
dres  racines  égales  ^  eft  toujours  ^ss£=s  tt^î  c^eft-k-dire^ 
égale  À  la  racine  f  d^uu  quarté  parfait  ff  moindre  que  la  gran* 
deur  connue  p  du  troifiéme  terme  de  ces  igalitex^  ^  é*  q^i  rem 
tranché  de  cette  grandeur  connue  p ,  lai^e  un  refte  p  —  ff  ^ 
lequel  divife  le  quatrième  terme  q  fans  refte  j  ^  donne  cette 
racine  f  pour  quotient  de  cette  divifion  >  fous  le  figne  qui  lui 
convient  dans  t égalité  linéaire  qui  la  renferme ,  c'eftJt-dirt 
fous  le  pyie  -♦-  four  t égalité  de  la  première  forme  ,  é^fous  le 
figne  ^-^pour  celle  de  la  féconde  forme  ou  formule. 

Demonst.  Lqs  Théorèmes  1,1,3^  font  voir  que  lej 
égalitez  A^B  ^  de  la  première  &  de  la  féconde  forme,  ont 
toujours  ^^3 ^=^\qq^iii  que  les  quatre  autres  C^D^E^  F^ 
ont  toujours  ry/^  >  |  f  f  j  ou  ^  ^  ^  |  ^f .  Or  ces  égalitez 
A  y  By  comparées  avec  \ts  égalitez  G  y  H  y  de  leurs  formes, 
ont  iff^ssRp^  tcipssxq^cQ  qui  donne  i/f^=sp — fi^^  &  con- 
fëquemment  f:îfjrz=ss^=zf^  qui  eft  la  valeur  des  deux  plus 

{>edtes  racines  égales  de  chacune  des  égalitez  A  yBy  par 
eur  conftruâîon,  lefquelles  font  de  la  première  &  de  la  fè« 
conde  forme^  &  les  feule5,(Th.  i,  2, 3.)  qui  ayent  ^/J  »*^f f  « 
donc  y  &c. 

A 

Th. x}.(i remarquer.)    Théorème  XVL 

Xerfque  les  égalitex^du  troifiéme  degré  de  la  première  ^  de  U 
féconde  forme  ont  tjP^^  ^  f  f  comme  les  feules  égalitexS^^  D  j 
la  plus  grande  des  trois  racines  de  chacune  de  ces  égalité x^ 
fofitrve  dans  la  première  fomte  y  ffj*  négative  dans  la  féconde  ^ 
eft  toujours  la  racine  iun  quatre  dont  ta  différence  a  lazran^ 

dgur  eonnuf  f  du  treifiém  mm  4e  M  é^aUut^  divljofm^ 


y 
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rejfe  leur  quatrième  terme  q ,  é*  denne  cette  racine  four  fMp2 
tient  de  cette  divifien.  ^ 

Il  faudra  comprendre  dans  ce  Théorème  les  trois  racines 
iz/,/-»-g,  / — g  3  ou  g — fdcs  cgalitez  Cy  B^  dont  les  deux 
premières  2/,  /-Hg,  font  déjà  dans  la  démonftratîon  de  ce 
Théorème  ,  &  la  troifîcme  / — g^ovL  g  — /eft  dans  fbn 
Corol.  2. 

Demonst.  I®.  Lo*rfque/vg3  régalîté  Ç  eft  de  la  pre- 
mîere  forme,  &  rcgalîtc  D  de  la  féconde  5  &  ont  également 
a/^  — ;  2yggs=  ^j  3^-4- gg=^^  de  forte  que  la  prefenre 
iiypothefe  de  /^g,  rendant  4//>  iff^g$^p3  & 
^"•*  V^  "♦■gg  '^  3#-»-  Xg  =  ^  >  cette  hypotheie  dans  ces 
deux  égalitez  C,  D,  leur  donnera  également  4//* — ^ 

«=  4yf  —  3//— gg  =V/—  gg.  &  i> — >f  —  ^4 — gg 

==3yf-^gg— //— ^y^— gg==i#--i/^.  Ce  qui  leur  donne 

20.  Lorfque/<.g,  l'égalité  C  eft  de  la  féconde  forme  ^ 
&  D  de  la  première j  &  ont  également  ij^—  2/'=  f , 
&  3#-t-gg= ^3  de  forte  que  la  prefènte  hypothefe  de/<.g, 
rendant 4j^< 3^-^ gg  ==^,  &j9^-^ij^ H- gg>5;^^ 
cette  hypothefe  dans  les  égalitez  C^  J5,leur<ionnera^ — 4)5^ 

«3)f-^gg  — 4#'=gg— #3  &#-^ife+gg— /=#-^*)^ 
-►•  gg  —  3#— gg=  iy|  —  i#  Ce  qui  leur  donne  j::?:^^. 

3®»  Donc  non  feulement,  (u^m^.  i.)/>g3  qui  rend  réga- 
lîté C  de  la  première  forme,  &  Tégalitc  D  de  la  féconde, 
leur  donne  également -^^  =  2/,  &  r-f/Lh^^^f-^g'^ 
mais  encore  (  ;i0m^.  *•)/<  g>  qui  ^'^od  ^^  contraire  Cde  la 
Seconde  forme ,  &  Z>  de  la  première ,  leur  donne  auffi  éga- 
lement 7%=  if,  &yyX^^«-p  =  /-*-g>  Or  xf.f^g, 
font  les  racines  des  quarrez  ^ffy  Jf-^^fk  -*■  gg>  ^^^^  ^^^ 
racines  des  égalitez  de  la  première  &  de  la  féconde  forme, 
qui  ( comme  les  égalitez  Cj  Dy)  ont ^^  v  yf^*  font  les 
quotîens,  du  dernier  terme  q  de  ces  égalitez ,  diyife  ifans  refte 
par  la  difierence  de  ces  quarrez  à  la  grandeur  connue  ^  de 
leur  troifiéme  terme.  Ce  quHl  fallait  déinontrer. 

CoRQL.  I.  Le  cas  ae/>g  donnant  ici  ^ff^p,tc 
ff^  ^fg'^?^  <^>*u  contraîrele  cas  de/<,g  donnant  4j^<.^, 
&j9^-H,2ygH-gg>^;  on  voit  que  lorfque  la  difierence  d*un 
Quarr4  à  la  grandeur  connue^. du  y^  terme  de  Tégalicé, 

divue 
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■dhïTe  fans  refte  Je  dernier  terme -^^  &  que  le  quotient  fe 
-  trouve  la  racine  de  ce  quarré ,  ce  quotient  eft  auffi  une  des 
racines  de  l'équation  dont  il  s'agit  ici. 

Il  faudra  examiner  fi  cette  racine  doit  venir  fous  le  figne 
.qu'elle  a  dans  l'égalité  linéaire  qui  entre  dans  l'égalité  en 
queftion  :  ce  qui  fera  aifé  de  lui  donner. 

On  voit  auffi  que  lorfqu'il  n'y  a  aucun  quarré  parfait  qui 
puiflc  âinfî  donner  quelqu'une  des  racines  de  cette  équa- 
tion ,  cette  racine  eft  incommenfurable.  j 

CoROL.  2.  quel  que  foit  le  raport  de/igi  la  moindre 
des  trois  racines  des  égalitez  C,  D,  étant/— g,  ou  g— A 
dont  le  quarré  eftjÇ^—  »;|-»-gg5  &  ayant  encore  ci-deflùs 
î^+gg«:^;  l'on  aura  ici  ^  — jf  H-  z/|  — gg  =  3#-«-«g 
— ff  -^  ^M  —  ^  ==  2#-i-  Vè-  I^onc  ayant  auffi  2/'  —  i/^ 
=  ^ i  on  aura  ici  T^T^;^;^^  « J-^it  «./— g,  troifiéme 
racme  des  égalitez  C,  JD,  dont  les  deux  moindres  racines  font 
dans  le  prefent  Th.  1 6.  Cette  troifiéme  racine  s'expliquera 
comme  les  deux  autres. 

Ou  jugera  ici  de  l'incommenfurabilité  de  cette  racine 
comme  fur  la  fin  du  Corol,  i.  pour  les  démontrer. 

Remarque.  L'on  aura  de  mêmcj^^ —  i)^-+-§g'— ^=^ 
—  *>è  ->■  gg  ■—  3#—  gg  =  -— 1#—  î/g,  clone  à  caufe  de 
^  «  x/.  -  x/gg  ,   l'on  aura  ici  ^^,.,U,„,  «  è^^ 

■*—■/■<- g = g —/: 

■  Il  faudra  comprendre  ce  Corollaire  dans  le  Théorème  qui 
.donnera  ainfî  toutes  les  racines. 

fORMVLES  RADICALES  D'EQVATIONS  CVBIQVES  yoja  PAntlyfe 

dont  le  ffconi  ternie  efi  èvanoUh     •  HmumétàuV, 

Soit  l'équation  propofée  jrî  x  -«!.  3<5y  -»-  ir  =?  o.  (-<^  ). 
I.  Soitprife^ssa;^ — iaa  air*  ~;  X*  -*'^*  (  B). 
Cette  équation  B  donnera yi  =  h*-?*«*-h<^v-»'^ 


Rit  mi  au, 
tenu  I.  fag,  8. 


Avec 


'h  h 


Donc  l'équation  {A)  0=^5  x-t-  3/5y-4-  ir =«^-1-  2f  =:  o  f 
d'où  réfulte  «^-1-  is^' —  ^'a==oj  (C)  &  conféquemment 
"    *"  -'-'■-*       ^  _^.  ^J j  dont  la  racine  quarrée  çft  2;.'  h-  tf 


ifs;.' 


^■^  ;  d*où  réfuicç  jçf 


/? 


c  H-  y'tf'  •+-  ^'  (  £  ).   Donp  ayant  y 


y 


c-^y/e-^b^  —  v'—r 4- Vtf '-*-,$»  (E) 


j'on  ^ura.  auiH  y 

pour  u^e  des  ^açipes  de  l'jécjuatiôn  propofée  {A), 
Tome  II.  *•  ç 


>  *■  >       T 


\ 


xvïïj        RBMAHOtrBS  M  M.  Varignon     _ 

I I.  De  plus  réquation  C  donnant  ij-=sa;|-H  ir(fiiivant 

réquation  !).)==:— f-i- v^?"^*^-»-"**  ^■*- ^<^-»-^'i 
Ton  aura  i=^^c-¥-  y/T^^d'oii  réfulte  ;^=s^~T;^^. 
Donc  l'cquadon  £  étant  j^  «a  s;.  —  f ,  l'on  aura  auffijr 
^3r*  ,-c—n  —  ^cj^VT:^'  (  G  )  "cine  encore  de 

réquation  ^.  II  faudra  comparer  cette  racine  G  avec  la 
précédente  F. 

III.  Pour  trouver  les  taLC\Vits\  F  ormes  de  tontes  les  Equa- 
des  équations  cubiques  de  toutes     tions  cubiques  dont  lèpre- 
les  formes  que  voici,  par  le  moyen     mier  terme  eft  évane&t. 
de  la  racine  J!"  ou  G  de  Téquation 
^ ,  il  faut  comparer  terme  à  ter- 
me chacune  de  ces  formes  avec 


cette  équation  A  î  &  fubftituer 
enfuite  dans  la  valeur  de  fa  racine 


/  X  -^py  -*-f  =  o  (H) 

y  x-h/y  — f  =  o{^) 

y^  X  — fy  -h  f  »  o  (Z  i 
yi  X  — py —  f  =  o  (JVf) 


i?  ou  G  au  lieu  de  ^,  f ,  leurs  va-  ^  *•       - 

leurs  réfultantes  eri/>,  ^,  de  ces  comparaifons  j  &  cette  ra- 
cine F,G,&  changera  en  celle  de  la  forme  dont  la  com- 
paraifon  avec  Téquation  A  aura  donné  ces  valeurs  de  *,  <•, 
en^,  q ,  (çavoir 

1°.  La  comparaifon  de  la  première  forme  H  avec 
l'équation  A,  donne  ^  «}/>,&  f  =  i  f  î  lefquelles  va- 
leurs  by  c,  fubftituées  dans  fa  racine  F,  la  changeront  en/ 

p 

.&  dans  la  racine  G,la  changeront  en/ = 3^ï  ^  -*"  ^  i  f  ^  "*"  rr/* 

—  V^q^^jqq^TjP^  (  «?  )  po^^f  ^^  f^»^"^®  -^'  . 

1°.  La  comparaifon  de  la  féconde  forme  K  avec  la  même 
équation^.,  donne  de  même  b^\pyC  =—iq>  lefquelles 
valeurs  de  ^,  f ,  fubftituées  dans  la  racine  i^^la  changeront 

r  _ 

en/=:V^i^  +  v''îf5^T^î—  3v'î^-t-^i"??+î7?(^>> 


■      I         *■ 


&  dans  la  forme  G,la  changeront  en/ =3  vl ^ -»- V^ qq-^-èjf^ 
né-î^—i  ^^Vi^^4- Jy^j  (^  pour  la  forme  K, 


SUR  l'Analyse  èémonthe**;       ^îx 

3^  La  comparâifon  de  la  forme  L  avec  A  ^  donnera 
^==  —  \f^    Oc  c  =^  j  ^i    ce  qui    changera   JF  en  / 

f)oiir  la  trôiiîéme  forme  Z.  Et  aînfî  de  la  quatrième  M, 
orfqu'll  n'y  aura  que  le  premier  &  le  quatrième  terme ,  il 
faudra  prendre  ^  =  ©• 

DES     EOyAT  ION  S     CV  S I QV  ES 

dont  le  fécond  terme  efi  évanoui. 


A 


Théorème     T. 

Toute  équation  cubique  xJ  x  .  • .  px  • . .  q  ==  o ,  ^r  trois  racines 

réelles  y  doit  toujours  avoir fon  troificme  terme  px  négatif, 

quel  quefoit  le  figne  de  fon  quatrième  terme  q. 

Démons  T.  Soient  x  +  r-f-iJ  =  o,  x±:r —  ^^=0; 
&  x^-^r=:o,  les  trois  racines  réelles  de  cette  équation, 
defquelles  la  troifiéme  vaut  la  fomme  des  deux  autres,  ainfi 
que  révanouiflement  du  fécond  terme  de  cette  équation  le 
requiert  j  lequel  évanoiiiflement  exigeant  aufli  que  ces  deux 
premières  racines  x±rr-i-^  =  o,  ^dt^  —  ^  =  0^  foient 
négatives  ou  faufles  lorfque  la  troifiéme  xh^  ir  =?=  o  eft  po- 
ficîve  ou  vraye  j  &  au  contraire  que  ces  deux-là  foient  toutes 
deux  pofitives  ou  vrayes ,  lorfque  cette  troifiéme  eft  néga- 
tive ou  faufle  3  exige  aufiî  r^b. 

Cela  pofé ,  la  fomme  des  trois  produits  de  ces  trois  ra- 
cines multipliées  deux  à  deux ,  chacune  par  chacune  ^  fera 
=3:  rr  —  ^^— -irripzrr— zrrH;^  2^r=:— 3rr  —  bb ^  donc 
cette  fomme  étant  exprimée  par  p  dans  Téquation  propofée 
x3  X  . . .  ^jc  • . .  ^  =:  o  de  trois  racines  réelles ,  cette  équation 
doit  avoir  —  pssts^^^^rr  —  bb^  c*eft-à-dire  avoir  —  px  né- 
gatif ,  &  conléquemment  être  x^  x  — px . . .  ^=s  o ,  quel 
que  foit  le  fîgne  de  q.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 
x5  X  —  }rrx  IJZ  2r3  s=  0 , 

—  bbx  H^  irbL 
CoROL.  Donc  une  équation  cubique  x^  x -+-/x. ...  q^=o^ 
qui  Si  ^px  pofîtif,  ou  /;^=  o  pour  troifiéme  terme  ,  n*a 
jamais  qu'une  racine  réelle  avec  deux  imaginaires  qui  mar- 
chent toujours  deux  d  deux  ou  en  nombre  pair  3  puifque  le 
prefçnt  Thçorême  fait  voirque  fi  cette  équation  avoît  trois 

c  ij 
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radnes  réelles  ^  elle  feroît  x3  x  — /x  -. .  ^  5=  o  >  &  non  pas 

xî  X  -H/x; , . .  ^  =  o  ^  comme  ici. 

Se  HO  LIE.  Quoique  trois  racines  réelles  donnent  toujour» 
xî  X  — px . . .  qsss  Oy  il  n'ieft  pas  réciproquement  vraîqu^ettes 
foient  toujours  toutes  réelles  dans  toute  équation  de  cette 
forme  j  car  on  va  voir  qu^une  telle  équation  xî  x^x .  • .  ^=s  o^ 
peut  avoir  quelquefois  deux  racines  imaginaires  avec  une 
réelle  ^  au  Si  bien  que  x'  x  -^/x .  • .  f  :ss  o  >  qui  les  a  toujours  ; 
en  voici  le  cas. 

Théorème     II» 

Toute  équation  cubique  de  trois  racines  reeBes^  toujours  exprimer 
(T\\.  I .)  far  xî  X  —  px  . . .  q  ==r  0 ,  aura  toujours 

i^.  ^  p)  fkts  grand  que  ^  qq  dans  le  cas  défis  deux  moindres 
racines  inégales  entre  elles* 

2°.  Et  ^  pî  égal  <i  ^  qq  dans  le  cas  de  fis  deux  moindres  ra^ 
cines  égales  entre  elles. 

Demokst.  Soient  encore  x+:r-i-^=o,  -^i^ — B^=,Cy 
xHh  îr=o^  les  trois  racines  réelles  de  la  prefente  équation 
xî  X  — px  • . .  q  ==:  G.  Il  eft  vifible  que  le  produit  de  ces  trois 
racines  enfemble  ^  exprimé  par . . .  ^  ^  eft  =  Hh^  2^^  +;  irib  ;  & 
qu*ain(î  Ton  aura  ici4^^  =  ^^irî4;;iri^,  ou|^==r3 — rbb^ 
dont  le  quarrc  eft  ^^^  =  r^ — 1/  bb^rrb".  Or  dans  la  dé- 
monftration  du  Théorème  i.  ces  trois  racines  ont  donné 
— p  =  —  yr — bb^  d*où  réfulte  |  f  =  rr-^-  {  bb^  dont  le 
cubeeft^^J==r^H.H^^H-|iT^H-^A^Donc47^ — ^qq 

x=r^  ^r'bb  ^  ^rrb'^'^b^^r^^ir^bb^rrb^^ir^bb 
^^b^  —  trrb^.  Or 

i^.  Lorfque  des  trois  racfnes  réelles  ici  iuppofées  les  deux 
moindres  x+:r-f-^  =  o,  sc^r  — ^b  =  o  ,  font  inégales 
entre  elles ,  elles  ont  non-feulemeot  b  réel  pour  les  rendre 
inégales }  mais  encore  b  moindre  que  r  pour  rendre  leurs 
valeurs  de  même  figne ,  qui  contraire  au  correspondant  de 
la  troifîéme  racine  x+  2r  =  o  égale  à  leur  ibmme,  renne 
la  fomme  des  trois  égale  à  zero^  ainfi  que  le  requiert  Téva- 
nouiflement  du  iecondterme  de  l'équation  propofée:  lequel 
cas  de  b  réel  y  &  moindre  que  r,  rendant  pofitive  la  quao. 
titc  ^r^bb  -H  ^  b^ — j  rrb^y  &  conféquemment  auffi  fon  égale 
rjp^  — \  qq^  rend  ici  ^^  ^  >  \.  qq.  Donc  en  ce  cas  dîné- 
galité  entre  les  deux  moindres  jdes  trois  racines  réelles  de 


rëgaiité  propofce  x  x  — ^x . .  •  f  =  o ,  cette  équation  aura 
C0U)ours  77  ^5  >  ^  f f  •  Ce  qu'il  fallait  défnontren 

«1.°.  Quant  au  cas  où  les  deux  moindres  x  Hh  ^  -+-  iJ  =  o, 
x-jrr — itsao^  des  trois  racines  de  cette  équation  ,  font 
égales  entre  elles,  ce  cas  rendant  ^  =  o^  rend  auilî  la  quan. 
rite  ir^ii  -H^  ^  —  Y  rri^  =  o ,  &  en  confèquence  aufli 
-^ ^  —  i  ^^  =  e>,  d'où  réfulte  ^/) i=  ^ ^^.  Donc  en  ce  cas 
d'égalité  entre  les  deux  moindres  des  trois  racines  réelles 
de  régalité  propofée  x5  x  —  /x . . .  f  =  o  ,  cette  équation 
aura  toujours  ry  ^  =^  i  f  f  •  ^^  qu*il  fallait  démontrer. 

CoROL- 1.  Donc  quand  cette  équation  xJ  x  — pM . .  .q=scOy 
aura  ^^)  moindre  que^^^,  c'eft-a-dire  ^^  <  i^f  '  ^^^^ 
n'aura  qu^une  racine  réelle  avec  deux  imaginaires  qui  vont 
toujours  deux  à  deux  ^  puUque  fui  vaut  ce  Théorème  i.  fi  les 
racines  de  cette  équatron  étoient  toutes  trois  réelles^  elle 
auroft  toujours  alors ^ffâ^^qq^on^f^^^^ qq. 

Co  KO  L*  z.  Il  fuit  de  ce  CoroUafre  i.  &  au  Corol.  du 
Théorème  r .  qu'une  équation  cubique  x  x  ^x . . .  f  =t=  o, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoiii,  aura  toujours  deux  raci- 
nes imaginaires  avec  une  feule  réelle,  tant  qu'elle  aura-+-^xi 
quelqu'en  foit  le  refte,  ou  qu'elle  aura^^^<.^^^,  même 
avec  — ;^x  >  quelqu'en  fbît  auffi  le  refte. 


Théorème     1 1  L 


Tauie  éqnatian  cubique  x3  x  ^. .  px  .  • .  q^sero ,  qui  a  des  racines 
imapnaires  ^  a  toujours  p  œ  o ,  tf«  toujours  -+-  "^Ti  fofitifv 
ou  fi  elle  a  —  px  négatif  y  elle  a  toujours  alors  -êjB^^iiir 
quelque  fait  le  f^ne  de  q^ 

Demonst.I.  Soient  x±:r^-v'-—/'^=sao^,x!+:f---v^ — ^ 
±:±:  o  3  tes  deux  racines  imaginaires^  de  cette  équation 
x^  X  . . .  ^x  . . .  ^  =^  o  ,  &  égales  eniëmble.  La  fomme 
f  des  trois  produits  x  ^  zr  ^s=^  o  de  ces  trois  racines 
nraltipliées  deux  à  deux,   chacune  par  chacune  ,,  fera 

ce  qui  donnera  .  ...^  =:  Ai  —  jrr :  fça:vofr  /=  o ,  fi  A = r v^3 ,. 
eu-H^=»AA — ^rry  (ri  vn/3  -,  &— /=ii— jrr,  (Ti  ^.rVj. 
II.  Quant  à  ce  cas  dé  b  <. ;V3 ,  il- reijdra  auffi  rif<^\ qif. 
Car  en  donnant  — ^  =sbb — irrji  donnea^iffi  ^pts^^rr-^^i^^, 
dont  le  cube  eft  ^f^=^r^ — r^bb-^^rrb^ — ^i^  D'ailleurs 

leproduit  ,.^q  des  trois  racines fuppoféçs  x:±:r-k-y/ — bb  =:  o^ 

»  •  • 
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X  ^:  r — \^ — bb  :=  o ,  a;  qiir  «  o ,  qui  eft  =  q;  1  r5  ^  i^^  ^' 
dans  les  cas  rendant  h=  ^« 4=  zrJ  nP  zr^^,  rend  auflî  dans  tcys 
les  cas  i^=rJ-i-r^^,dontle  quarrc  eft  i.  ^^as:/^^-  ir'^H-rr^\ 
Donc  en  ce  cas^ci  de  ^<.iV3,  Ton  aura  i.^^— j-^jj^sy^ 
H-  2/^^^-  /r^^  _  f^H-  r*^^  _l  rrb^^  ^  b^=:  ^r'bb^lrrb^ 
'^^b'  pofitif,  par  confequent  I  ^q  >  ^'^^5,  ou  ^^^5  <.i^^. 

m.  Donc  toute  équation  cubique  x^  x  ...px...qzs:zo^ 
qui  a  des  racines  imaginaires,  a  toujours  (Art.  i.)/);^  =  o,  ou 
-h^x  pofitif,  ou  tout  à  la  fois — /at  négatif  avec  ^ps  <.^^^, 
quel  que  foît  le  figne  de  ^,  Ce  quilfalloit  démontrer. 

CoROL,  Gela  étant,  puifque  fuivant  les  Th.  i,  i.  cette 
équation  auroit  toujours — fx  négatif  avec  ^^  ^î  ^  i?f> 

ou  avec  ^^f  =  i  ^f  ^  4^^^  4"^  ^^^^  ^"^  ^^  %ï^e  de  ^  s  il  Xuiç 
1°.  Qu'une  équation  de  quelqu'une  des  quatre  formes 
cômprifes  ^s}  x  -^fx  ^  ^  =  o,  x^  x . . .  +^  ^  ==  o,  a  toujours 
deux  racines  imaginaires  avec  une  feule  réelle. 
.  z^.  Qu'une  équation  de  quelqu'une  des  deux  formes 
xJ  X  — pxZ^q:=^o^  a  toujours  auflî  deux  racines  imagi- 
naires avec  une  réelle  lorfqu*elle  ^-ètf^^^qq- 

3^.  Que  les  trois  racines  d'une  équation  de  quelqu'une 
des  mêmes  formes  cômprifes  x?  x  -~/xZf:^:5=:  o,  font  toutes 
réelles,  lorfque  cette  équation  a^^  >  j^f  ^  ou  \ff^=^\qqi 
&  que  les  deux  moindres  de  ces  troij  racines  réelles  font 

inégales  entre  elles  dans  le  cas  àt-^  p^^qq^  Se  égales 
entre  elles  dans  celui  de  ^^  />î  =  i  qq, 

ScHOLiE.  Il  eft  à  remarquer  que  lorfquç  l'équarioa 
>^  X  . . .  ^AT . . .  ^  =5s  a  a  —  ^  qui  eft  le  produit  de  fes  trois  ra- 
cines j  elle  en  a  deux  fauffes  $c  une  vraye  égale  à  la  fommc 
des  faufles  j  ^  fi  elle  a  H-f ,  elle  a  au  contraire  deux  racines 
vrayes  &  une  f^uijè,  égale  à  leur  fomme  ,  cela  quand  les 
deux.qiii  (ont  enfemble  vrayes  ou  faufles  (  ce  font  toujours 
les  deux  moindres  j  feroient  imaginaires  j  auquel  cas  —  a 
marqueroit  que  la  troifiéme  racine (  qui  feroit  réelle)  feroic 
yraye ,  &:  -4-^  la  marqueroit  faufle  :  joignez  à  cela  la  confî- 
deratioo  du.fignede^  dont-*-^  donne  dçu:ç  imaginaires, 
& -^/ trois  réelles,  ê,  ÇCfi,      . 


^ 


SUR  l'Analyse  demontre'b:        xxnj 

DES     BQVAT  IONS     CVJBIQ^SS 

dont  le  fécond  terme  efi  ivanoUi. 


A 


T    H    E    O    H   E   M    E      T. 

]En  toute  équation  cubique  xî  x  .  • .  px  . . .  q  =  o^  de  fécond  terme 
évanoui  jd^de  trois  racines  réelles  ^  je  dis  que  quel  que  foi t 

le  fiffie  de  fon  quatrième  terme  q  ^ 

I.  Le  troifiéme  terme  fera  toujours  -— px  négatifs  quelles  que 
f oient  aujjt  les  valeurs  de^^  c\. 

I I.  Quelle  aura  toujours  ly  P^  >  î  qq  dans  U  cas  defes  deux 
moindres  racines  inertes  entre  elles.   '       ^        ^ 

III.  Et  toujours  ~7  p3  =  ^  qq  dans  le  cas  d^ égalité  entrefers 
deux  moindres  racines. 


Démons  T.  Soient  x+;  r-4- ^==0,  x^r^r  -^  h=s=iO  , 
&  x+^  ir  =  Oj  les  croîs  racines  réelles  de  cette  équation 
x^  X  ...  fx  ..  ^=  o ,  la  troifiéme  eft  égale  à  la  Tomme  des 
deux  autres,  ainfi  que  l'évanouifTcment  du  fécond  terme  dé 
l'équation  le  requiert  :  lequel  évanouiflement  exigeant  auifi 
oue  ces  deux  autres  racines  x^r^-t-^==o,  x-^r — ^  =  0^ 
ioient  toutes  deux  négatives  ou  faufles  lorfque  la  troifiéme 
eft  pofitîve  ou  vraye,  &  au  contraire  toutes  deux  pofitives 
ou  vrayes ,  lorfque  cette  troifiéme  eft  négative  ou  fauflè  j 
exige  de  plus  r  >  ^. 

Part,  I.  Cela  pofé^  fi  Ton  multiplie  ces  trois  racines  entre 
elles,  il  en  réfultera  Téquation  cubique  x^x  — =-3rrAr  hP  ir?  =  o, 

—  hbx  4-  ^rbb 
qui  comparée  terme  à  terme  avec  la  propofée  x^y. ..  .fx  ...q 
=  0,  fuppofee  de  mêmes  racines  qu'elle,  donnera  pour  ici 

—  3rr  —  bb  =  — p^  &C^2r^±^rbb=z+'qy  ce  qui  y  déi 
terminera  cette  équation  propofée  à  x^  x  ^ —  /;jt  hP  ^  =  o ,, 
dont  le  troifiéme  terme  eft  — fx  négatif,  quelles  que  foîent 
la  valeur  &  le  figne  —  ou  -♦-  de  fon  quatrième  terme  q.  Ce 

qiiil  faUoitV^.  démontrer. 

Part.il  Puîfque(7^^rf,  7,  ) — )>=t= — irr  —  bb^ix, 
H^^=sHh  2r^i^  zrbbi  Ton  aura  ici  |^  =  rr-+-j^^,  dont  lé 
cube  eft  -jî^ ;>3  =as  r^ ^  /bb  -♦-  j  rr^*-i- ^ï^  ^j  &  Ton  aura  auffi 
lqz=r^  —  r^^ ^  de  qijî  le  quarré  eft  ^ ^^ t=r r^  —  ir^bb -♦- rr^\ 
I>onCrl^pi^lqq=:r^^r'bb^}rrb'^^b^--r^^ir'bb 

—  rrb*  9S5;  ^f^bb  '^tt^^~t  ^^^*-  ^f  venant  de  voir  que  le 
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cas  d'inégalîcé  entre  les  deux  moindres  x  ^r -^h  i sss  o^ 
xdbr — izsssQ^  des  trois  racines  réelles  de  l'égalité  propo- 
fée ,  exige  h  réel  j  &  que  Pévanoûîflement  du  lecond  terme 
de  cette  égalité  exige  de  plus  6  moindre  que  r:  il  efl  vifible 
que  lorfque  les  deux  moindres  tles  trois  racines  réelles  de 
l'égalité  propofce  x^  y  . .,/a:  . . .  ^  ?=  o ,  que  la  réalité  de 
toutes  trois  détermine  (  Part.  J.)  a  x^  x  — fx  ^  ^  =  o ,  font 
inégales  entre  elles  3  la  quantité  ^r^bb  -+-  -^b^ — ^rrb"^  fera 
pofiti ve  ^  &  conféquerament  auffi  ^p^^Lqq,  Donc  en  ce 
cas  d'inégalité  entre  les  deux  moindres  des  trois  racines 
rédles  de  Tégalité  propofce,  cçttç  égalité  aura  non-fèule^ 
ment  fon  troifiéme  terme  .=?:  -^^px  négatif  fuivant  la  Part,  r* 
maiç  encore  Yîp'^  \qq.  Ce  quUl  fallait  x^^  démontrer. 

Part.  III.  Si  prefentement  on  iuppoie  que  les  deux 
moindres- X  +;r-H^  =  o,  x:+:r— ^^=:o,  des  trois  racines 
jréellçs  de  Tégalitç  propoféç ,  font  égales  entre  çUçs  5  cette 
égalité  exigeant  ^=35=0,  réquation  -L  ^  .^  i  ^^  =  3/^^ 
^^b^  ^^^  rrb^  trouvée  dans  U  précédente  Part.  ^.  fe  XQ^ 

duîra  à  T7  /'^  "-  i  f f  =  P  9  ^'^^  réfulte  ^/J  =  ^  ^q.  Donc 
en  cas  d'égalité  entre  les  deux  moindres  des  trois  racines 
réelles  de  réquation  propofée  xî  x  , .  .)>x . . .  f  ==  o ,  que  la 
réalité  de  toutes  ces  trois  racines  détermine  (  Part,  i.) 
à  X?  X  T-fx-f-q^^ G  5  cçzK  équation  aura  non- feulement  fon 
troifiéme  terme  ==--^^x  négatif  ^  njais  encore  -j^ /^^ 5=5  ^ ff» 
Ce  qu*  il  fallait  3  °,  démantrer. 

CoïLOL.  i.  La  première  Partie  f^lt  voir  qu'aucune  équav 
tion  cubique  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui ,  &  dont  le 
troifiéme  ç(k  -h/x  alfirmatif  5  n'a  toutes  fes  racines  réelles  j 
&  qu'aînfî  elle  n'en  a  pour  lors  janjais  qu'une  réelle  avec 
deux  imaginaires  qui  vont  toujours  deux  â  deux. 

GoROL.  z.  De  pljLis  quand  même  une  équation  cubique, 
de  fécond  terme  évanoiiî,  auroît  fon  troifiéme — px  néga- 
tif, tel  que  Texige  la  Part,  j .  lorfque  toutes  les  racines  ea 
font  réelles  j  les  Parties  2,3.  font  auilî  voir  que  cette  équa^ 
pon  ne  laifïèroit  pas  de  n'avoir  encore 'qu'une  racine  rççUç 
f  yçc  deux  imaginaires ,  fi  elle  ayoît  -^p^  <-  ^  f  f  • 


Theo?.emb  jr^ 
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^£n  toute  ê^atim  cubi^e  x'  x  . % .  •  px . . . .  qs=s  o ,  ^/^  fécond 
terme  êvanoUi,  &  qui  a  des  racines  imaginaires. 

I.  Le  troifiime  terme  efi  toujours  -»-  px  fofitif^  quel  que  [oit 
le  fiyne  de  la  valeur  quatrième  q. 

II.  On  . .  •  px  s=s  o  9  quel  que  foit  encore  lefigne  ^  la  valeur 

«fe  q. 

IIL  Ouenfin — ]}Ti  négatif ^mais feulement  lor/que^j^^  ^i^fi 
'^uel  que  foit  aujUi  lefiyte  de  q. 


Demonst.  Soient  X ±: r -♦- v^ — r^=o,A;±;r-— V'c^sso^ 
les  deux  racines  imagînairesde  cette  équation  x^  x..fx..  q—o, 
x4^zr=ro,  la  réelle  égale  à  leur  fomme.  Ces  trois  raci. 
jies  multipliées  entre  elles  donneront  l'équation  cubique 
;c3  X  -f-  frx  Hh  ir'  =  Q , 

—  yrx'^ircc 
qui  comparée  terme  à  terme  avec  la  propofée  xJ  x  ../x ..  f  s=so, 
donnera  pour  ici  ...-^=frr— 3rr^  &  4^^=  S^  2r'+^  irccj 
Ponc 

Part.  I.  Lorfqu^on  aura  ce  >  3rr,  ou  c^rr}^  Ton  aura 
^^  =  <r— -  3rr  polîtive^  ce  qui  en  ce  cas  réduira  l'équa- 
tion propofée^e  deux  racines  imaginaires  &  d'une  réelle, 
à  xî  X  H-/X  -H  ^,  de  troifîéme  terme  pofitif,  quels  que 
jfoient  les  valeurs  de  /^  ^ ,  &  les  fîgnes  de  q.  Ce  qu^ilfaÛoit 
1^.  démontrer.      • 

Faut.  IL  Lorfqu'on  aura  cc=sz^rr^  ou  csssrr}  ,  l'on 
aura  ...f=zcc —  3rr=o  j  ce  qui  çn  ce  cas  réduira  l'équa^ 
tion  propofée  de  deux  racines  imaginaires  &  d'une  racine 
réelle  ,ax3xx  +  ^=:o,  quels  que  foient  le  iîgne  &  la 
valeur  de  q.  Ce  quUlfaUoit  i^.  démonfrer. 

Part.  IIL  Enfin  lorfqu'on  aura  ce  <.  3rr,  ou  f  <  rr3 1 
l'on  aura  — -^  ses  rr  —  3  rr  négative  5  ce  qui  en  ce  cas  réduira 
l'équation  propofée  de  deux  racines  imaginaires  &  d'urie 
réelle ,  à  x3  x  — fx  4^  q  ac=o,  dont  le  troifîéme  terme  eft  à  la 
vérité  négatif  comme  (Th.  i.  Part,  i.)  dans  les  équations 
cubiques  de  trois  racines  réelles  j  mais  avec  cette  différence 
que  celles-là  ont  toujours  (Th.  i.  Part,  i^  x.)~ff  >  \qq^oxi 

rf  jp3=ci  qq  ;&  que  celle-ci  au  contraire  a  toujours  -^p  <.  ^qq. 
Pour  le  voir  retournons  aux  équations  :p^=5  4!  2r3  +1  ircc, 
— '^=3^f —  3/r,  dont  la  première  a  été  trouvée  ci^deflbus 
les  cas  précedens ,  &  dont  la  féconde  vient  de  l'être  pour 
Tome  II.  d 
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celui-ci  de  r  <. rr5  :  la  première  donnera  ^^zs^r^-^rcc^  de 
qui  le  quarré  eft  ^^^=r^-f-  ircc-i^rrc^  v&  là.  féconde  don- 
pera  j/  =  rr  —  j(c,  de  qui  le  cube  eft ^/r5.a=  |p^  —  r*a 
-h  f  w.'—  ^7'  ^.  Donc \^q — ^^Ja=  r^^  xr^cc^rrc^-—*  r^ 
-H  rV^  —  1  rrf*H-  ^  ^  s=s  ^r^ce  H-  t  rrc^^.Yï  ^  pofîtif  j par 
confequenc  i  ^^ — ^  />î  étant  pareillement  pcfîtit  ^  l'on  aura 
ici  i  ^^  >  Y7  ^3  ^  ^^  rV/'  ^  î  f  4^*  Donc'  l'équation  propoféè 
de  deux  racines  imaginaires  n'aura  point  de  troifîéme  termç 
— /jc  négatif  qu'avec  -pjp  <,  \qq.  Ce  qu'il  faSoit  démontrer. 

CoRoi.  Il  fuit  de  ce  Th.  i.  &  des  CoroU.  du  Th.  i,^ 
que  quel  que  fût  le  figne  du  quatrième  terme  q  d'une  équa* 
tion  cubique  xîx.,./x...f  =  o,  fécond  terme  évanotii , 
&  quelques  aufli  le  j  valeurs  de  fes  quantitez  f^  q  ;  elle  n'aura 
jamais  qu'une  feule  racine  réelle  avec  deux  imaginaires  ^ 
tant  qu'elle  aura  fon  troifîéme  terme  -4-^x  pofitif,  ou  nul, 
ou  enfin  négatif — fx  négatif  avec  -èjp^<.\qq:^yx  contraire 
lue  cette  équation  aura  toujours  toutes  its  racines  réelles, 
1  elle  a  fon  troifîéme  terme  — /^x  négatif  avec  ^jP^k  f  f  j 
ou  avec  -^pi^szlqq.  De  là  on  voit  que  dans  les  formules 
fuivantes  d'équations  cubiques  chacune  de  fécond  terme 
évanoui ,  quelles  que  foient  les  valeurs  de  fes  quantitez  py  q^ 
&  quel  que  foît  le  fîgne  de  la  dernière  q^ 
î  !•.  Les  équations  comprifès  dans  les  formules  at?  x  -^px  ^q 
îssso,  x^ X  xH^^s=so,  auront  toujours  de  cela  feul,  deux 
tacines  imaginaires  avec  une  réelle. 

2^.  Les  équations  comprifès  dans  la  formflle  x^  x  —px  ^  q 
ss=:  G ,  auront  aufG  deux  racines  imaginaires  avec  une  feule 
réelle )  non  pas  à  la  vérité  to'ujouirs  &  abfblument  5  mais  feu«i 
lement  quand  elles  auront  ^jp^  ^  l^f  •  ^^"^  lequel  cas  au- 
cune de  ces  équations  ne  fera  exem te  cle  racines  imaginaires. 

3^.  Au  contraire  ces  équations  comprifès  dans  la  formule 
x^  X  — px  ^q=zo  ^  auront  toujours  toutes  leurs  racines 

réelles  tant  qu'elles  auront  ttP^^  ï  ff  >  ^^r7^^  =  4^5'' 
Celles  de  ces  équations  qui  feront  dans  le  premier  de  ces 
deux  cas ,  auront  toujours  leurs  trois  racines  réelles  toutes 
inégales  entre  elles  j  &  celles  qui  feront  dans  le  fécond ,  au. 
ront  toujours  égales  entre  elles  les  deux  moindres  de  leurs 
trois  racines  réelles.*  Tout  cela  fuît  des  parties  i,  3.  du  Th.  i. 
P^oilà  jufqu  ici  pour  dif cerner  les  racines  tant  réeBes  yqu^ima-- 
ginaires  d'une  équation  cubique  quelconque  dont  le  fécond  terme 
efl  évanoui.  Voici  prefentement  les  racines  tant  vrayes  qu$ 
fauffes. 


SUR  l^Ahaltsi  sbmont&b'k/        XXVÎj 
Le  Théorème  qui  Tenfeigne  eft  la  propoiicioa  59.  des 

cahiers  de  l'Algèbre  Latine. 

V0ui  ce  VMTceMU  de  P Algèbre  Latine  de  M.  Vdripion  ui 

qu^on  ta  trouve  À  la  fuite  de  ceci  dam  t exemplaire  de  (Analyfo 

démontrée  qtiavoit  M.  Varipiou. 

Pkopositiû      57. 

"JEquatio  cuhica  qu^evis  x'  x  . . .  px  • . .  q  «s  o,  fecundo  terminù 
earens  ^  fi  très  fuas  radiées  hahatomnes  reaies  *^  tàm  quodeunquâ 
fit  in  ea  fiffmm  quantitatis  q. 

i^.  Habebit  ea  femfer  fuum  terminum  fecundum — px  nega^ 
tivum  y  quicunque  fint  in  ea  valores  quantitatum  p,  q. 

z°.  Praterea  iffifemper  erit^j^^  >  i  ^4  »  quando  ea  duasfua^, 
rum  radicum  minores  habebit  inaquales  interfe. 

3°.  At  veto  fidua  radiées  ejus  minores  fint  invieem  aquales^ 
tàm  eafemper  habebit  -j^  p3  î=s  i  qq, 

Demonstr.  4$'/»^  x+irn-bcsso,  x  +  r  —  bssso,  & 
X  Ijl  ir  =B=  o,  très  radiées  reaies  aquationis  frofofit^  x'  x . .  px . .  q 
5=0,  quarum dua  minores  x^  r-+-b  =  o,  x+;r— b  =  o^ 
amba  ver  a  fi  major  x^iT^=iofitfdlfayVelambjefalfafih/ee^ 
fit  ver  a  y  huie  eidemfimul  aquales  ejfe  debent  ut  earumdem  trium 
radicum  valores  fimul  confiituant  fummam  sss  o ,  quâ  affèfius 
focundus  aquationis  frofofita  terminus  deficiat  y  fi  quidem  in  ea. 
deficere  fonitur.  Addequod  eàm  ad  hoe  iUa  dùa  minores  ejufdem 
aquationis  radiées  debeant  ejfe  vel  ambaveravel  ambafalfa^ 
née  idfermittat  b  >  ,  «^  b  ïssa^r  j  eadem  ideireè  dua  radiées  mi^ 
nores  x  +:r-+- b=o ,  x  +  r— b=:0, debenthabere  b  <^ r^quto 
quantitas  b  realis  ejfe  débet  fi  h/e  dua  radiées  fint  in/equales 
interfe  y  vel  nuUa  fi  aquales. 

Pars  p'ima.  i^.  Si  ires  ha  radiées  multifUcentur  interfe^ 
eomponent  aquationem  x'  x  —  3rrx  h^  ir*=  o  ,  eu  jus  termini 

—  bbx  -^  irbb 

finguli  aquati  reffondentibusfingulisfrofofita  x'  x . .  px . .  q  œs  o, 
^amdem  {hyp.)  radicem^  dabunt  ....  px  =^  —  5rrx  ^—  bbx, 
;.,.  q=a«H^  ir^J+;  irbb  ,  feu  -p^J^xocs  —  3rrx  -r-  ibbx, 

4!  q  =5=  4^  ifit  irbb  i .  atque  hinc  ifia  generalis  aquatio^ 

x'  X  . . .  px . . .  q  s:=  o ,  hoe  in  eafu  trium  radieum  ejus  realium 

âeterminabitur  ^^li  x*  x — px  +;  <1*=^^>  ^j^^  tertius  terminus  efi^ 
— piç  negaiivuSy  quiemt^e  fint  in  ea  valores  quant itatem^^^  q, 
é'fignum  hujusquarti  termini  q.  QaoieraC  j^.-demonftran- 
dum.  d  ij 
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.  Pars j^.  Si  qHidem{fart.)  efi  —  p  =  —  3» —  bb,  & 
H^  q  s=-t-  zr'43  irbb  j  efi  etiam  i  p  =  rr  -h f  bb ,  t'a;;»/  r«^«x 
r/^^-p^  =  i^H-r*bb^frrb*-fr-iVbS  &4q=r*— rbb, 
wW  auadratum  C^  x  qq  =  ^^  —  ir*bb  -f-  rrb*.  jErj^  -L^  p» 
J.lqq^r^^r^bb^f  rrb^+^b^  — r^+xr^bb— rré^ 
s=s=  3r^bb  -fr--^  b^  —  f  xih^qua  quantitas  efifofitiva  yfiquidcm 
fuferius  confiai  b  realem  ejffe  in  cafu  prafcnti  in^equalium  inter 
fe  duarum  radicum  minorum.  £rg0  etiam  hic  efi  fofitivd  quan^ 
titas  -Tr  p^  -~  ^  qq  >  ^c  froinde  hoc  in  cafu  radicum  omnium  rea-^ 
lium  y  ^  duarum  minorum  (^  inaqualium  inter  fe  y  feMfer  efi 
r?  p'  >  ^  qq.  Quod  erat  i^  decnonftrandum. 

Pars  y.  jfam  càm  cafus  alter  duarum  minorum  radicum  aqua^ 
lium  inter  fe  reddat  b  =s  0,  reddit  etiam  3r^bb  -+--^7  b^ — j  rrb* 

=a  o.  Eryi  càm  modo  (  fart.  3.  )  fuerit  inventum  ^^  p'  —  I  qq 
aE=3r^bb-*-^b^ — ^tth^^  hoc  in  frafenti  cafu  duarum  minorum 
radicum  aqualium  erit—  p' — ^  qq=  o j  acfroindc  jî^  p's=  J^. 
Quod  erat  3^.  demonftrandum. 

C  o  K  o  L.  I.  Ex  parte  frimk  fequitur  aquationis  cuhica 
focundo  termino  carenti  radices  non  omnes  effe  reaies  fi  tertium 
habeat  affirmativum  -4-  px  $  adeoque  unicum  ^  tune  if  fi  realem 
cum  duahus  imapnariis  ^  qua  bina  femfer  frocedunt. 

C  o  R  o  L.  Praterea  licet  4equatio  cubica  fecundo  termino  ca^ 
rens  ^  tertium  terminum  habeat  negativum  —  px ,  qualem  exigit 
(part,  )  ex  partibus  fecunda  (^  ter tia ^  fequitur  duas  nihilominus 
ipfi  etiam  effe  radices  imaginarias  cum  unie  a  reali  fi  habeat 

Theorema    58. 

Si  aquatio  cubica  x'  x  • .  •  px . . ,  q = o ,  fecundo  termino  ca^ 
rens  ^  radices  habeat  imaginarias  y  nimirum  duas  cum  una  reali  ^ 
quicunquefint  valor  ^fiytum  quarti  ejus  termini^  femfer  habcn 
bit  tertium  terminum. 

i^.  Vel  affirmativum  -+-  px. 
•    iP.  Vel  nullum . . .  px  =3=  o. 

3^  Vèl  negativum  —  px  cum  ry  p'  <.  5:  qq.  ^     ' 


'  Demonst.  5/Wx ^:: r -4- v'— ce  ==0, x  +  r— v' — cc==o, 
imaginaria  dua  radices  aquationispropofita  x'  x  . .  px . .  q= o^ 
tujùs  tertia  realis  /î>  x  4^  2  r.=o ,  àqualis  ifiarum/umma.  Jam 
ex  tribus  his  raddcibus  fer  invicem  multiplicatis  componetur 

éequath  x'  X  ^  ccx  4^  ^r*  s;*;  o ,  cujus  ttrmimjinguli  ^ftati 
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rfffondentibus  finguUs  frofofita  x'  x  . . .  px . . .  q  ==  o  ^  earunu 
dem  (  hjff.  )  radicem,  àabunt . . .  px  =:  -*-  ccx-^  3rrx ,  &  -h  q 
B=  4^  ir'  4^  ircc.  Bry^  %bi  erii  ce  >  t^tx^  v^/  c  =  r  ^3. 

Fdrs  frima.  In  aquatione  frofofita  x^  x  . . .  px  . . .  q  =r  o , 
fiatim  hiec  tertium  habebit  terminum  jpofirivum  -h  px  =  ^  cîc 
•—  3rrx ,  qui  edm  tune  deiermmabit  ^^  x^  x  •+•  px  H^  q  =  o , 
termina  tertii  fofitiviy  quicunque  fint  valor  él^fignum  quarti  q. 

Pars  2*.  Si  ^equatio  ita  gênerait  s  x^  x  . . .  px  . . .  q  =  o ,  At- 
ieat  ce  =  3rr ,  vel  c  =  r\/3  ,  tàm  tertius  terminus  ejus  erit 
,  • .  px  s:  ccx  —  3  rrx  ==s  o  ^five  nuttus  >  atque  ita  aut  redu  etur 
ea  ad  x  '  x  +•  q  =sa  o  ,  quicunque  fint  etiam  valor  ô*  fiffium 
quarti  ejufdemtermini  q.  Quod  erat  2^.  demonftrandum. 

Pars  y.  Tandem  fi  in  ifik  aquatione  generali  fuerit  ce  <.  3  rr^ 
vel  c  <.  rv^3  ,  tàm  terminus  ejus  tertius  erit  negativus  —  px 
=  ec  —  3rr  j  atque  ita  tune  evadet  ea'x}^  —  px  4^  q  =s  o  ^ 
tertii  termini  hac  lege  negativi  ut  in  eafit  c  <^rv'3.  Quod  erat 
3®.  demonftrandum. 

CoROL.  Ex  hoc  é^  exp'ecedenti  Theoremate  fluit  juxta  ejus 
Corol.  I,  3.  aquationem  cubicam  fecundo  termino  carentem^  quod^ 
tunque  quarti  fit  fignum  y  radie  es  duas  imaginarias  cum  unick 
realifemper  habere^  quando  tertius  terminus  ejus  efi  fofitivus  feu 
affirmativusy  vel  nuUuSy  vel  denique  negativus  cum  r;  P^  "^  ^  ^^  î 
è  contra  reaies  eamfemfer  habere  radiées  omnes  y  quando  tertius 
terminus  ejus  negativus  efi  abfque  T7  p^  <.  ^  qq*  Atque  hinc 
patet  in  formis  Jubfequentibus  omnium  /equationum  cubicarum 
fecundo  termpno  carentium 

I ^.  In  unkquaqueformarum  x'  x  4-  px  Hh  q = o,  xî  x  4^  q = o; 
duas  ejfe  radiées  imaginarias  cum  unica  realii  ae  etiam  in  iis 
qua  funtjorma  x3  x  —  px  Hh  q  ==  o  ^  cum  habet  âP/  p^  <.  ^  qq. 

^^.B  contra  in  aquationibus  hujus  forma  x*  x — px nf  q  =s  o, 

habentibus  rf  P^  >  î  94  »  '^^^  rf  P'  "=  T  49  >  radiées  omnes  fenu 
fer  erunt  reaUs  ^  quorum  dua  minores  erunt  aquales  vel  ina^ 
quaks  interfcy  prout  if  fis  erit  ^7  P'  >  ^  qq>  vel-^  pJ  <.^  qq, 

Propositio     59* 

JEquatio  cubica  generalis  x3  x  . . .  px  .  • .  q  =s  o ,  fecundo  ter-^ 

mino carens ,  convertetur  in ffeeialem  xîx...px  —  q  =  o,y? 

duas  habeat  radiées  f alfas  cum  unk  verk  ;  at  fi  duas  habeat  veras 

€um'unk  falfa  y  convertetur  /»  x*  x  . . .  px  4-  q  =?  Qt  VieiJJîm 

écquatio  x'  x  . . .  px  — ^^  q  ssa  o  ^  duas  femfer  habet  radiées  f  alfas 

€um  unk  verk  5  è  contra  aquatio  x'x...^4-q5=o,  duas  femi 

ftr  habet  radiées  veras  eum  unk  falfk. 

f  •  •  • 
ditj 
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Demonst.  Ex  obferuau  4.  caf.  i.  confiât  ulHnmmM  tHd^ 
liternotum  cujfifiibet  aquationis  terminum ,  if  Jim  effefroduEium 
ex  valorihus  omnium  ejufdem  radicum  nudtiflicatif  fer  invicemi 
atque  adeè  aquationis  cubica  x^  x  . . .  px . . .  q  =^  o ,  terminum 
quartum  q  fariter  ejfe  produBum  ex  omnibus  vaUribus  irium 
radicum  quibus  hac  confiai  aquatio  j  cujus  càm  fecundus  termU 
nus  deficiat  y  fumma  vel  differentia  trium  ifiorum  valorum  {juxik 
eamdem  obfervat.  4.  cap.  1.  )  débet  effe^=^o\  atque  ità  non  modo 
eorum  duo  fimul  aquales  ejfe  debent  tertio 


•  •  •  • 
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LIVRE  VlLpag.  383. 

PROBLEME    IL 

£   X    £    M   F    L    £       L 

La  premîere  équation  d^  -4-  nna  —  2«3  =  o ,  laquelle  fe 
réduit  à  o  =  0 ,  en  y  fuppofant  ^s=s»,  donc  cette  équation 
cft  divifible  par  a  —  n  =0. 

La  féconde ,  laab  -4-  nnb  =  —  «^ ,  ce  qui  rend  ^5=  —  i 
dans  la  féconde  équation,  £c  ainfî  dçs  autres. 

La  croifîéme ,  ^aac  •+•  nnc  =  —  labb  —  nb. 

La  quatrième,  -4-  ^aad'^nnd=s  -—  6abc  —  b^  —  w-hi. 

La  ^^.  nne-^  }aae=:  —  }bbc — ^acc — nd  —  6abd. 

Pour  laseconde  Puissance.  Page /[,iy 
Avis  à  donner  au  R.  P.  Reyneau. 

Etant  tombé  par  hazard ,  Mon  Révérend  Père,  fur  la 
page  413.  du  Tome  I.  de  votre  Analyfe  démontrée,  il  m*a 
pris  envie  de  chercher  la  démonftration  que  vous  avex  omifê 
de  la  pratique  que  vous  y  donnez  pour  trouver  une  fuite  égale 
à  ===T  =  ;7h:sTî7  •  Vous  dites  qu'il  faut  i^.  divifer  ab-^bb 
f^raa^ab^  ce  qui  donne  ^^^  =  ^}io.  divifer  i  çû.raa'^ab 
H-  ab-^hbbj  en  ne  confîderant  ce  divifeur  qqe  comme  fait 
des  deux  parties  qui  font  ici  barrées  pour  les  diftinguer  :  De 
cette  manière  vous  dites  que  l'on  aura  2;^ — it^tï -h  fl^::^ 
—  ::^  -^  iT^Tï  —  Sec. = ^^ .  Prenez  garde ,  cela  n'eft 
vrai  que  lorfque  b  éft  moindre  que  a  3  car  lorfqu'il  ef]; 
plus  grand ,  la  fomme  de  cette  fuite  devient  infinie  ,  étant 

•^T'  :*-  5i  -*-  &c.  en  proereffion  géométrique  dontk  fommc, 
eft  vifiblement  infinie  lorfque  b  eft  plus  grand  que  j^  3  fie 
confequemment  infiniment  plus  grande  que  la  fraftioa  pro- 
pofée=^.  .^ 


«DU  l'Analyse  demontrb'e.  xxxj 

•     II  eft  vrai  que  cette  fuite  eft  égale  à  cette  fradion  lorfque 
i  eft  moindre  que  a  :  car  alors  elle  eft  =  -4-r  x  i  —  i  x  r^ 


«■*•  i' 


"qui  eft  la  fraAion  propofce. 

Mais  quand  h  eft  plus  grand  que  ^,  i«.  ce  n'eft  pas  ab-^èb 
qu'il  faut  divifer  par  aa  ^  ab  pour  avoir  '^^,  ==  \  ,  mais 
aa-^ab  par  ab-hbb  pour  avoir  Uf^  =sf.  Il  ne  faut  pas 
non  plus  divifer  i  par  aa-hab  -¥■  ab-hbb^  mais  par  ab-i-bb 
'^aa-^aby  tn  forte  que  la  diviflon  fè  commence  par  la 
plus  grande  partie  aa  ^-  bb  du  divifeur ,  (  chofe  à  obferver 
dans  toutes  les  divifîons  qu'on  veut  pouflèr  en  fuites  infinies). 
En  ce  cas  fî  vous  prenez  x  v=s  aa -t- ab ,  èc  y  xb  ab  •*- bb  ^  vous 

aurez  «-!- :s;  l  _  ■£  .4.  ÎÎ «i Xrc   -=aL  V  I Zj-iï—îi 

~3F^ ->- :;prrî7-— srrîjT  -t-^^—  &c.s=  ^.  Car  cette 
fuite  eft  vifiblement  =  ;;jJ:„  x  i  —  f  x  i  ^- 1? V  f,*  +  fî  +  fî- 
-i-&c.(danscecasde^>4)=:3yi„  X  i^x  î^  =  ,-1^ 


1!^  =    ■  t     ^   * -, 


e 


*"  '^rf  ^^  ^  *^:»  =  X^  '^  ïi-a=:=i^qai  eft  la  fraétion 
propofée.  --t.*'  ^ 

^".i"'^^^  ^"^  ^°"5  trouvez  (  pag.  414,  41  j ,  &c. )  pour 
les  puiflances  troifiémes ,  quatrièmes ,  &c.  auffi  bien  que  les 
partitions  que  vous  faites  de  ces  fuites  en  d'autres ,  font 
fujettes  aux  mêmes  inconveniens  ou  exceptions. 

Quant  à  l'ufàge  que  vous  faites  pour  le  même  fujet(p.  41 8.)d . 
laformule  a  -h  ^'"==^-#.5.  g'-^b-i-'''''-^  x  <j""*^*  h-  " "-''«r* 
x^"-»^»-«- ';.»-'•  I-^;-^-  x'^--^* -I- &c.  il  ne  vaut  de  même 
que  pour  le  cas  où  ^  eft  plus  grand  que  b.  Quant  à  celui  où  b 
fcroit  plus  grand  que  a,  il  foudroit  fe  fervir  de  la  formule 

"*"  "'.""t.  "~r"7*  »<  ^'~*rf*-i-&c.  en  rendant  ici,  comme  U,  s 
négative. 

Voila  ce  que  le  hazard  m'a  offert,  vous  en  ferez  tel  ufage  qu'il 
vous  plaira ,  pourvu  que  vous  me  faffiez  la  juftice  de  me  croire 
toujours  avec  beaucoup  d'eftime  &  d'attachement  pour  vous, 

Mon  Révérend  Père, 


Votre  nès-homUe  Se  très-obélflànt 
feiviteur,   varicnon. 


XycXï]      RïMAlL<ltJES  DE  M.  VAILIGKOy,(>fr.     "^ 

LIVRE    VII.  page  415.  ligne  8. 
Et  aè-^il'  pour  la  féconde  :  comme  qui  diviferoit  i.  par  x 
-H^en  prenant  xs=aa-i-ai,  iLy=s>éib-¥-bb\  8cçonfequem- 
ment  |  =  |~^  ==  ^.  Une  telle  divifîon  donneroit  3^=:  1 

=  -ï-T  XI ^  -»-  *4  —  -i-^ri  —  &c.  =  i  la  divifîon  ou 

au  quotient  de  l'Auteur.  Mais  i  —  4-*-5r  —  ii-t-j^  —  ^ 
H-&C.  «I— ^x  i-fr-^-f-i^-<-^-i-^-»-&c.  progreffion 

géométrique  dont  la  fomme  (fi  6<^a) fera  i  — ^x ^ 

i  '^  3=^,  =  -:-*'<  --î^  ==^  .-:^-    I>onc  la  fuite 
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trouvée  fera  ,-jL_y  x  i  — 1--+-*4  — *^,  -*-  &c.  «  ;:î^  '^  -"^ 

~"  ij:p:ïî  X  7^  7^  X  4H-A  îTi»*  j  ce  qui  étoic  la  fradîon 
propofée  :  fuppofë ,  dîs-je ,  que  b<.ay  mais  fî  ^  >  ^^  la  fèrie 

i^ii^iî-^|;^.&c.  auroît  la  fomme  infinie  ^  &  par 
confequenc  auffi  celle  de  l*Auceur.  En  ce  cas  de  ^  >  ^  il  fau- 
droit  1^.  dîvifcr  aa  -♦-  ab  par  ab-^bb^  ce  qui  donneroit 

7r^  =  fi  ^"^^  ^  par  j^  -^  AT ,  ce  qui  donneroit  5^3;  =f--^ 

I 

7^4  x^-^  4  ==^^  fradion  propofëe. 


LIVRE     VII.  fage  419,  //g»^  21. 
g.^.z^—  I  =:  G,  laquelle  donnant^— 5!:==  o,& 
confequemment  ,4-^  =  ^  =  i/x^  eft  à  la  logarithmique. 

,  Tome  II.  fage  913.  troïfiéme  Addition,  ligne  31* 
///  font  parcourus  >  cette  confequence  n'eft  pas  jufte  :  il 
faut  elles  font  parcourues  au  lieu  de  ils  font  parcourus.  Mais  en 
fuppofant  que  ces  deux  arcs  font  les  deux  derniers  en  >^^les 
vicefles  en  ce  point  >^  avec  lefquelles  elles  font  parcourues, 
étant  celles  avec  lefquelles  les  arcs  entiers  (  dont  elles  fbnc 
les  élemens)font  parcourues, ces  arcs  feront  auflî comme  ces 
viteflès  entières,  &  confequemment  yr^un  raport  confiant. 
Ce  quUlfaOoit  démontrer. 

Fin  des  Remarques  de  Monfieur  Vartgnen. 
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